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FRACTIONS  œNTINUES. 

1:  La  première  idée  des  rractions  continues  appartient  k 
Brùuneker^  c'est  lui  qui,  pour  la  première  fois,  a  donné 
Texpression  d'un  rapport ,  sous  la  forme  d'une  fraction  con- 
tinue :  il  a  trouvé  que  le  rapport  du  quarré  circonscrit,  k 
Taire  du  cercle ,  est  exprimé  par  la  fraction  continue 
1 


i+ 


2- 


»+-^ 


49 


'  2+ etc. 
On  ignore  comment  il  est  parvenu  à  ce  résultat. 

ff^Bllii  à  qui  Ton  doit  une  autre  expression  du  même 

.        •.         1.3.3.5.5.7.7.9.etc.      ^.        ^,    ,       ,, 
rapport ,  qui  est  ^  ^  ,  ,  ^  ^  »  ^ — »-,  a  démontré,  dans  l'ou- 
1.2.4.4.6.6.9-0.  etc. 

Trage  intitulé  :  j4riihmeHca  infinitorum ,  que  la  fraction  con- 
tinue de  Brouncker,  est  réductible  à  cette  dernière  exprès- 
sioD  ;  et  de  plus,  il  a  donné,  dans  le  même  ouvrage ,  des 

Ami.  os  MATHtM.  1.  ^ 
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règles  générales  pour  convertir  en  fraclioDs  ordinaires ,  plu- 
sieurs espèces  de. fractions  .continues.  Mais,  on  ne  trouve 
dans  le  Traité  de  Pf^allis,  aucune  notion  sur  les  propriétés 
des  (^factions  rédûite9  ou  convergentes.  La  découverte  de  ces 
propriétés  qui  forment  Impartie  la  plus  importante  delà  théorie 
élémentaire  jdes  fractions  continues,  est  due  à  Huygkens^  il 
y  fut  conduit  par  les  recherches  qu*il  dut  faire  au  sj^^et  de  la 
construction  de  son  automate  planétaire.  On  peut  consulter 
À  cet  égard  Fouvrage  intitulé  :  Descripiio  automati  planetarii. 
Huyghens  y  donne  tes  règles ,  qui  sont  aujourd'hui  généra- 
lement conopes,  pour  convertir  en  fractions  continues  les 
fractions  ondinaires.  Il  démontre  les  propriétés  des  réduites , 
et  eelles  des  fractions  intermédiaires,  insérées  entre  les  ré- 
duites successives.  L^application  qu'il  a  faite  de  ces  fractions 
intermédiaires,  montre  leur  utilité,  et,  pour  ce  motif,  il  serait 
peut-être- convenable  de  les  mentionner  dans  les  Traités 
élémentaires. 

Depuis  Huyghens ,  plusieurs  autres  géomètres  ont  consi- 
déré lès  fractions  continues  d'une  manière  plus  générale, 
sous  le  double  rapport  de  la  théorie,  et  des  applications  qu^on 
en  peut  faire.  Nous  citerons  : 

EuLER  (  Commentaires  de  Pétershaurg  ), 

Jean  Bebnoulli  (  Recueil  pour  les  astronomes  ). 

Lagrange  (Mémoires de  l* Académie  de  Berlin,  pour  les 
années  1767  et  1768). 

Waring  (  MedUationes  algébra^œ  ). 

Legbndre  (  Théorie  des  nombres  *). 

Les  recherches  de  Zojrran^^,  présentent  surtout  le  plus 
grand  intérêt.  La  méthode  qu'il  a  donnée  pour  exprimer  en 
fractions  continues  les  racines  d'une  équation  jiumérique , 


(*)  Noas  donnerons  prochainement  une  nbtice  bibliographique  mr  les  fra»- 
tiona  continue».  (Tm.) 
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esl  exposée  daas  tous  les  traités  d*algèbre  ;  Lagtange  j  a  Joint 
plusieurs  observations  utiles  que  nous  aurons  soin  d'examiner 
dans  on  des  articles  qui  feront  suite  à  celui-ci ,  dont  nous 
allons  maintenant  indiquer  l'objet  principal. 

On  sait  que  toute  fraction  continue  périodique  est  une 
racine  incommensurable  d'une  équation  du  second  degré  à 
coefficients  rationnels  Cette  proposition ,  facile  à  démontrer, 
est  depuis  longtemps  connue.  Mais,  Lagrange  est  le  premier 
qui  soit  parvenu  à  démontrer  la  proposition  inverse,  c'est-à- 
dire  que  :  a  Les  racines  incommensurables  d'une  équation  du 
»  second  degré  â  eoefficienls  rationnels  ^  s^exprimmt  en  frac- 
»  tùms  continues  périodiques,  »  Cette  démonstration  peut 
être  présentée  d'une  manière  très-simple  ;  elle  est  tout  à  fait 
élémentaire 9  car  les  connaissances  qu'elle  suppose  ne  s'éten- 
dent pas  au  delà  des  équations  du  second  degré  :  c'est  ce  que 
je  me  suis  proposé  de  faire  voir  dans  ce  premier  article. 

Et  d'abord,  je  ferai  quelques  remarques  mr  les  fractions 
continues  périodiques ,  et  les  équations  du  second  degré  qui 
en  résultent. 

2.  Je  nommerai  fraction  inverse  d'une  fraction  continue 

donnée  a-\ ,  la  fraction  d-^ ,que 

;+7  "+-7 

l'on  forme  en  écrivant  en  ordre  inverse  les  quotients  in- 
complets  de  la  première. 

La  fraction  continue  inverse  de ,  sera  de 


^  + 


méme j-  ^'  -\ j 


'+T 


'+^ 
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En  eoMridénnt  d'abord  une  fimeHon  continm 
1 


«  + 


*+•.      1 


.  +  ^ 


O     R 

plus  grande  querunité  :  si  Ton  désigne  par  ^,  -7  ses  deux 

V    **• 

dernières  réduites,  je  dis  que  les  deux  dernières  réduites  de 

'  R'     R 
l'inrerse,  seront^,  7^. 

Cela  résulte  simplement  de  la  règle  que  Ton  donne  pour 
former  les  réduites  successiTes.  En  effet,  les  réduites  de  la 

fraetion  proposée  étant  - ,  — ^,....j  =  ,  o"  ïï*  '  '^^  sa>tQ^® 

R  =:  Qr  +  P ,  et  Q  >  P.  Par  conséquent,  si  l'on  divise  R  par 

Q,  on  aura  pour  quotient  r,  et  pour  reste  P.  De  même,  en 

divisant  Q  par  P ,  le  quotient  sera  q ,  et  le  reste  sera  le  numé- 

P 
rateur  de  la  réduite  qui  précède  ^.  Et  ainsi  de  suite ,  Jusqu'à 

ce  que  Ton  soit  parvenu  à  la  division  de  ^ér^-l  par  a^  qui 
donnera  le  quotient  b  et  le  reste  i .  Mais ,  ces  divisions  suc- 
cessives sont  précisément  celles  qu*il  faut  faire  pour  réduire 

R 
en  fraction  continue ,  la  fraction  ^ ,  on  a  donc 

R_^  ^ 


Q        ^q+: 


1 


*  + 


R'                 i 
On  obtient  de  même  :  —  ==  r-| . ,  et  c'est  ce  que 

nous  vouUons  démontrer. 
Lorsqu'une  fraction  continue  est  moindre  que  l'unité; 
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O   R 
eo  déagniiit  toujours  ses  deux  dernières  lédultes  P*^ ^y^^ > 

0   O' 
les  deux  dernières  réduites  de  l'inverse»  seront  ^,  ^r^ 

R    R 

peut  le  conclure  immédiatement  de  ce  qui  yient  d'être  dé- 
moatffé,  car  la  fraction  pnqjioaée  el  l'inTonede  cette  fraetioD 
sont  les  quotients  obtenus  en  divisant  l'unité  par  deux  frac- 
tions continues  inverses  l'une  de  l'autre ,  et  plus  grandes , 
tontes  deux ,  que  l'unité. 

3.  Toute  fracHon  continue  périodique  iimple  eêt  racine 
éTunê  éfvaiiùn  du  second  degré  à  coefficients  rationnels,  dont 
les  ratifias  sofU  de  signes  contraires;  Vune  plus  grande  et 
rauire  moindre  que  Vunité.  Et ,  si  F  on  désigne  par  a  la  ftac^ 
tion  continue  inverse  de  la  fi  action  proposée,  la  racine  négative 

i 
aura  pour  expression  ^  ^. 

OL 

En  elTet ,  considérons  en  premier  Ueuuiie  firtclion  cobUdm 

1 

périodique  simple  a  H plus  grande 

*+:         t 


a-\-etc. 


O    R 
qne  l'anité.  Soient  ~„  ^  les  deux  dernières  réduites  de  la 

partie  périodique  a -| ;  et  x  la  yakmr  in- 


'+; 


connue  de  la  fraction  considérée. 

Rr+0 

On  aura  x  s=  ^^ — ^"75  ®*  P**-  suite , 

R  jr-|-l/ 

R'x'+(g— R)x— Q=0 (1). 

€eb  pofé,  désignonsphr  y  la  valeur  de  la  fraction  continue 
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périodique  simple  r  -\ ; ,  inverse  de 


*  rTf-etc. 
kl  proposée.  Les  deux  dernières  réduites  de  la  partie  périodi^ 

que  r-f seront,  (n*  2),  pyi  x  »  Par  consé- 

*+- 

quenty  ^  est  la  racine  positive  de  Téquation  y  =        ,     ;, 

qui  se  réduit  à 

Q^'+((y-R)r-R=0 ...(8). 

Mais,  si  Ton  remplace  dans  l'équation  » 

R'x«+(Q'— R):r— Q=0,  xpar--, 
on  obtient  successiTÔment  : 

^-^^^-0=0;     Qr*+(Q'-R):r-R'=0...:  (8) 

Et  par  cela  même,  on  yoit  que  la  racine  négative  de  Téqua- 

tiouRV+CC— R)x— Q=0,est  —  -  ,    c'esfr-à-dire, 

1  "^ 

7  .  C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 


*+; +-i 


*+-!■ 


r+etc. 
Si  la  fkitcttoD  continae  proposée  est  moindre  que  l'unité, 

comme ;  en  la  r^résentaat 

a+-î 


*+ 


.+  -^ 


r,      *• 


tf+etc. 
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par  x^  et  nommant  z  le  dénominateur  a  +  —: ,  oui 

*+etc.    ^    , 

est  une  fraction  continue  périodique  plus  grande  que  Tunité , 
on  aura  x  =:  -.  Les  racines  de  Téquation  du  second  degré, 

en  s,  seront,  comme  on  vient  de  le  voir,  a+  ; ,  et 

*  +  etc. 

;  en  r^rtant  ceis  valeurs 


-(■ 


?^;+ 


«+ 


^  r  +  etc.  J 
dans  la  relation  x£=  - ,  on  en  conclura  que  les  deux  valeurs 


de  X  sont 


«-('+JT 


^  +  etc.  •  + 


"r+etc.j 
La  pr<^;K)sition  énoncée  est  ainsi  vérifiée  dans  tous  les  cas. 

h.  Toute  fraction  continue  périodique-mixte,  dont  la  pé- 
riode e$t  précédée  de  plueieurs  quotients  incompteis,  est  racine 
fune  équation  du  second  degré  d  coefficients  rationnas  ^  et  qui 
a  ses  racines  de  même  signe. 

Supposons,  par  exemple,  que  dans  la  fraction  continue 
proposée,  la  période  commence  au  quatrième  quotient  in- 
complet; cette  fraction  sera  de  la  forme 
1 


^  + 


€  + 


^+ 


c  + 


a  -f-  etc. 
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tapartiepériodiquea-l j-  contenaot   bb 

'+— T     ■      . 

nombre  quelconque  de  fractiÔDS  intégranles.   Soient  xla 
valeur  de  la  fraetton  pénodique-mixte  »  et  x  la  valeur  de  la 

partie  périodique  «H ;  on  aura  d'abord 


X=a- 


u  4-  etc. 


h^ 


p    o 

Puis,  nommons  =; ,  ^  les  deux  dernières  réduites  de  la  par- 
tie  non  périodique  «-f  -^ r  »  e*  5; ^  77»  ^ deux*der- 

.+4 

AièTes  réduites,  de  .la  période  a  -|-  — ; :  il  en  tésoltera 


ft  + 


c 

deux  dernières  équatiops  conduit  évidemment  à  une  équa-  ' 
tion  du  second  deigré  dont  les  coèffleients  sont  ratloniiels;  il 
rate  à  démontrer  que  les  deux  racines  de  cette  équation 
sont  positives,  lorsque  la  période  est  précédée  de  plusieurs 
quotients  incomplets. 

Pour  obtenir  les  deux  valeurs  de  j:  »  il  suffit  de  remplacer 

successivement  y  par  ses  deux  valetirs  dans  Féquatiôn 

1 


,+_L 


Tout  se  réduit  à^M  à  faire  voir 
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qu'en  renvlmwt j' ,  piMr  «a  valeur  niipMjl'^r  qpi  ^st^ (  a'è), 
i 


C  +  -1 


,  il  m  résulte  piut  ^  «ne  nuleur 


»+-! 


.+   ' 


c+  etc. 
positive.  •    • 

La  substitution  donne 

1 


e  +  . 


^— c- 


*+ 


1 


c+etc. 
Or«  d  I  est  pius  grand  qae  c*  la  râleur  de  x  est  éyfdemment 
positive,  puisque  Iq  nombre  entier  et  positif  ^^  c  est  au  moins 
égal  à  Tunité.  Si  ^  est  plus  petit  que  c ,  la  fractioa 
i 


9—e- 


1 


«-+  ' 


c-f-  etc. 
est  négative ,  mais  sa  valeur  absolue  est  moindre  que  l'unité  ; 

donc,  6-1 — -  est  un  nombre  posiur,  et 


a-(-  etc. 
par  conséquent ,  la  valeur  cjie  x  est  encore  positive. 
On  ne  peut  avoir  8àszc,  car  si  cette  égalité  existait,  la  pé^ 

riode  de  la  fraction  contimie  «  4-  -"^ 


«+-^ 


6+ 


c-|-etc. 
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commenoerait  au  quotient  incomplet  (^;  ce  qui  est  contraire 
à  l'hypothèse.  . 

Il  résulte  de  cette  discussion  que  les  racines  de  r  équation  du 
second  degré,  dont  une  fraction  continue  périodique-mixte 
e«t  racine,  aura  toujours  ses  deux  racines  de  même  signe 
lorsque  le  nombre  des  quotients  incomplets  ^,  6,  etc.,  qui 
précèdent  la  période,  est  au  moins  égal  à  deux. 

Au  reste,  on  peut  transformer  la  fraction  continue 


e+ 


.(i—c)- 


"+  ' 


a+etc. , 

en  une  autre  dans  laquelle  toutes  les  fractions  intégrantes 
seront  positives.  Il  existe  à  cet  égard  une  règle  très-simple 
que  l'on  déduit  de  l'égalité  suivante 

i  1 


i 


'^+-^         i+-^ 


''+7^.        .       («-«H     * 


c+etc.         •         ^— ■'T— 7 


c-)-elc. 

Pour  Térifler  d'abord  cette  égalité,  posons 

1 


y=a  + 


H  ' 


c+etc. 
Il  en  résultera  : 

1— U    =i-i=  '        * 


1  r  1  1 
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De  l'égalité  que  nous  Yeoons  d*établir,  on  conclut 

.    «H — l €+— 


(»_c) _  (i-c-iy- 


H-ri-..  .+;' 


a+etc.  6— i+: 

Si  ^— «  est  un  nombre  positif  plus  grand  que  Tanité,  toutes 
les  Graciions  intégrantes  de  la  fraction  continue 

'+- r 


.4     ' 


b—i+: 


sont  posttiTes,  et  la  traimfonnation  proposée  est  etEsctuée. 
Si   ^  —  c  est    égal  à    Tunité,    la  fraction    continue 

a+ r-  seréduitaa+ 


C^— .  C+f      * 


6— 1+: 


et  tontes  les  fractioiu  intégrantes  sont  encore  positives. 
Enfln,  lorsque  la  diflérence^^— c  est  n^ttre,  on  peut 

éerire  la  fraction  a  -| —  sous  la 


6+ 


{*-€) - 


M     ' 


a-f-etc. 

iorme  «  -| et  l'on  rentre  ainsi  dans 

e — 


(c-*)  +  — 


6+    ' 


o+etc. 
le  cas  précédent. 
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5.  Une  flracUoncoQtinQepériodiqacHBiible,  dont  U 
est  précédée  d'an  seul  quotient  incomplet  peut  donner  Heu 
à  une  équation  du  second  degré  dont  les  racines  aient  des 
signes  contraires.  Gela  arrire»  lorsque  le  quotient  incomplet 
qui  précède  la  période  est  moindre  que  le  dernier  quotient 
incomplet  de  la  période.  Mais  alors,  les  racines  de  l'équation 
sont  toutes  deux  {dus  grandes,  ou  toutes  deux  plus  petites 
que  l*unité. 

En  efSet,  supposons  que  la  flraction  continue  donnée,  plus 
grande  que  l'unité,  soit  a  -{ ,  la  période 

à+- 


c+     ' 


a+etc. 

^+ p        oowimeDçaiit  au  seoond  quotteHiacegH 

'  c  +  etc. 
plet,  et  c  représentant  le  dernier  quotient  de  la  période. 

La secoiidaracine de  l'équation  dusecond  degrésera, comme 
00  fient  de  le  voir  (n*k),  a—c-^ 


»+-i 


.+-Î 


.+  ' 


b  +  elc. 
l'Msqiie  c  est  moindre  que  e^  cette  racine  est  négative 

maissa  falrarabaotoe  (c— a)-{ surpassera 

nuité. 
Si  k  frMtïM  eoBtiiMW  donnée  est  moindre  que  ranité , 

+ 


toma» ,    la  seeonde  ndne  de 


«+ 


*+-î 


c-f      ' 


a  +  elc. 
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t 
l'équatioB  du  second  degré,  deviendra 


On  voit  qu'elle  est  négative, 


(«-C)- 


*  + 


rf+; 


e  -f"  etc. 

lorsque  «  est  mcrindre  que  c,-  et  de  plus ,  sa  valeur  absolue 
1 


est  inférieure  \  l'unité. 


(c-.)+ 


*  + 


«+     * 


C  +  elc. 

Lorsque  ie  quotient  incomplet,  a^  qui  précède  la  période 
surpasse  le  dernier  quotient  incomplet ,  c,  de  la  période, 
la  seconde  racine  de  Téquation  est  positive.  , 

6.  Ln  racines  incommensurcAks  d'une  équoHon  du  second 
degré  à  coefficients  roHonneh  s'expriment  en  fractions  con- 
tinues périodiques. 

Je  considérerai  d'abord  une  équation  du  second  degré  dont 
les  racines  ont  des  signes  contraires. 

Cette  équation,  dont  les  coefficients  sont  supposés  ration- 
nels, peut  toujours  être  ramenée  à  la  forme  :  ax"  -^-bx — c=:0; 
les  coefficients  a^  c  étant  des  nombres  entiers  positifs,  et  6, 
un  nombre  entier  positif  ou  négatif. 

Afin  de  simplifier  la  démonstration ,  jç  m'occuperai  sépa- 
rément de  chacune  des  racines,  en  commeiiçant  par  «elle  qui 
est  positive,  et  c'est  pourquoi,  en  résoWant  Téquation,  je 
placerai  le  signe  plus  devant  Iq  radical.    ^ 

La  résolution  de  l^quation  aar'-{-^*^*^^^^>  donne  pour 
la  valeur  de  la  racine  po^tive  : 


en  représentant  par  n  le  nombre  entier  V-^-kac. 
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Cette  valeur  incommensurable  positive,  ~  "^     ^,  est 

2a 

comprise  entre  deux  nombres  entiers  consécutirs  «,  a-f1,  fa- 
ciles à  déterminer.  Le  plus  petit  de  ces  nombres  peut  d'ail- 
leurs être  nul. 

Si  maintenant,  prenant  pour  inconnue  la  valeur  de  la  Trac- 
tion qu*i|  £aiut  «jouter  au  nombre  entier  a  pour  obtenir  la 

1 

racine  positive,  on  pose  j:=a4-  p  :  il  est  évident  que  a/ 

devra  être  positif  et  plus  grand  que  Tunité. 

Pour  obtenir  la  valeur  de  x',  substituons  «  h — -,  à  x  dans 
l'équation  (1)  ax^+bx'—c=0.  Il  en  résultera  : 

Ët'par  suite,  Téquation  du  second  degré  : 

(/Za»-J-Ôa— C)  x"-f.  i^au+b)  JT'+fcrO (2). 

Or»  cette  dernière  équation  dont  les  coefficients'  sont  des 
nombres  entiers,  a  comme  réquation  ax^-\-'bx—c=ù,  dont 
elle  dérive,  ses  deux  racines  de  signes  contraires. 

En  efTet,  les  deux  racines  de  l'équation  (aa*4-63c—c)  or'^-f- 

(2rtra+^  )  j/-f-fl=0 ,  substituées  à  x'  dans  la  relation  x=a-f — ;, 

doivent  donner  les  racines  de  Téquation  nx^-^-bx — c=0. 
Mais,  lùic  des  racines  de  ax^-^-bx — csO,  est  positive  et  plus, 
grande  que  le  nombre  a;  l'autre  racine  est  négative  ;  il  faut 
donc  que  les  deux  valeurs  substituées  à  xf  soient,  Tune  po- 
sitive, et  l'autre  négative. 
Les  racines  de  l'équation  (2)  ayant  des  signes  contraires, 

a 
leur  produit  — r-rr est  négatif,  et  par  conséquent,  le 

Ut.  -j-D«— C 

coeflScient  ^ia'-{-6a— c  est  un  nombre  entier  négatif.  Nous 
poserons  : 
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et  réquation  (8)  deviendra  : 

a'j/"4-ft'j^— ^==0;  d  élant  un  nombre  entier  pcâtif,  b' 
entier  et  de  signe  quelconque. 
On  obtiendra  la  racine  positive  de  i*équation  aj:*-|-6x — c=:  0, 

eo  remplaçant  j/,  dans  x  =  «4*  r-.,  par  la  racine  positive  de 

X 

réquation .  «'ot^'+^'j:'— a=0.  La  résolution  de  dx'^^ 
hfx' — a=0,  donne,  pouf  la  valeQr  cherchée , 

^ ^' • 

Et  il  est  facile  de  retonnai trc  que  le  nombre  V*-{-kad 
soumis  au  radical,  est^égai  à  /z,  c'est-à-dire  à  b'+k^c.  Carb- 
on a  :  .    • 

l^ad=i — 4a(fif4*-f-^*-^^)="— *^'** — ^abx-^iac. 
i)onc,  b^*'\-^aa'^b*+^ac=^n.     . 

La  racine  mcommensurable -^ —  ,  sera  comprise 

entre  deux. nombres  entiers  consécutifs  9! ,  a'+1  ;  on  posem 

4^=5  a' -|-—  ,  et  remplaçant  x'  par  &/+  —  dans  a'xf^  4- 

Vxf  —  a=:0,  il  en  résultera  *  une  nouvelle  équation 
tf"a:"*-f-i"x"— a'=0,  ayant  ses  deux  racines  désignes  con- 
traires,  et  dont  les  coefficients  d\  U\  d,  sont  des  nombres 
entiers  satisfaisant  à  la-  condition  :  b"^'\'\dd'z=n.  C*est  ce 
que  Ton  vient  de  démontrer. 

Le  même  calcul  répété  conduira  évidemment  à  une  suite 
indéfinie  d'équatjons  2 

ax''\'bx'-'C=z(^ 
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ddollés  coeffîcienls  seront  de^^nomlbres  entiers  liés  entre  eux 
I>ar  tes  relations  : 


Les  nombres  entiers  a ,  a',  «''....^-qui  donnent  à  moins  d'une 
unité,  par  défaut,  ies  valeurs  apffeochées  des  racines  posi- 
tives de  ces  différentes  équations,  seront  les  quotients  incom- 
plets de  la  fractîop  continue  «H — ^ — r       qui  n^^résente 


la  racine  positive  de  l'é^uatioo  proposée,  aa:*-}-6x— c=0. 

Pour  démontrer  que  cette  fraction  continue  est  pério- 
diqma,  il  suffit  de  faire  voir  que  Vune  des  équatjpns 
a^*-|-<^j:— e=0  ^  etc.v  se  reproduit  exactement  dans  la  suite 
du  calcul.  *     • 

Of,  ^es  relations  6*+4ac=«,  y*+4aa"=:«,  etc.,  mon- 
.trentqne  lesçoefflcients  entiers^,  iz',...  despremiep  termes,  ne 

-  peuvent  jamais  surpasse!^  2  '  et  que  les  valeurs  absolues,  des 

coefBcientsentiers'&,2i^,...de5sef|;>n<l^  termes  soDtDMrindresque 

l/n.  Par  conséquent,  si  Ton  d4|âgne  par  h  le  plm  grand 

.nombre  entier  contenu  dans  | ,  et  I^ar^A:,  le'nombre  des  va- 

le^p  entières  positives  ou  aégatives  moiodres  qurl^^  après 
avoir  obtenu  un  noni^re  d'équaûons  au  plus  égal  au  produit 
i^,  il  fi^i^a  que  Ton  rejtoUve  une  énuatton  dont  les  deux 
premiers  côefflcl^ts  aurom  déjà  été  obtenus  pgpr  Tune  des 
'équations précédentes.  Gefa^ étant,  jies  derniers  termes  de  ces 
équations  devront  ^tre  égatlï^  pour  qiriil^uissent  satisfaire  à 
là  relation  &*-)-4acsstn,  qui  a  toujours  lieu,  entre  les  trois 
coefficients  .de  chacune  des  équations. 
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L*équaiion  qui  se  reproduit  la  première  est  Téquation  pro- 
posée ajr*+^x— c=rO;  ou  bien  la  suivante  aV^+iV— «=0. 
€ar,  s'il  en  était  autrement ,  le  nombre  des  coefficients  in- 
complets a,  a  ...^  précédant  la  t>érjode  de  là  fraction  con- 
tinue «  H ,  serait  au  moin*  égal  à  deux.  Alors, 

la  fraction  continue,  périodique  «-j -^         , -serait 

tt-A ' 

a'+etc. 

Fseine  d'une  équation  du  second  degré  à  coefficients  ration- 
nels, et  qui  aurait  ses  deux  racines  de  même  signe  (n^  4). 
Cette  dernière  équation  et  la  proposée  ax*'\-bjc — c=0,  ayant 
uneradne  commune  incommensurable,  et  les  coefficients  ra- 
tionnels, devraient  avoir  les  mêmes  racines;  ce  qui  eat  impos- 
sible puisque  les  racines  de  Téquation  ax^+bx — c=0,  ont  des 
signes  contraires. 

On  démontre  immédiatement  que  la  racine  négative  de 
réquation  propqsée  ax'-f^jr-— c=0,  s'exprime  en  fraction 
continue  périodique;  en  remplaçant  x,  par  —x  dans  cette 
équation.  La  substitution  donne  l'équation  ax*—bx^c=Of 
dont  la  racine  positive  est,  comme  on  vient  de  le  voir,  repré- 
sentée par  une  fraction  continue  périodique.  En  donnant  le 
s^ne  mains  à  cette  fraction,  on  aura  l'expression  de  la  racine 
négative  de  l'équation  proposée. 

Considérons ,  maintenant ,  une  équation  du  second  degré 

ax"" — bX'\-c=0,  dont  les  deux  racines  soient  positives.  Je 

-  ferai  d'abord  observer  que  ces  racines  doivent  être  inégales 

*  puisqu'elles  sont  supposées  incommensurables;  et,  pour  plus 

de  précision ,  je  distinguerai  deux  cas  :  suivant'que  la  diflé- 

rence  de  ces  deux  racines  sera  plus  grande  ou  plus  petite  que 

l'unité^ 

Dans  le  premier,  les  racines  de  l'équation  ax"" — bx'\-csssO, 

,       A«S.  BC  MATlill.  1.  3 
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ne  peuvent  être  toutes  deux  comprises  entre  les  mômes  nom- 
bres entievs  consécutifs.  Je  nomme  « ,  et  a-f-t  ^  les  deux  nombres 
entiers  consécutifs  entre  lesquels  la  plus  grande  des  racines  est 
comprise;  la  plus  petite  sera  moindre  que  a;et  par  con- 
séquent ,  si   Ton  remplace  x  par  «  +  r?  >  ^^^  l'équation 

ax*—bx'\'C=^0,  il  en  résultera  une  nouvelle  équation  en  x' 
qui  aura  une  de  ses  racines  positive  et  plus  grande  que 
runitéy  et  Tautre  négative.  Ces  racines  de  signes  contraires 
seront  exprimées  par  des  fractions  contûnies  périodiques, 
et  en  remplaçant  successivement  x^  par  chacune  de  ces  va- 

.  leurs  dans  Texpression  <>^  +  Z/  >  ^°  obtiendra  des  fractions 

continues  périodiques ,  pour  les  racines  de  l'équation  pro- 
posée* 

Lorsque  la  différence  des  racines  de  Téquation  ax* — ^x-f- 
c=sO,  est  moindre  que  Tunité,  les  valeurs  de  ces  racines  peu*: 
vent  être  toutes  deux  comprises  entre  les  nombres  entiers  a, 
et  ct-\-i  ;  dans  ce  cas,  Téquation  transformée  en  x'^  a  ses  deux 
racines  positives  et  plus  grandes  queTunité.  Si  les  racines  de 
cette  équation  sont  encore  comprises  toutes  deux  entre  des 
nombres  entiers  consécutife  a,  a -f  1 ,  en  remplaçant  x^  par 

a'-) — Tr»  ^^  Aura  une  équation  transformée  en  x^\  dont  les 

racines  seront  encore  positives.  Mais  en  continuant  le  calcul 
qui  donne  ces  transformées  successives,  on  parviendra  tou- 
jours à  une  équation  dont  les  deux  racines  ne  seront  plus 
comprises  entre  les  mêmes  nombres  consécutifs;  autrement, 
les  racines  de  Téquation  proposée  ax''^bx-\-c=0^  seraient 
égales  puisqu'elles  seraient  exprimées  par  la  même  fraction 
continue.  Les  racines  de  l'équation  transformée  suivante 
ayant  des  signes  contraires  seront  exprimées  par  des  firactions 
continues  périodiques  ;  et  par  conséquent,  les  racines  de  l'équa- 
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tion  proposée  auront  elles-mêmes  pour  expressions,  des  frac- 
tions continues  périodiques. 

Enfin ,  si  l'équation  proposée  a  ses  deux  racines  négatives , 
on  changera  le  signe  de  ces  racines  en  remplaçant  x  par  — x , 
et,  par  cette  transformation,  on  rentrera  dans  le  cas  pré- 
cédent. 

Le  théorème  se  trouve  ainsi  généralement  démontré. 

7.  La  racine  quarrée  d*un  nombre  rationnel  qui  n*est  pas* 
un  quarré ,  est  exprimée  par  une  fraction  continue  périOllique 
mixte,  dont  la  période  est  précédée  d'un  seul  quotient  in- 
complet. 

En  effet,  soitn  le  nombre  considéré,  sa  racine  quarrée 
sera  une  des  racinesincommensurables  de  l'équation  jr^^—n^O. 
Si  \/n  était  exprimée  par  une  fraction  continue  périodique 
simple,  les  deux  racines  de  l'équation  x" — /i=:0,  devraient- 
être,  l'une  plus  grande  et  l'autre  plus  petite  que  Tunité  (n''  3); 
ce  qui  est  impossible  puisque  ces  deux  racines  ont  des  valeurs 
absolues  égales.  Il  est  de  même  impossible  que  V^/i  donne 
une  fraction  continue  périodique  mixte  dont  la  période  soit 
précédée  de  plusieurs  quotients  incomplets,  parce  que  les 
deux  racines  de  l'équation  or" — 7i=0,  n'ont  pas  le  môme 
signe  (  no  &  ).  Ainsi ,  la  racine  quarrée  du  nombre  n  donnera 
lieu  à  une  fraction  continue  périodique  mixte,  dont  la  pé- 
riode sera  précédée  d'un  seul  quotient  incomplet* 

Si    le    fiomlire    ti   est    plus    grand  que    l'unité,    on 

aura  [/n^za-^ '- — r  ,  la  période  étant 


^+ 


■^4- 


d^ 


1 


e  -f  etc. 
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On  en  conclura  (c— «)  + 


e+etc 
i  1 


c  +  etc.  6+etc. 

et  par  suite  : 

e— a=3t  ;  6=2a.  Ce  qui  montre  que  le  dernier  quotient  de 
la  partie  périodique  est  doubld  du  quotient  incomplet  qui 
précède  la  période. 

Et  de  plus,  on  aura  dssa,  c=zb;  et  ainsi  de  suitQ,  si  le 
nombre  des  quotients  incomplets  était  plus  grand.    ' 

Lorsque  la  période  de  la  fraction  continue  qui  repré- 
sente la  racine  quarrée  du  nombre  n,  est  composée  d*un 
seul  quotient  incomplet,  ce  quotient  .est  le  double  de  celui 

qui  précède  la  période.  Alors,  on  a  :  V/«=a-j 

2t  ' 


2;t-hetc. 
D'où  V/^ ^H — .;  (\/«— OCl/«+«)=i ;  /l=x'+1 . 

Gette^  propriété  des  racines  quarrées  des  nombres ,  de 
donner  lieu  k  des  fractions  continues  périodiques,  a  été 
remarquée  par  Edler  (  Commentaires  de  Pétersbourg , 
tome  XI  des  nouveaux  )  ;  mais  il  n*en  a  pas  donné  la 
démonstration. 


a. 
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MÉMOIRE 


COURBES  DU  SECOND  ORDRE  A  BRANCHES  INFINIES. 


PAR    O.    S.    VAOS, 

Profetteur  à  TÉcole  royale  d'artillerie  de  La  Fére. 


Le$  questions  qui  font  le  sujet  de  ce  mémoire  ont  été  déjà 
Ir ailées  par  M.  Brianghon  {Mémoire  sur  les  courbes  du  second 
ordre,  ♦SH),  et  par  M.  Coste  (Annales  de  mathématiques  de 
Gebgonnb,  tome  FUIy  1818). 

PREMIÈRE  PARTIE. 

1.  Trois  droites  A'B,  AB'  et  AB  {fig.  1)  tournent  res- 
pectivement autour  des  trois  points  fixes  P,  P'  et  F';  le 
point  A  dlntersection  des  deux  droites  AB  et  KS  est  assu- 
jetti à  glisser  sur  une  droite  fixe  OX  ;  le  point  B  intersection 
des  deux  droites  AB  et  A'B  est  assujetti  à  glisser  sur  une 
droite  fixe  OY;  cherchons  le  lieu  géométrique  engendré  par 
le  point  C  intersection  des  deux  droites  AB'  et  A'B. 

Prenons  pour  axes  coordonnés  les  deux  droites  fixes  OX 
etOY. 

Soient  a  et  fr  les  coordonnées  du  point  P;  a',  et  U  les  coor- 
données du  point  P';  enfin,  a!'  et  6"  les  coordonnées  du 
point  P". 

Représentons  les  distances  variables  OA-  par  «;  OB  par  p  ; 
OA' par  a',  et  OB' par  P'. 
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A'B  sera  : 

[)it  toujours  passer  par  le  point  P, 
t  ^z  et  ^ ,  les  yariables  ol  et  p  seroot 
tioD  : 

-f  p/Z  =  a'|3. 

L'éqoatîoD  de  la  droite  AB'  sera  : 

Comme  cette  droite  doit  toujours  passer  par  le  point  V^ 
dont  les  coordonnées  sont  a'  et  b\  les  yariables  a  et  ^'  seront 
liées  entre  elles  par  Féquation  : 

Enfin,  la  droite  AB  étant  assvfjettie  à  passer  par  le  point 
F',  dont  les  coordonnées  sont  a"  et  b'\  les  ?ariables  a  et  j3  se- 
ront fiées  par  Féquation  : 

Nous  aurons  donc  les  cinq  équations  : 

«6"+pa"=«p,      (1) 


oô'-fp'^ 
db  +  pù 


cy.+  p'x=ap',        (4) 

«>+(ax=«'p,     <5) 


Si,  entre  a  on  éUmine  les  quatre  yariablei 

dK ,  p,  a',  p',  c  ne  seule  équation  entre  x  et^  ; 

ceseraTéqui  _     aétrique  cherché. 

Des  trois  premières  équations  on  Ure  : 

Mettant  ces  valeurs  dans  les  équations  {k)  et  (5),  pois  élimt<- 
nant  a,  il  yient  : 
a{a'''--^]r"M^'H^^-^'à''—^b)jcy+b^{b''—b)jt^  x 

+  a  la'b''—a"b')y+b'{a'b—ab'']x  =0.)  "  ^^^ 
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(Test  réqnation  d*iui6  courbe  du  second  ordre  j[]ui  passe 
par  les  cinq  points  Q ,  P,  F,  Q',  Q.  En  effet ,  cette  équation 
est  satishite  par  les  cinq  couples  de  valeurs  : 


x=0 


x= 


On  TOit  que  si ,  dans  un  triangle  variable ,  ABC ,  les  trois 
cotés  sont  assujettis  à  tourner  autour  de  trois  points  fixes 
P ,  F,  F',  et  si  deux  sommets  A  et  B  sont  assujettis  à  glisser 
snrdeux  droites  fixes  OX  et  OY  :  le  troisième  sommet  C  dé- 
crit une  courbe  du  second  ordre  qui  passe  par  les  cinq  pojtots 
0,  Q^  P,  P',  Q'.  Ces  cinq  points  fixes  et  te  point  mobile  C, 
dans  une  denses  positions,  déterminent  les  six  sommets  d*un 
hexagone  inscrit  à  la  courbe  ;  les  trois  points  A ,  B ,  F',  peu- 
vent être  considérés  comme  les  points  de  concours  des  edtés 
opposés  de  cet  hexagone;  on  en  conclut  le  théorème  de 
Pascal  : 

.  Dans  Umi  hexagtme  inscrit  d  une  courbe  du  second  ordre  y 
les  trois  points  de  concours  des  côtés  opposés  sont  en  ligne 
droite. 

2.  Si ,  par  chacun  des  six  sommets  de  Thexagone  inscrit , 
on  mène  une  tangente  à  Iq  courbe ,  on  forme  un  hexagone  cir- 
conscrit ;  chaque  sommet  de  Thexagone  circonscrit  est  le  pAle 
d*un  côté  correspondant  de  Thexagone  inscrit  ;  par  consé- 
quent 9  la  diagonale  qui  Joint  deux  sommets  opposés  de  Thexa- 
gone  circonscrit,  est  Ja  polaire  du  point  de  concours  de  deux 
cAtés  opposés  de  Thexagone  inscrit.  Or,  comme  les  trois 
points  de  concours  des  côtés  opposés  dé  l'hexagpne  inscrit 
sont  en  ligne  droite ,  les  trois  diagonales  qui  Joignent  les  som- 
met opposés  de  Thexagone  circonscrit  doivent  se  couper  en 
un  même  point ,  qui  est  le  pôle  de  cette  droite  ;  on  conclut 
de  tt  le  théorème  de  M.  Brianchon  : 
Dans  tout  hMagone  circonscrit  à  une  courbe  du  second 
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ordPe,  les  (rois  diagonales  qui  joignent  les  sommets  opposés  se 
coupent  en  un  même  point. 

Ainsi ,  dans  Thexagône  circonscrit ,  AQPP'Q'B  {fig%  2),  les 
trois  diagonales  BP,  AFetQQ'  se  coupent  en  un  même pointC. 
Supposons  que  les  trois  droites  OX ,  OYet  QQ'  restent  fixes , 
ainsi  que-  les  deux  sommets  P  et  F,  mais  que  le  c6té  AB  se 
meuve  en  restant  constamment  tangent  à  la  courbe.;  les  deux 
diagonaUs  F  A  et  PB  tourneront  autour  des  deux  points  fixes 
P  et  P',  en  restant  assujetties  à  se  couper  sur  la  droite  fixe  QQ' . 
On  en  conclut  que  si  dans  un  triangle  variable  ABC,  le$ 
troi^  sommets  sont  assujettis  à  glisser  sur  trois  droites  fixes 
OX,  OY  et  QQ';  et  si  deux  côtés ,  AC  et  BC,  sont  assujeUis  à 
tourner  autour  de  deux  points  fixes  V  et  P,  le  troisième  côté 
restera  constamment  tangent  à  une  même  courbe  du  second 
ordre. 

DE  LA  PARABOLE. 

3.  Si  Tun  des  cinq  poiats  0,  Q ,  P,  F,  Q'  (fg.  1) ,  par  les- 
quels doit  passer  la  courbe  engendrée  par  le  point  C  (n""  1),  est 
situé  à  rinflni,  cette  courbe  doit  nécessairement  avx)ir  une 
branche  infinie,  par  conséquent,  elle  devient  une  parabole 
ou  une  hyperbole. 

Supposons  par  exemple  que  le  fioint  Q,  intersçction  de  la 
droite  PF'  avec  l'axe  OX,  soit  situé  à  Tinfini,  c'est-à-dire  que 
la  droite  PF'  soit  parallèle  à  Taxe  OX,  nous  aurons  A=:A", 
réquation  A  (  n»  1  ) ,  deviendra  : 

a{a!'—a')jr'  +  {ab'  —  af'b)  xy  +  a{a'b-^i^'U)y 
+  V{a"b  —  ab)x^Q. 
Pour  que  cette  équation  représente  une  parabole,  il  faut 
que  le  rectangle  des  variables  tlisparaisse,  on  doit  donc 
avoir  : 

ab'  —  d'b=i(i. 
L'équation  se  réduit  alors  à 
a{al'  —  a!)y'\-a{a'b—a"b')y-^b'{a"b~ab)x:s:^0. 
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C'est  l'équation  d'une  parabole  dont  les  diamètres  sont 
panUèles  à  l'axe  OX. 

4.  ^  dans  l'expression 

on  fait  b=:b'\  il  reste 

«'=-,,,      dou       -    =^, 

D'où  Ton  tire  ce  théorème  : 

Si  de  deux  points  fixes  P  e<  F  [fig.  3],  pris  sur  le  périmètre 
d'une  parabole^  on  mène  à  un  troisième  point  variable  C  de 
cette  courbe ,  deux  droites  qui  aillent  couper  un  diamètre  quel- 
conque  OX  en  deux  points  A  et  \\  les  segments  OA  et  OA'  in- 
terceptés sur  ce  diamètre  entre  ces  deux  points  d^intersectUm 
et  le  point  où  il  rencontre  la  courbe  y  seront  dans  un  rapport 
constant. 

5.  L'équation 

afr'— a"*=0,       ou       ^,  =  -,, 
a'        ù 

fait  TOir  que  la  droite  qui  joint  le  point  0  au  point  P  (fig,  i  ), 
doit  rencontrer  l'ordonnée  du  point  V"  en  un  point  D  tel  que 
Ton  ait  ED=b\  c'est-à-dire  que  Jes  deux  points  D  et  P' 
doivent  se  trouver  sur  une  même  droite  parallèle  à  Taxe  OX, 
par  conséquent  sur  un  même  diamètre  de  la  courbe. 

La  ligne  VV  Ta  rencontrer  TaxeOY  en  un  point  Q'  qui  ap- 
partient à  la  courbe  y  les  quatre  points  O,  P,  F,  Q',  sont  les 
quatre  sommets  d'un  quadrilatère  inscrit,  on  a  donc  ce 
ibéorème  : 

Un  quadrilatère  OJfVQ  étant  inscrit  à  une  parabole ,  si  on 
prolonge  deux  côtés  opposés  OP  et  Q'F,  jusqu*d  ce  ifu'ils  aUtent 
rencontrer  y  en  D  etVy  les  diamètres  menés  par  les  deux  extré- 
mités d'un  des  côtés  restants  :  la  ligne  qui  joindra  ces  deux 
points  d^intersection  sera  parallèle  au  quatrième  côté. 
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Si  par  le  point  Q",  on  menait  un  diamètre,  et  si  i*on  pro- 
longeait les  côtés  OP  et  Q'F,  Jusqu'à  la  rencontre  de  ce  dia- 
mètre, et  du  diamètre  OX  aux  points  M  et  N  :  la  Ugne  MN 
serait  parallèle  au  côté  PF. 

Par  le  sommet  F,  menons  parallèlement  au  côté  0Q[,  une 
droite  qui  aille  rencontrer  le  côté  opposé  en  F  ;  à  cause  des 
parallèles  P'F  et  DF'  et  des  parallèles  FD  et  PF',  nous  aurons 

2L-2ÎL  .  &D  _  &P 

GF^GF  GF  "~GF" 

multipliant  membre  à  membre,  on  a  * 
GD'=:GP.GF. 

6.  Les  deux  sommets  P  et  P'  ifig\  4)  peuvent  se  réunir  en 
un  seul  P  (/iff.  5).  Alors,  le  quadrilatère  OPFQ"  se  réduite 
un  triangle  OPQ",  et  le  côté  PF  deyient  une  tangente  menée 
par  le  sommet  P  ;  on  en  conclut  ce  théorème  : 

Vn  triangle  étant  inscrit  d  une  parabok ,  ti  an  prolange 
deux  côtés  jusqu'd  ce  qu'ils  aillent  couper  les  diamètres  menés 
par  les  sommets  apposés,  la  ligne  qui  joindra  les  points  d'in- 
tersection y  sera  parallèle  d  la  tangente  menée  par  le  troi-^ 
siéme  sommet. 

Ce  théorème  donne  un  moyen  facile  de  résoudre  le  pro- 
blème suivant  : 

Construire  la  tangente  en  un  point  donné  d'une  parabole , 
quand  on  cannait  deux  autres  points  de  la  courbe  et  la  di- 
rection des  diamètres. 

Soient  P  {fig.b)  le  point  par  lequel  ofi  veut  mener  la  tan- 
gente; et  0  et  Q",  les  deux  autres  points  donnés  :  on  Joint  ces 
points  de  manière  à  former  un  triangle ,  on  prolonge  les 
cAtésOP  et  Q'P  jusqu'à  ce  qu'ils  aSlent  rencontrer  en  N  et 
en  M  les  diamètres  menés  par  les  sommets  opposés,  on  joint 
le  point  M  au  point  N,  et  par  le  sommet  P  on  mène  une 
parallèle  à  MN  :  cette  parallèle  est  la  tangente  demandée. 
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7.  Par  le  sommet  ?(/!;.  5) ,  menons  un  diamètre  qui  rao- 
contre  le  c6t6  opposé  en  B ,  prolongeons  la  tangente  du 
point  P  Jusqu'à. ce  qu'elle  rencontré  le  cété  opposé  en  A , 
et  les  deux  diamètres  QH  et  OM,en  D  et  en  C  ;  à  cause  d^ 
parallèles  BP  et  QTi,  et  des  parallèles  PC  et  NM,  on  aura  : 

OB_OP      t    —--^    A'        OB_OC 
OQ'^ON  ON~"OM       ^^     OCr^OM 

Donc,  si  Ton  joint  les  deux  points  B  et  C,  la  ligne  BC 

sera  parallèle  au  cAté  QV. 

,   A  cause  des  parallèles  Q'P  et  BG,  et  des  parallèles  BP  et 

OC9  on  a  : 

AC^       AP      ^    AP       AB       .  ,     — »         ^,     ^ 
ÂF  =  ÂC    «'rC^ÂÔ    '''»"    AB=AQ'.AO. 

On  conclut  de  là  ce  théorie  : 

Si  d'un  point  A  pris  sur  une  tangente  à  la  parabole,  on 
mène  une  transversale  qui  coupe' la  courbe  en  deux  points ,  le 
segment  compris  entre  le  point  A  et  le  point  d'intersection  de  la 
transversale  avec  le  diamètre  mené  par  le  point  de  contact , 
sera  moyenne  proportionnelle  entre  les  deucc  segments  compris 
entre  le  point  K  et  les  deux  points  dintersectUm  de  la  transver- 
sale avec  la  courbe, 

8.  Maintenant  considérons  Thexagone  circonscrit  (/S$r.  2  ), 
supposons  que  les  deux  points  P  et  P',  autour  desquels 
tournent  les  diagonales  PB  et  FA,  s'éloignent  à  TinOni  ;  la 
tangente  PF  passera  tout  entière  à  rinflni  ;  comme  la  para- 
bole est  la  seule  courbe  du  second  ordre  pour  laqueUe  la  tan- 
gente puisse  passer  tout  entière  à  Tinfini ,  la  courbe  à  laquelle 
le  cAté  BA  restera  eoostamment  tangent  sera  une  parabole. 

Les  deux  points  P  et  F,  étant  situés  à  l'infini,  les  deux 
diagonales  BC  et  AC  resteront  constamment  parallèles  aux 
droites  (^F  et  QP  ;  on  en  coodut  quesi  dans  un  triangle  ta-* 
irîaUe  ABC  (  /i^.  6),  les  trois  sommets  sont  assujettis  à  glisser 
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sur  trois  droites  fixes  OX,  OY  et  QQ',  et  si  deux  côtés  AC  et  BC 
sont  assi]yettis  à  rester  constamment  parallèles  à  deux  droites 
fixes  QV  et  QP  :  le  troisième  c6té  AB  restera  constamment 
tangent  à  une  parabole  qui  touchera  les  quatre  droites  OX» 
OY.  QPetQ'F. 

9.  Les  droites  QP  et  QV  peuvent  se  confondre  ayec  les 
droites  OX  et  OY  ififf.H)  ;  dans  ce  cas,  la  droite  QQ"  devient 
la  corde  de  contact  des  deux  tangentes  OX  et  OY. 

Les  deux  tangentes  fixes  OX  et  OY,  et  la  tangente  mobile, 
AB,  dans  une  de  ses  positions  forment  un  triangle  circonscrit^ 
à  la  parabole  ;  on  en  conclut  ce  théorème  : 

Si  par  deux  samtnets  A  f  /  B  d'un  triangle  0 AB  circonscrit 
d  une  parabole ,  on  mène  des  droites  AC  et  BC  respectivement 
parallèles  aux  côtés  opposés,  ces  droites  se  couperont  en  un 
point  C  qui  sera  situé  sur  la  corde  de  contact  de  ces  deux 
côtés. 

10.  Prolongeons  la  corde  de  contact  QQ  de  manière  qu*elle 
rencontre  la  tangente  AB  en  H;  à  cause  de  AC  parallèle  à  BQ', 
et  de  BC  parallèle  à  AQ,  on  aura  : 

MQ'      MB  MB  .    MC       ^,  ,     ^.^  „^      „^, 

MÏÏ=MÂ    ''     MÂ  =  MQ'    ^^^    MQ,MQ^  =  MC% 

Le  pointCestdonc  situésur  le  diamètre  qui  passe  par  lepoint 
de  contact  cie  AB  (  n<»  7). 

PROBLÈMES  SUR  LA  PARABOLE. 

11.  l«r  Problème.  Construire  la  parabole  qui  passe  par 
quatre  points  donnés. 

Soient  A,  B,  C,  D  (fig.  8}  les  quatre  points  donnés; 
joignons  ces  points  de  manière  à  former  un  quadrilatère , 
prolongeons  les  côtés  opposés  AD  et  BC  quise  coupent  en  G  ; 
par  le  sommet  A,  menons  parallèlement  au  c6té  DC,  une 
droite  que  coupe  le  côté  CB  en  E;  sur  ce  côté  CB,  prenons 
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les points  K  et  K'  tels  que  l*On  ait  GK'=GK"=:GB.  GE:  le 
diamètre  qui  passe  par  le  point  A  doit  passer  par  Fun  des  deux 
points  K  ou  K' (  n»  5  ). 

Comme  Ton  peut  joindre  Tun  des  deux  points  K  ouK'  avec 
le  point  A ,  le  problème  admettra  deux  solutions. 

Il  est  facile  de  déterminer  tous  les  éléments  delajparabole, 
quand  on  connaît  quatre  points  et  la  direction  des  diamètres. 

12.  2*  Problème.  Construire  la  parabole  qui  tottche 
quatre  droites  données. 

Soient  AE,  €E,  AF,  BF  {fig.  9)  les  quatre  tangentes 
données.  Par  les  deux  sommets  B  et  F,  du  triangle  cir- 
conscrit ABF ,  menons  des  droites  respectivement  parallèles 
aux  cAtés  opposés ,  ces  droites  iront  se  couper  en  un  point  N 
qui  sera  situé  sur  le  diamètre  qui  passe  par  le  point  de  con- 
tact du  c6té  BF  (  no  10). 

Par  les  deux  sommets  D  et  F ,  du  triangle  circonscrit  DGF, 
menons  deux  droites  respectivement  parallèlef  aux  côtés  op- 
posés ,  ces  droites  iront  se  couper  en  un  point  M ,  qui  appar- 
tiendra au  diamètre  qui  passe  par  le  point  de  contact  du  côté 
DF  qui  est  le  même  que  BF.  Par  conséquent,  en  Joignant 
les  deux  pointsM  et  N  on  aura  un  diamètre:  le  point  K  inter- 
section de  ce  diamètre  avec  le  côté  BF,  sera  le  point  de  con- 
tact de  ce  côté. 

Par  les  deux  sommets  Ee't  C,  du  triangle  circonscrit  EAC , 
menons  deux  droites  respectiveqient  parallèles  aux  côtés  op- 
posés; c^  droites  se  couperont  en  un  point  P,  situé  sur  le 
diamètre  qui  passe  par  le  point  de  contact  du  côté  CE.  Par 
conséquent ,  en  menant  par  le  point  P  une  parallèle  à  MN , 
qui  aille  rencontrer  le  côté  CE  en  H .  on  aura  le  point  de  con- 
tact de  ce  côté. 

Enfin ,  les  deux  points  N  et  P  sont  situés  sur  la  corde  de 
contact  des  deux  côtés  AF  et  AE  (no  9)  ;  par  conséquent ,  en 
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prolongeant  la  droite  NP  Jusqu*à  la  rencontre  de  ces  c6tés  en 
Q  et  en  R,  on  aura  les  points  de  contact  de  ces  deux  cAtés. 

Le  problème  n'a  qa'une  seule  solution. 

13.  3*  Peoblëme.  Construire  la  parabole  qui  passe  par 
trois  points  donnés  ^  et  qui  louche  une  droite  donnée. 

Soient  A,  B,  G  (  fig.  10)  les  trois  points  donnés,  et  IfN 
la  tangente  donnée  ;  le  problème  serait  résolu  si  l'on  connais- 
sait le  point  de  contact  de  cette  tangente ,  et  le  diamètre  qui 
ptasse  par  ce  point  de  contact. 

Joignons  les  deux  points  A  e  t  B ,  et  prolongeons  la  droite  AB 
jusqu'à  ce  qu'elle  aille  couper  la  tangente  MN  en  B  ;  construi- 
sons deux  points  F  etT' ,  tels  que  l'on  ait  : 

EP=Ep"=EA-EB. 

Le  diamètre  qui  passe  par  le  point  de  contact  de  MN  devra 
nécessairement  passer  par  l'un  ou  l'autre  de  ces  deux  points 
P,F(no7). 

Joignons  les  deux  points  B  et  G ,  prolongeons  la  droite  BG 
Jusqu'à  la  rencontre  de  MN  en  D,  prenons  les  deux  points 
Q  et  Q'  tels  que  Ton  ait  : 

dq'  =  dq"=db.dc. 

Le  diamètre  de  contact  de  la  tangente  MN  devra  passer 
par  l'un  des  deux  points  Q  ou  Q'. 

En  joignant  l'un  des  deux  points  P,  ou  F,  avec  l'un  des 
deux  points  Q,  ou  Q',  on  aura  le  diamètre  de  contact  de  la 
tangente  MN.  Par  conséquent ,  le  point  d'intersection  de  ce 
diamètre  avec  cette  tangente  donnera  le  point  de  contact. 

Gomme  on  peut  mener  quatre  droites  différentes  joignant 
l'un  des  deux  points  P,  ou  F,  avec  l'on  des  deux  points  Q, 
ou  Qf  le  problème  admettra  quatre  solutions. 

Il  pourrait  arriver  que  Tun  des  trois  points  donnés  fût  situé 
stfr  la  tangente  donnée;  dans  ce  cas,  on  déterminerait  sur  la 
droite  qui  joint  les  deux  autres  points,  les  deux  points  par 
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l'an  desquels  doit  ptsser  le  diamètre  du  point  de  contact; 
puis,  Joignant  Fun  de  ces  points  avec  le  point  donné  sur  la 
tangente ,  on  aurait  ce  diamètre.  Le  problème  n'admettrait 
que  deux  solutions. 

14.  4*  PnOBLim  :  Ccntênnire  la,  parabole  qui  pane  par 
un  peint  donné  et  qui  Umche  îroi»  droiies  données. 

Soit  A  (fig.ii)  le  pirfnt  donné;  DEF  le  triangle  formé  par 
ies  trois  tangentes  données.  Par  les  deux  sommets  £  et  D  de 
ce  triangle,  menons  des  droites  parallèles  aux  côtés  opposés, 
ces  droites  iront  se  couper  en  un  point  G  appartenant  au 
diamètre  qui  passe  par  le  point  de  contact  de  DE;  par  les 
deux  points  A  et  G,  faisons  passer  une  droite  qui  aille  ren- 
contrer la  tangente  DE  en  N,  sur  cette  droite  prenons  un  point 
B  tel  que  l'on  ait 

nb.na=.ng'. 

le  point  B  appartiendra  à  la  courbe  (  n*  7  ] . 

La  droite  AB  rencontre  la  tangente  EF  en  un  point  C  : 
construisons  les  deux  points  Q  et  Q'  tels  que  l'on  ait 

CQ*=:CQ'=C/1.CB. 

Le  diamètre  de  contact  de  la  tangente  EF  deyra  passer  par 
l'un  ou  l'autre  de  ces  deux  points. 

Par  les  deux  sommets  E  et  F,  du  triangle  DEF,  menons 
deux  droites  parallèles  aux  cAtés  opposés ,  ces  droites  iront 
se  couper  en  un  point.  H,  qui  appartiendra  au  diamètre  de 
contact  de  la  tangente  EF.  Par  conséquent,  on  obtiendra  oe 
diamètre  en  Joignant  le  point  H  avec  l'un  ou  l'autre  des  deux 
points  Q,  ou  Q^.  L'intersection  de  ce  diamètre  ayec  EF,  don- 
nera le  point.de  contact  de  cette  tangente. 

En  menant  par  le  point  6  une  parallèle  à  QH,  on  aura  le 
diamètre  de  contact  de  DE. 

Enfin ,  en  menant  par  les  deux  sommets  D  et  F,  du  triant 
EDF,  des  parallèles  aux  côtés  opposés,  ces  parallèles  iront  se 
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couper  en  un  point,  K,  qui  appartiendra  au  diamètre  de  con^ 
tact  de  DF  ;  on  aura  ce  diamètre  en  menant  par  le  point  K , 
une  parallèle  à  QH. 

Comme  on  peut  mener  deux  droites  dilRérentes,  Joignant 
le  point  H  a?ec  Tun  des  deux  points  Q  ou  Q",  le  problème  a 
deux  solutions. 

Le  point  donné  pourrait  ^ètre  âitué  sur  une  des  trois  tan- 
gentes ;  dans  ce  cas,  par  les  deux  sommets  adjacents  à  cette 
tangente  y  on  mènera  des  droites  parallèles  aux  côtés  opposés , 
ces  droites  se  coupent  en  un  point  situé  sur  le  diamètre  de 
contact  ;  en  joignant  ce  point  avec  le  point  donné ,  on  aura  ce 
diamètre. 

Le  problème  n^admettra  qu'une  seule  solution. 

-     15.  5*  Pboblëme.  Construire  la  parabole  qui  passe  par 
deux  points  donnés  et  qui  touche  deux  droites  données. 

Soient  A  et  B  (fig.  12)  les  deux  points  donnés  ;  OX  et  OY 
les  deux  tangentes.  Menons  la  ligne  AB  et  prolongeons-la 
jusqu*à  ce  qu'elle  coupe  la  tangente  OXen  D,  et  la  tangente 
OY  en  E.  Construisons  les  points  P,  V,  et  les  points  Q  et  Q\ 
tels  que  Ton  ait  : 

hf  =  DP''=  DA.DB      et      ÊQ=  Èq"=  EA.EB. 

Le  diamètre  de  contact  de  la  tangente  OX  devra  passer  par 
l'un  des  deux  points  P  ou  V,  et  le  diamètre  de  contact  de  la 
tangente  OY,  devra  passer  par  l'un  des  deux  points  Q  ou  Q'. 

Supposons  que  le  diamètre  de  contact  de  OX,  passe  par  le 
point  P,  et  le  diamètre  de  contact  de  .OY,  par  le  point  Q.  Il  est 
facile  de  voir  que  le  diamètre  qui  passe  par  le  pdint  de  con- 
cours 0  des  deux  tangentes  devra  passer  par  le  milieu  de  PQ. 
On  aura  donc  la  directiond^  diamètres  en  joignant  le  point 
0 ,  avec  le  point  K  milieu  de  PQ. 

Comme  on  peut  joindre  le  point  O  avec  les  milieux  des  dis- 
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Udccs^PQ,  PK},  Q'B,  CTF,  on  voiî  qae  !e  |>roblèrfie-Sdmet 
quatre  Relations.  ♦  ; 

Dans  le  cas  où  1  un  des  deux  points  À  ou  B  serait  situé 
SOT  run^(tetteux  tangentes,  le  problème  n'aurait  que  deux 
s^tions. 

%ifin,  dans4e  cas  où  les  deux  points  seraient  situés  sur 
>es«denx  tangentes.  Je  prol^e  n'aurait  qu'une  jseule  so^ 
Intîon.    - 

(  Lxi  fin  au  prochain  Numéro.) 


DÉMONSTRATION 


PRINCIPE  FONDAMENTAL   DE   LA   TRIGONOMÉTRIE 
SPHÉRIQUE. 

^   9MXL  n,.  A.  j,  R.  vixomtn, 

%^^^(es99ar  M  Collège  royal  de  S^int-Loois. 


La  démonstration  ordinaire  du  principe  fondamental  de  la 
4rigononi^trie  sphériqii^  présente  l'iBcoovénient  d'exiger  une 
trè^Iongue  discussion ,  quand  on  yeùt  la  rendre  applicable  à 
tous  Içs.  cas  qui  peuvent  se  présenter;  c'est  pourquoi  j'ai 
jf^D^.-q^h  :nê  seraii  pas  fâché  d'en  connaître  uncf  autre 
qui,  ao^ienilâr  abord  ^parait  un  peu  plus  longue»  mais  quia 
l'arantl^e  de-u'exiger  aucune  disoussiou ,  et  dq  s'appliquer  è 
tou^  le^  ca&  ços^è^  sans  aucune  restriction  ni  modiflcationi 
Ûutke  ce  premîei^ayânt^ge^.elle  offre  eûcore  celui  de  se  ra-» 
meoçr  k  to.tkéoria  des  angleà«trlàdres  ^  et  k  la  seule  figufe  de  • 
«etfé théorie,  nécessaire  pour  la  constru#tÎQB  et  la  résolution 
d«  quatre  cas  non  douteux^  (  P^oir  ma  Géontétrie.  ) 

Au.  DE  MATBtif .  L  3 
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Sort  donc  ABC  {ft^.  13)  un  triangle' spfaériqae  qyplçon-  ' 
que,  placé âor  une  sphère  dont  le  centre  est  en  S.  Joignons 
les  sommets  Â,  B,  C,  au  points,  et  menons  les  cordes 
AB,  AC,  BC.  Le  triangle  rectili^ne  formé  par, ces  troîi 

cordes  nous  donne  la  relation  :  '  . 

* 
BC'  =  ÂB'  +Â&  —  2AB  AC.  cos  BAC  ; 

d*où  y  comme>'hacu|ie  de  ces  cordes  est  le  double  du  stmif 
de  la  moitié  de  Tare  qu'elle  sous-tend,  nous  tirons,  en  dési- 
gnant par  A ,  B ,  C,  les  an^es dû  triangle.^phérique ,  et  pnr  ^ 
a,  |B ,  7,  lesarcs  respectivement  opposés  à  ces  angles  :  ^ 

4sin*-a=4sin'-p  -(-4sin"-7— 8sin^|3sin-7eo6BAC.   . 

Gela  posé ,  par  un  point  P  pris  surle  rayon  SA  faisons  pas- 
ser an  plan  MPN  perpendiculaire  à  ce^ayon  :  Tangle  formé 
par  les  traces  de  ce  plan  sur  les  faces  ABS ,  ACS,  sera  Tan- 
gle  mesure  de  Tangle  A;  en  outre,  ces  traces  rencontrerdht 
toujours  les  cordes  AB  et  AC  en  deux  points  M  et  N  situés 
par  rapport  au  point  A  d^  la  tnéme  manière  que  le$  points 
B  et  C.  Cela  résulte ,  en  effet ,  de  ce  que  Jes  trois  droites  SA  » 
SB>  se ,  étant  égales ,  les  triangles  SBA ,  SC A ,  sont  isocèles , 
et  par  suite  les  angles  SAB ,  SAC ,  sont  aigus,  * 

Sokfit  donc  M  et  N  les  points  de  rencontre  respectib  au 
plan  MPN  afec  les  cordes  AB  et  AC  loignojns  ftlN,  nous  au- 
pcns ,  ^ns  le  triangle  AHB , 

MN»  =  ÂM.'+AN"-.2AM.AN.co»Bâ€L  " 

Mais  d'ailleurs  :  .  «    .  . 

ÂM'  =  AP'+PM'      et  -Aji'^AP'  +  PN',       !* 

Donc  '      ■     .  •  •.       ' 

MN's^alP'+PM'+jWr— 2AM.AN.C0SBAC.  .  ' 
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•  Ifciirtenont ,  le  Warigle  PMN  nous  fournit  tme  seconde  yi- 
leurdfflRDl',' 

MN' ^  PmV  WT  —  am-PJV.  cos  A. 

Et  alors;  en  éliminant  MN'  entre  ces^eux  équations,  nous 
obtenoBs  : 

AM.AN.cosBAC=ÂP'-f-PM.PN.cosA 

...B.r-AP+PM.PJ>f.cosA 
Aftl.AN 

Valeur  qui  peut  être  mise  sous  la  forme  s 

'^"t  AM'  AJV^  aM' AW^"^^-   ., 

Cela  pos^ ,  observons  que  : 

î  AP  „  1 

V  AP  «..1 

•  PM*  1 

~^sinPAM  =  cos-y, 

PN  1 

--_  =  sinPAN  =  cos  -  fi. 
AN  2^ 

Alors»  la  valeur  de  cos  BAC  devient  : 

cosBAC  =  sin^p  sin  -  7+ ces-  p  cos  ->  y  cos  A. 

Substituant  cette  valeur  dans  la  première  relation  obtenue» 
nous  trouvons  : 

.4sîii'^«==4sln*~p+  4  «B*^7  —  8siD*^j5sin'^  7 
—  Ssm-  pcos-^sw -7C0S-  yCosA; 

Ji  ^  ^  ^ 
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d'où,  endiTistnt  par3etreinarqaantque<  -  >  -.    . 

*  .    i       U        '   . 

.  îsin*— i»  =  t  — coswi,    el    28»— 'incos-^/n=6in»i, 

DOQs  obtenons  : 

(1— C06a)=l-HX)SjH4-H5097— (iHX)B|3)(iHM)&y)-sin^^^ 

et  enfiB ,  réduisant  et  changeant  les  signes  : 

cos3t  =  co8ÔcoS7+sinpsin7COsA  ; 
ce  qu*A  Jaliait  démontrer. 


PROBLEME 

raopost 
AU  CONCOURS  GÉNÉRAL  DES  COLLÈGES  DE  PARIS. 

SO&UTXOH  BB  BK.  £.  AirVE, 

Ancien  élève  de  l'École  polytechnique ,    répéliteur  de  mathématlqves  a» 
Collège  royal  de  Lonif-le-Grand.  ^ 


Considérez  une  circonférence  de  cerch  de  rayon^,  et  un 
point  situé  dans  h  plan ,  et  dans  Vintérieur  de  cette  circcm- 
férencCy  à  une  dista$ice  a  du  centre  :  regardez  le  point  doemé 
comme  une  bille  infiniment  petite  et  la  circonférence  comme 
une  ligne  matérielle  parfaitement  élastique  ^  de  moêUire  que , 
quand  la  Klle  va  la  frapper  elle  se  relève  toujours  en  feisàut 
f  angle  d^incidence  égal  à  tamgle  de  réflexion. 

On  demande:  V  soiyant  quelle  direction  flfliut  lancer  dette 
bille  pour  qu^elle  revienne  au  point  de  départ,  après  deom  ré- 
flexions successives  sur  la  circonférence. 

9*  Si  la  bille  continuait  sa  route,  elle  irait  se  réfléchir  succès» 
sivement  en  de  nottreaux  points  de  la  circonférence,  etfl  ett 
aisé  de  voirqu*eUe  ne  pourrait  repasser  par  les  mêmes  points 
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qaedaiiflkuâA  où  la  distance,  a^  du  point  de  départ  au  centre 

aurait  certaines  valeurs  particulières. 

3*  On  examinera  ce  qui  arrivera  dansi^uelques-uns  des  cas 

les  plus  simples /e^entre  autres,  dans  Je  cas  où  a  est  égal  au 

vayon  :  ou  bien  dans  le  cas  où  le  point  de  ^départ  divisera 

le  rajfon  en  moyenne  et  extrême  raison,  c*estrà-diredansle  cas 

où  a  est  Tun  de*  deux  segments  du  rayon  divisé  en  moyenne 

el  extrême  rai||j(n«  % 

Solution. 
*  »  \ 

1^  parité.  Suivant  quelle  direction  faut-il  lancer  la  bille  pour 

qu'elle  revienne  aji  point  de  départ  apii^  deux  réflexions  suc- 
cessives suij/a  circonférence? 

Soit  A  [fiff.  ik),  la  position  de  la  bille  daiille  cercle  doât  le 
ceiltre  est  C  et  le  diamètre  YACY';  et  Afe  la  direction  suivant 
laquée  ifitwxi  h  lancer  pouf  que,  aprft  avoir  frappé  lar<dr-  ». 
conférence  aux  d$4^x  points  B  et  D,  elle^revienne  au  points  A. 
D'après  j|^  loi  de  la  réflexipn ,  le  rayon  dU  dn'cledoit  être  aux 
points  B  et  D  bissecteur  d^  angles  du  triangle  ABD»  puis-'  • 
qu*il  est  nonnal  ù.  la  circonférence  en  chaeyn  de  ces  deux 
points.  Donc,  râflgle.ABJ)  est'dçuble  de  Fangle  ÇBD,  et 
rangle  ADB'est  double  de  fangle  CDB.  Mais  le  âiangle  GBPt 
est  isocèle,  donc* les  angles  ABD,  AIffi,  son'  égaux,  comipe 
étant  les  doubles  d'angles  égaux.  Par  suite ,  le  triangle  AID  ' 
est  isocèle.  Mai8,*le  point  G  est  la  rencontre  des  bissectricei 
des  angles  du*  triangle  ABD,  et  dans  un  triangle  isocèle  la 
bissectrice-  de  l'angle  du  sommet  est  perpendienlaire  i  la 
base;  donc,  BD  est  perpendiculaire  au  diamètce  YACy^  : 
ainsi  sa  direction: est  connue. 

Parle  point  A  Je  mène.AX  paraUèle  àBD,  c'est-à-dire  peN    * 
pendicnlaire  à  AC  ;  je.  pr^^nge  BC  Jusqu'à  sa  reiMk>ntceï  avec 
AX,  et  le  triangle  BAE  résultant  est  isocèle,  jcar  les  angles 
EBD,  EBA,  sont  égaux,  d'après  la  loi  delaréflexîon;  et  les 
angles  EBD,  BEA  sont  égaux  comme  alternes^internes  ;  donc , 
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les  angtes  EBA ,  BËAsont  égaux;  pu*&uîte,  le  triiHisie  ABEl 
est  isocèle. 

Du  poiot  A  oomaiQ  centre ,  ave&tiC  pour  rayon  Je  décris 
la  circonférence  CFHG ,  elle  coupe  CE  «D-^tjUii  poiot  F  tel 
que  EF=:BC,  car  les  deux  triangles  isocèle»  BAS,  CAF,* 
ayant  mèoie  sommet  et  appuyant  leurs  bases  sur  la  ndPftne 
droite,  doivent  avoir  ie  même  point  miliea.de  base,  donc 
BC=FE.  é  — 

Menant  la  droite  GF^il  en  résulte  deux  triangles  rectangles 

CFG,  CAE,  semblables  comme  équiang^,  car  Fan^é  (IFG 

sons4eDd  une  demi-4qy-conférence ,  donc  il  est  droit  et  égal 

à  l'angle  droit  CAF;  et  Tan^e  C  est  commun.  Dej^cettesimi- 

litudeil  résulte  : 

flE:CG:îCA:CF. 

/    liWs  CG=2CA ,  dbnc  CExCF=  âCÂ\ 

tes  longueai:»  CE^  Cf,  peuvent  donc  être  considérées 
cAibme  les  deux  oAtés  d'un  reotang^  dont  on  connaît  la  sur-i 
ilDtce  SCÂ";  et  la^Uflérence  des  côt^adjacents  CE-k:F=:CB» 
le  rayon  du  ceiele  d<HiDé. 

Problème  XVIII''  du  fû*  livre  de.  la  'i^éomélrie  de  L^ 
gendre.       '       ; 
SoQC ,  pour  résoudre  le  problème  : 
Je  mène  le  diamètre  YAC  Y'  passant  par  le  po|nt  A  donné  ; 
da  point  A  comme  centre ,  et  avec  AC  (distance  du  point  A 
au  centre  du  cercle  donné)  pour  rayon ,  Je  décris  la  circonfé- 
rence CFHG;  par  le  point  A,  Je  mène  au  diamètie  YCY'  la 
pierpendlculaire  AX  qui  coupe  cette  ciroonféronce  aii  point 
H  ;  puis  Je  conduis  GH  que  je  prolonge  d'une,  quantité 
.  HK=BC ,  sur  HK  comme  diamètre  Je  décris  une  cirooolé- 
renœ  dont  I  est  le  centns,  Je  mène  la  droite  GMIL,  qui 
coupant  cette  circonférence  aux  points  M  et  L,  donne 

CMXCL:=2CÂ\ 

et  CL  — CM  =  BC. 
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Jkk  p«M  G  oomoie  «enire ,  a?ec  CL  poar  rayon,  je  décris 

use  drooMCtreace  ^icQii|i»  AX  «u  point  E;  oe  potatB  sera 

l^^te,  aanant  la  droile  EOB ,  «lie  coupera  la  eirconférenoe 

-^oq^aa  delà  da  ceiftre  G ,  en  un  point  B  quf  est  oetad  sur 

lequel  il  fai^^ncer  la  bJUe. 

£t  en  eOÔt,  BG£  coupe  la  circonférence  CF3G  en  un 
peint  F  qui,  jokit  avec  le  point  G:,  donne^deux  triaïigleg  rec- 
tangles CFG ,  GAfi  ^  semblabtos ,  et  par  suite  : 

CExCF  =  CGxCA  =  2CÂ\ 

Mais,  on  a 

0  

CLxCM  =  2CA'  et  CLa=(ÏB,  flonc  CF=CM; 

«t  par  suite: 

ce-^:f=cl-^cm=ml=«:. 

légalité  VF=:BC,  montre  qpe  le/riHpude  I9  base  CF  du 
triangte^lsocèle  GAF,  est  le  mâieQ  de  la  base  BE  du  triangle 
BAE.  Nous  en  conclurod^  qye  le  tfiangle  BAE  ert  étssi  tso-* 
cèle.  Ainsi,  les  angles  AEB,  ABE  sont  égaux  M^,  k  cause 
des  parallèles  AX,  BD,  I  angle  AEB=lVn|^  EM>.  Jl  en  ré- 
sulte EBO^=:  ABE.  La  bille  se  relèvera  donc,  en  suitant  1* 
direction  BD.  Arrivée  au  point  D,  elle  premb^a  la  direction 
DA  ;  car  DC  est  la  bissectrice  de.r«Bgle*BDA. 

^^parUe.  Sf  la  bflle,  après  avoir  repassé  par  le  pefait- A , 
eontinae  sa  route  en  se  réfléeUssant  sDcœssivçuient  et  indéfl- 
nimeiit  en  de  nouveaux  points  de  ia  circonférence  ;  dans  quels 
easrepMsars  t  alig'par  les  mtoaap»iiitsy 

Jerefldarqned*ai|pnl  que  les  cordés  desolDalit  la  TUute  que 
laèiOe-do^  sqifre  sont  toules  ég^Jes.  En  eflèt^  au  point  B, 
par  flKnm^,  le  diamètre  BGQ  est  biss^teur  de  Taugle  NBO; 
donc^  \eB  deux  cordes  NB,^J>«  dAvent  être  égales couae 
•o«s4eBdanl  4^  ancs  égaux. . 

Donc  y  4>ote  que  la  bille  (  en  BOpposani  que  son  nu>i)Hrement 
se  prdiongp  indéfiniment  )  repasse  iwir  les  mêmes  points,  il  faut 
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mt  il  suffit  que  la  corde  NÀB^  qui  indique  la  direcUoû  iidlhjye 
de  la  bille,  sous-tende  a^^c  <|at*9Qiteoinineiisi]^itbie  avçc  liC^ 
circonférepce.  En  effet:  1*  si  l'arc  sou»4endu  est  une  QiyîâfoD- 
exacte  de  la  circonférence,  là  bille  suivra,  le  périmètre  du  poiy-? 
gone  régulier  dont  cette  corde  est  le  côté. 

- 1    '■  partie  de  la  circon- 

férencie  (m  étant  plus  petit  q«e  n  et  premier  avec  lui)>  je 
partage  la  circonférence  en  n  parties  égales  et  Je  fais  m  fois 
le  tour  de  la  circonférence  eu  joignantjes  points  de  division 
de  m  en  m.  J'ai  alors  n  cordés  égales^nisant  entre  ellesades 
angles  égaux  et  telles  aûe  l/entrémité  de  ki  deçnière  est  où  la 
première  cpramence  *4hensem{^le  de  ces  i»  cordes  forme  alors 
ce  qu'oiyappelle  uiupolygon^étoilé  régulier  de  n  côtés  ;  tel , 
par  exemple jAsf.  15^  le^cagpne  étoile ,  formé  en  joignant  de 
trois  en  trois  les  divisions  de  la  dfconfi^rence ,  partagée  en  dix 
parties  é|;ales.  •        ;  ^ 

£t  enfin ,  si  Toa  yeut  que  la  bille*  repasse  par  le  point  À  de 
départ  eu  croisant  sa  première  direclion ,  il  faut  nonnseale* 
ment  que  l'on  fasse  passer  par  A  le  côté  d'un  polygone  r^ 
gnlier  étoile,  mais  encore  que  le  point  A  soit  à  l'intersection 
des  côtés  de  ce  polygone  .ét6i}é 

3*  PA&TOB. .  Examiner  trois  cas  particuliers.* 

!•"  coê.  Le  point  de  départ  A  est  sur  la  ciroonférenoe. 

Il^t  plairque  si  l'on  veut  que  la  bille  y  revienne  après 
deux  réfleidons,  elle  doit  iuivre  le  périmètve  du  triangle 
équilaténd  inscrtt.au  ce^reie  et  aya^t  un  aommet  aii  point  de  • 
d^Ct-  Bt  si  l'on  veut<qqe  la  UHe  y  revienne  après  {n-^i  ) 
réflexions»  eHe-doltanivre  le  périmètre  du  polygono  régoHer 
de  n  côtés.       • 

2*  eoi.  Le  point  A 'dé  départ  divto  le  rayda  en  moyenne 
et  extrême  raison,  «t  la  distance  au  centre  en  est^le  plus 
grand  segment.  •.  ,   . 
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Jeirtoe  ié  Aécagone  étoile,  (  /i$r.  15  ) ,  et  Je  remarque  que  te 
tnangie  BAC  est  Isocète,  les  angles  BAC,  BCA  ayant  tous 

2 

les  deux  pour  mesure  —  de  la  circonférence  :  chacun  de  ces 

8  4 

angles  vaut  -rr  d*angle  droit,  donc  Tangle  ABC  vaut  -rz. 

Donc,  CA  est  égal  au  cAté  du  décagone  régulier  convexe 
inscrit  dans  la  même  circonférence,  ou  bien  au  plus  grand 
segment  du  rayon  divisé  en  moyenne  et  extrême  raison. 

Donc ,  si  la  distance  du  point  A  au  centre  est  égale  au  plus 
grand  segment  du  rayon  divisé  en  moyenne  et  extrême 
raison ,  il  faut,  pour  résoudre  le  problème  :  du  point  A  comme 
centre ,  et  avec  le  rayon  de  la  circonférence  donnée  pour 
rayon  ,  décrire  une  circonférence  qui  coupe  la  circonférence 
donnée  au  point  B  ;  point  vers  lequel  il  faut  lancer  la  bille ,  et 
elle  décrit  alors  par  ses  réflexions  successives  le  décagone 
étoile. 

3*  cas.  Le  point  A  de  départ  divise  le  rayon  en  moyenne 
et  extrême  raison,  et  sa  distance  au  centre  en  est  le  plus  pe- 
tit segment. 

Je  trace  le  pentagone  étoile  (fig.  iG);  je  remarque  que  le 

triangle CBD  est  isocèle,  les  angles  BCD,  BDC,  ayant  tous 

2 
les  deux  pour  mesure  •—  de  la  circonférence.  Chacun  de  ces 

8  4 

angles  vaut  —  d'angle  droit;  donc,  Tangle  CBD  vaut  — . 

Done  enfin ,  CD  est  égal  au  oM6  du  décagone  régulier  con- 
vexe inscrit  dans  la  même  droonférence,  ou  bien  au  plutf 
grand  segment  du  rayon  divisé  mi  moyenne  et  extrême  rai- 
son ,  et  enfin  DE  en  est  te  plus  petit  segOMnt. 
Mais  le  triangle  ABB  est  aussi  isocèle ,  les  angles  BAE , 

1        3 

BEA  ayant  chacun  pour  mesure  -  de  —  de  la  circonférence. 

Donc ,  AB  «s  BB  =  le  cAté  du  pentagone  régulier  convexe 
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fnscrit  dans  cette  circonférence,  et,  de  pta»,  t*  étant  le  mi 
lien  de  A£  et  de  CD ,  îl  s'enrait  que  AC  =  DE  ':=x  le  ptas  pe^ 
tit  segment  du  rayon  divisé  en  moyenne  et  extrême  raison. 

Donc,  si  la  distance  du  point  A  de  départ,  au  centre,  est 
égale  au  plus  petit  segment  du  rayon  divisé  en  moyenne  et 
extrême  raison;  il  faut,  pour  résoudre  le  problème,  du 
point  A  comme  centre,  et  avec  le  cAté  du  pentagone  régulier 
convexe  inscrit  à  la  même  circonférence  pour  rayon,  décrire 
une  circonférence  qui  coupe  la  circonférence  donnée  eh  un 
point  B  vers  lequel  il  faut  lancer  la  bille ,  et  elle  décrit  alors , 
par  ses  réflexions  successives ,  Je  pentagone  étoile. 


DÉMONSTRATION      • 

DE    LA    FORMULE    DU   BINOME, 

VAa  M.  aOCHB  , 

Professeur  de  rArtillerie  navale. 


Si  Ton  élève  le  binôme  x-^-x  à  diverses  puissances  succès^ 
sives ,  en  le  multipliant  par  lui-même,  on  verra  que  : 

lo  Le  nombre  des  termes  du  développement  de  1q  puis- 
sance est  toujours  égal  à  Texposant  m ,  de  la  puissance , 
augmenté  d'une  unité.  Car,  le  développement  contient  toutes 
les  puissances  entières  de  x  depuis  m  jusqu'à  1 ,  et  en  outre, 
un  terme  «**,  indépendant  de  x. 

^  Le  premier  terme  étant  x^ ,  les  autres  termes  seront  les 
produits  de  ax"^^  a'x"^ ,  ete. ,  par  des  coefficients  particu- 
liers :  et  si  le  développement  est  ordonné  suivant  les  puis- 
sances décroissantes  de  x,  en  commençant  par  x^,  les  puis- 
sances de  X  diminueront  successivement  d'une  unité  dans  les 
termes  suivants ,  et  les  puissances  de  «  augmenteront  de  i 
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Dîère  qae  la  somme  des  exposants  de  x  et  de  2 ,  dans  cliaque 
tenue  >  sera  constamment  égale  à  m.  Nous  pouvons  donc  re- 
présenter (<r+«)'',  par  la  forme  sulvanle  : 

Or,  lorsque  /7i=0,  cette  expression  doit  se  réduire  à  son 
premier  terme  x*"  qui  devient  x'*^  c'est-à-dire  l*unité  ;  tous  les 
coeflEleients  A 9  B,  etc.,  doivent  donc  avoir  pour  facteur  m; 
ainsi ,  on  peut  représenter  le  coefficient  A  parma ,  a  étant  un 
nouveau  coeiOcient.  De  même,  lorsque  m=l ,  la  puissance 
n'a  que  deux  termes ,  et  les  coefficients  B,  C,  etc.,  doivent  s'é- 
vanouir ;  ib  doivent  donc  renfermer,  outre  m ,  le  facteurm — 1 . 
Je  puis  donc  représenter  B  par  un  nouveau  coefficient 
m(m — 1)6.  On  verra  pareillement  que  C  doit  (^ve  de  la  forme 
-1)  (//i--2)c,  etc. ,  et  Ton  aura  : 


(x+«)i»=x'»+iiia.*x*^-' 4-m.(OT—i)/».«'a'"**-*-f  ;»(/»— 1  )(/M—a)c.*'x"'"3-f  etc. 

Mais ,  lorsque  m=i ,  le  second  terme  doit  être  «;  donc  a=l . 
Lorsque  //i=2 ,  la  puissance  n'a  que  trois  termes  et  le  troisième 

esta" ;  donc  2. 1.  6=1 ,  d'où  6=  — .  Lorsque  /»=3,  la  pui*^ 

sance  a  quatrQ    termes   et  le   quatrième  est  a^  Donc , 

m{in — l)(«i — 2)c=3.2.1.c=l  ;  d'où,  c=i  — -,etainside 

1  .JE. «5 

suite.  En  substituant  ces  valeurs  de  a,  6,  c,  etc. ,  on  aura  : 

(jp4-i«)-=x«-f /«.x-^'+  «(«--i)  ^,^1».,^  ^-_'yj!^)^3x-^3+etc. 

1.2  I 

Ce  qu'il  fallait  démontrer. 
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PROBLÈMES  PR(tf03ÉS-AUX  EXAMENS. 
soKUTzoïrs  Bs  K.  avzLta», 

Ancien  élève  de  l'École  normale,  profesaeur  de  mathémaliqiies. 

•        ;%  ■    ■''■ 

1 .  Déterminer  le  nombre  des  arrangements ,  avec  r^étitian , 
que  Von  peut  faire  avec  m  lettres  ^  prises  n  <i  n. 

Nota.  Ces  arrangements  ne  diffèrent  des  arrangements  ordi*- 
naires,  qu*en  ceque  chaque  lettre  peut  être  employée  plusieurs 
fois  dans  le  même  arrangement. 

Soient /j,  b,  c,  d,  etc.,  les  lettres  proposées.  Je  détermine 
d*abord  le  nombre  des  arrangements  de  deux  lettres.  Pour  les 
former,  il  faut ,  à  la  suite  de  chaque  lettre,  mettre  successi- 
Yement  chacune  des  lettres  proposées,  y  compris  cette  lettre 
elle-même.  Ainsi ,  nous  mettrons  à  la  suite  de  a,  successive- 
ment chacune  des  lettres  a^  b  ^  c,d,  etc.  Tous  ces  arrange- 
ments différeront  entre  eux  par  la  seconde  lettre,  et  il  y  en  aura 
évidemment  m.  Il  y  en  aura  autant  commençant  par  6,  diffé- 
rant entre  eux  par  la  seconde  lettre,  et  des  précédents  par  la 
première  ;  ainsi  de  suite.  £n  commençant  successivement  par 
chacune  des  m  lettres .  on  aura  en  tout  mXm  ou  /n*  arrange- 
ments de  2  lettres. 

Pour  former  les  arrangements  de  3  lettres ,  il  suffira  évi- 
demment de  placer  à  la  suite  de  chaque  lettre  chacun  des  ar- 
rangements de.  2  lettres.  Pour  la  lettre  a  il  y  aura  m' arran- 
gements de  trois  lettres  commençant  par  cette  lettre  et  diffé-. 
rant  par  l'arrangement  des  deux  lettres  qui  la  suivent  ;  autant 
pour  la  lettre  b ,  etc.  Ce  qui  fait  en  tout  m'Xm ,  ou  m^  ar- 
rangements. 

Il  y  a  là  une  loi  évidente,  et  Finduction  suffit  pour  condore 
que  le  nombre  des  arrangements  que  Ton  peut  faire  avec  m 
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leUres  priies  n  à  n  est  m".  On  peut,  au  reste ,  démontrer  ta 
géaéraliV6  de  «ette  formule .  en  ùmioL  TOir  que  si  elle  est 
▼raie  pour  le  nombre  des  arrangements  de  m  lettres  prises 
(^—1)  à  {n — 1),  elle  Test  aussi  pour  le  nombre  des  arrange- 
ments de  m  lettres  prises  nkn. 

Sun[>oson8-la  donc  démontrée  pour  les  arrangements 
fit— i)  à  (n — 1).  On  obtiendra  évidenunent  les  arrangemrats 
de  n  lettres,  en  écrivant  à  la  suite  de  chacune  des  lettres 
« ,  6,  c,  ^,  etc. ,  chacun  des  arrangements  de  n — 1  lettres. 
4insi,  en  mettant  à  la  suite  de  a  chacun  des  arrangements 
de  {n — 1)  lettres ,  tous  les  arrangements  de  n  lettres  que  Ton 
obtiendra  et  qui  seront  au  nombre  de  m*^'  différeront  par 
la  disposition  des  n — 1  dernières  liettres.  Il  y  aura  de  même 
jf»*"*  arrangements  commiençant  par  b,  différant  entre  eux 
'  par  la  disposition  des  n — 1  lettres  qui  terminent  chacun,  et 
des  précédents  par  la  première  lettre,  et  ainsi  dé  suite  »  en 
commençant  par  diacune  des  autres  lettres.  Le  nombre  total 
des  arrangements  avec  répétition,  est  évidemment  mT^Xm 
ou  m*  ;  ce  qu*il  fallait  démontrer. 

2.  Déterminer  le  nombre  de  mots  que  F  on  peut  former  avec 
19  consonnes  et  5  voyelks,chaqtte  mot  étant  composé  de  3  con- 
sonnes et  de  2  voyelles;  en  excluant  tous  les  mots  renfermant 
Z  consonnes  de  suite. 

Je  vais  d'abord  calculer  le  nombre  des  mots  formés  avec 
3  consonnes  et  2  voyelles  sans  exclusion. 

Pour  cela  faire  je  forme  tous  les  arrangements  des  19  con- 
sonnes avec  répétition  3  à  3,  il  y  en  aura  (19)  .  J*en  prends  1 , 
bcdf  J'y  mets  la  voyelle  a  à  toutes  les  places  possibles;  j'ai 
k  mots,  abcd^  bacd^  bcad,  bcda,  de  k  lettres  correspondant 
à  cet  arrangement  de  3  consonnes  et  comprenant  la  lettre  a. 
Faisant  de  même  pour  chaque  arrangement  de  3  consonnes, 
j'aurai  k  mots  pour  chacun  ;  en  tout  (I9)'x4.  Tous  ces 
mots  différeront  entre  eux ,  soit  par  la  position  de  la  lettre  a 
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lorsqu'ils  correspondront  au  même  arrangement  &è  S  cm* 
sonnes,  soH  par  la  flIsposiUon  relative  des  3  consopnes  loi> 
qnMte  correspondront  à  2  arrangements  différents  de  œs  conh 
sotones.  ** 

Faisant  pour  la  voyelle  e,  ee  que  j*ai  fait  pour  a,  J^aurai 
(i9f  X  ^  mots  de  k  lettres  comprenant  cette  voyelle  arec  3  con- 
sonnes; autant  pour  chaque  voyelle;  en  tout,  (19)^x4x5- 
mots  de  &>  lettres  comprenant  8  consonnes  et  i  voyelle. 

J'introduis  maintenant  une  autre  voyelle  dans  ces  mots  âe 
k  lettres,  par  exemple  dans  abed.  D'abord  j*y  mets  une  àm 
k>  voyelles  qui  n*y  entrentpas,  e  par  exemple,  et  je  la  nietS'  à 
toutes  les  places  possibles  qui  sont  au  nombre  de  5;  ceto  foft 
5  mots  de  5  lettres  eabcd,  aebcd,  abecd,  abûed,  abcde^ 
correspondant  a  1  seul  mot  abcdâe  k  lettres,  et  compre* 
nant  3  consonnes  et  2  voyelles  dilTérentes;  en  mettant  dans* 
abcd  chacune  des  3  autres  voyelles  i ,  o,  u ,  comme  j*ai  mis  e, 
j'aurai  pour  chacune  5  mots  de  6  lettres  reBqpiîssant  exacte^ 
m^t  les  mêmes  conditions;  en  tout,  5X^.  Comme j*eoaui«i 
autant  pour  chacun  des  mots  de  k  lettres  que  j'ai  formés, 
j'aurai  eu  tout  (t9)^4  x  5.5X4  mots  de  5  lettres  composés 
de  3  consonnes ,  et  de  2  voyelles  différentes. 

Il  faut  former  maintenant  les  mots  qui  comprennent  2  fbis 
la  même  voyelle.  Pour  cela ,  évidemment ,  il  suflH  de  prendre 
chacun  des  mots  de  &•  lettres,  et  d'y  introduire  une  seconde  fois 
la  voyelle  qui  y  est  éé^h ,  en  prenant  garde  de  compter  d6ux 
fois  le  même  mot. 

Afin  de  ne  pas  commettre  cette  faute ,  je  commence,  par 
introduire  dans  chacun  de  ces  mots  la  lettre  a  accentuée  ^  ; 
et  je  la  mets  dans  chacun  i  toutes  les  places  posables.  Ainsi-, 
je  prends  un  mot  de  k  lettres  abcd,  contenant  la  lettre  a  et  un 
arrangement  bcd  de  3  consonnes  ;  j'ai  ainsi  5  mrofS  dahcd^ 
éut!bcd,  aba'cd,  abca'd,  abeda!.  Comme  il  y  a  ^  mots  de 
klMies^  abcdy  bacd,  bcad,  bcda,  correspondant  à  6^</ et 
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GonteDttRt  a;  ûj  aura  en  tout  5x^=20  mois  de  5  lettres 
correspondaat  à  cet  arrangement  de  3  consonnes  bcd,  et  con- 
tenant a  et  a'  .  SI  des  moto  de  cette  série  peufent  deTonir  iden- 
tiques entre  eux  k>rs(iii*on  supprimera  Taccent^  ils  ne  pourront 
devenir  identiques  arec  d'autres  qui  ne  correspondront  pas  à 
Tarrangement  bed^  car  si  cieux-ci  renferment  la  leltrea'S  fois» 
leurs  consoBiies.  ne  seront  pa^  emactement  ^feposéesée  la  même 
manière. 

Pour  distinguer  dans  la  série  de  yingt  mots  dont  nous  nous 
occupons  ceux  qui  peuvent  devenir  identiques  lorsqu*onsup- 
primen  Taocent  de  a' ,  j'observe  qu'en  comparant  les  places 
occupées  respectivement  par  a  et  a!  dans  le  même  mot ,  en 
peut  former  le  tableau  suivant  : 


a  ocaupant.  une  des  places. 


1. 
:>. 
3. 
4. 
5. 


a!  occupera  Tune  des  places. 


2, 

3, 

4, 

5. 

*, 

3-, 

4, 

5. 

1, 

2, 

4, 

5. 

i, 

2, 

3, 

5. 

i, 

2, 

3, 

4. 

*  Si  je  considère  le  mot  où  les  places  ÛGa^a'  sont  respecti- 
vement 1, 3,  et  celui  où  ces  lettres  ont  les  places  3, 1  ;  après  l^^ 
suppression  deTaccent  ces  deux  mots  deviendront  identiques» 
et  il  n'y  en  aura  pas  d'autres  qui  deviendront  identiques  à 
ceux-là  y  puisqu'ils  en  difTéreront  par  la  place  de  Tune  des 
lettres  a  au  moins.  L'accent  étant  effacé ,  chaque  mot  se  trou- 
vera donc  deux  fois,  et  deux  fois  seulement;  il  faudra  donc 
diviser  par  2  le  nombre  des  mots  obtenus  contenant  a  et  a' 
et  correspondant  à  l'arrangement  considéré  de  3  consonnes 

bcd;  ce  qui  en  dqnnera  ~— .  Comme  il  y  en  a  autant  pour 

chaque  arrangement  de  3  consonnes,  il  y  aura  en  tout, 

--T—  y{i^)  7  mots  de  3  consonnes  et  de  2  voyelles  a.  Au- 
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5X4 
tant  pour  chaque  voyelle  ;  en  tout,  (19J  X  X  5  mots 

de  5  lettres  avec  F^[)étitioD  de  la  seule  voyelle  qui  s*y  trouve. 
En  ^Joutant  à  ce  nombre  celui  des  mots  qui  comprennent 
3  consonnes  et  2  voyelles,  celles-ci  étant  différentes»,  le  nom- 
bre total  des  mots  que  Ton  peut  faire  avec  19  consonnes 
et  5  voyelles  en  composant  chacun  de  3  consonnes  et  2  voyelles 
d*une  manière  quelconque  est 

(19)'X  4X5X5X4+ (t9fx  ^  X5. 

U  faut  maintenant  en  dédmre  le  nombre  des  mots  qui  ren- 
ferment 3  consonnes  de  suite.  Pour  former  ces  mots^  je  « 
prends  un  des  arrangements  de  2  voyelles  ae ,  par  exemi^e, 
et  j*y  mets  les  3  lettres  bcd  d*un  même  arrai^emeot  de  con- 
sonnes avec  ou  sans  répétition ,  en  les  écrivant  sans  les  séparer 
à  toutes  les  places  possibles,  comme  si  Ton  introduisait  une 
seule  lettre  dans  cet  arrangement  de  2  voyelles.  Cet  assem- 
blage bcd  pourra  être  mis  à  trois  places,  et  il  en  résultera  - 
3  mots,  bcdae^  abcde ,  aebcd  à  supprimer.  Le  même  assem- 
blage &c<f  .peut  être  ainsi  transporté  dans  chacun  des  arran- 
gements de  2  voyelles  qui  sont  au  nombre  (5x5)  ;  on  devra 
donc  déduire  3  X  (5x5)  mots  correspondant  à  ce  seul  arran- 
gement de  3  consonnes  ;  et  puisque  il  y  a  (19)  arrangements 
comme  celui-là  pour  les  19  consonnes,  il  y  aura  en  tout  à 
déduire  un  nombre  de  mots  égal  à* 

3  X  (5X5)  X  (19)'. 

Le  nombre  cherché  est  donc 

(l9)'x4X5X5X4+(i9)'x^X5— (19)'x(5X5)X3=2572125' 

au 
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ANALYSE  DOUVRAGES  NOUVEAUX. 


Leçons  d'Arithmétiqvb,  par  P.-L.  Cirodde,  profegseur  de 
mathématiques  au  collège  de  Henri  IV,  autn-age  autorisé 
par  le  Conseil  royal  de  Flnsiruction  publique,  quatrième 
édition.  Paris,  18&2.  In-8<>de2i6  pages  (1). 

Les  deux  premières  éditions,  publiées  à  D^on,  ont  paru 
en  1834  et  1836;  la  troisième,  de  Paris,  est  de  1839;  la 
quatrième,  sortie  des  presses  de  Firmin  Bidot  frères,  portant 
le  millésime  de  1842,  est  de  novembre  1841.  Un  débit*  si  ra- 
pide n'est  pas  le  résultat ,  comme  il  arrive  souvent,  de  consi-- 
dérations  fort  étrangères  au  mérite  de  Touvrage.  On  trouve 
ici  une  yaleur  intrinsèque  rare  chez  les  auteurs  élémentaires; 
M.  Cirodde  a  su  éviter  les  deux  grands  écueils  des  compositions 
de  08  genre,  la  diffusion  et  la  puérilité ,  débuts  plus  communs 
que  Tobscurité,  et  qui  produisent  le  même  effet.  Toujours 
clair,  toujours  précis,  l'écrivain  fiiit  presque  continuellement 
usage  d*un  exemple  particulier  bien  choisi ,  pour  en  déduire, 
avec  une  logique  sévère,  les  principes  généraux  de  la  science. 
Cette  méthode,  qui  serait  peu  philosophique,  dans  une 
sphère  éleyée,  est  très-appropriée  à  l'enseignement  rudimen- 
taire,  attire  l'attention  des  élèves,  qu'une  généralisation  trop 
abstraite  rebute.  Des  applications  très-diversiflées  etintéres 
santés ,  servent  d'exercices  et  montrent  l'utilité  des  théories. 
Passons  à  l'examen  de  l'ouvrage. 


(1)  Chez  H«ebeUe ,  libraire. 
Ahii.  01  UkJttiu.  I. 
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Le  titre  semble  anDoncer  que  Touvrage  est  divisé  en  leçons; 
il  n*en  est  rien.  L'auteur  suit  la  forme  didactique  à  peu  près 
généralement  adoptée. 

Les  notions  préliminaires  (1-— â)  contiennent  et,  dans  cet 
ordre,  les  définitions  delà  quantité,  deVunité,  du  nombre^ 
de  Varithmétiqtie  et  de  la  numércUion.  — Euclide  (liyre  vn) 
commence  par  définir  Tunité  et  puis  le  nombre  ;  ce  début 
parait  plus  convenable.  En  effet,  la  quantité  dont  il  s'agit  en 
arithmétique  est  la  quantité  numérique ,  elle  présuppose  l'idée 
du  nombre.  On  définit  ordinairement  la  quantité  tout  ce  qui 
e$tsu$çqi)tible<f  augmentation  et  de  diminution.  Là  douleur,  la 
vertu ,  sont-elles  des  quantités?  non ,  parce  qu'il  n'y  a  pas 
d'unité  pour  mesurer  les  qualités  morales.  Il  faut  donc  com- 
mencer par  ridée  de  l'unité,  que  les  anciens  ne  considé- 
raient pas  comme  un  nombre;  notion  très  -exacte  à  certains 
égards. 

Il  est  vrai  qu'on  soumet  au  calcul  des  êtres  abstraits,  tels 
que  la  validité  des  témoignages,  des  décisions  de($  tribu- 
naux, etc.;  mais  alors  on  crée  des  unités  conventionnelles,  fac- 
tices. Ainsi,  si  l'on  admet  qu'un  certain  tribunal  se  trompe 
une  fois  sur  cent,  alors  la  certitude  étant  représentée  par  i , 
le  jugement  d'un  tel  tribunal  aura  pour  valeur  -^^  •  On  a  même 
quelquefois  eu  recours  à  des  unités  chimériques  ;  c'est  à  l'aide 
de  telles  unités  que  Ben  David,  ancien  secrétaire  de  l'Aca- 
démie de  Berlin ,  a  essayé  d'établir  la  théorie  mathématique  du 
beau  dans  les  lettres  et  les  arts.  Mais  ces  considérations  ne  sont 
pas  du  ressort  des  éléments. 

L'arithmétique  est  la  science  des  nombres  ^  définition  trop 
large.  Le  théorème  que  tout  nombre  premier  de  la  forme 
4n  -|- 1  est  totjûours  la  somme  de  deux  quarrés  et  d'une  ma- 
nière seulement  appartient  évidemment  à  la  science  des 
nombres,  fait-il  partie  de  Tarithmétique?  Celle-ci  s'occupe 
uniquement  de  Texposition  d'un  système  de  numération,  et 
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des  proeédés  qui  en  dérivent  pour  exécuter  des  additions  et 
des  soustractions.  L'arithmétique ,.  considérée  sous  ce  point 
de  vue ,  est  plut6t  un  art  qu'une  science ,  et  ceci  nous  expliqua 
le  peu  de  faveur  dont  elle  jouissait  chez  les  Anciens,  qui  relé- 
guaient le  calcul  numérique  parmi  les  occupations  serviles  de 
la  classe  marchande.  Il  est  à  croire  que  c'est  au  commerce 
qu'on  doit  l'introduction  des  chiffres  indou-arabes  et  aussi  le 
mécanisme  des  quatre  opérations,  et  peut-être  même  les  rè- 
gles des  signes  qui  représentent  le  doit  et  avoir  des  teneurs  de 
livres,  règles  qu'on  trouve  déjà,  numériquement  appliquées, 
dans  Diophante,  auiv*  siècle,  mais  dont  l'emploi  littéral, 
qui  constitue  l'essence  de  l'algèbre ,  est  dû  à  Viète ,  au  xvi* 
siècle.  M.  X  Ampère  a  proposé  de  désigner  la  science  des  nom- 
bres par  un  mot  nouveau,  arithmologie ^  qui  mérite  d'être 
adopté  (1). 

Pour  la  formation  des  nombres  et  l'exposition  du  système 
décuple  9  l'auteur  a  suivi  à  peu  près  la  méthode  de  Con- 
dorcet  (2}  ;  mais  il  en  a  fait  disparaître  les  détails  trop  minu- 
tieux. Notre  auteur  adopte  les  expressions  septante/octante, 
nonante,  usitées  dans  le  midi  de  la  France;  mais  il  regrette 
de  ne  pouvoir  admettre  unante  et  duànte  proposés  par  Con- 
dorcet. 

Il  semble  qu'on  n'insiste  pas  assez ,  dans  l'exposition  de  la 
numération ,  sur  une  propriété  très-importante  et  qu'on  ne 
saurait  trop  tôt  inculquer  aux  élèves  ;  c'est  que  dans  tout 
nombre,  une  unité  d'un  ordre  quelconque  est  plus  grande  que 
la  somme  de  toutes  les  unités  qui  là  suivent ,  et  cela  dans  un 


(1)  E$»ai  iwr  la  philosophie  d$t  Seieneei.  1834.  ' 

(7)  Moyen  d'apprendre  â  compter  iûrement  et  avec  facilité.  Paris,  an  VII. 
Uneaalre  édition  estdeM.Garnier.Ce  petit  ouvrage  est  d'une  clarté  exubérante; 
qualité  qui  manque  aux  écrits  mathématiques  de  l'illustre  géomètre;  il  a  cela 
da  commun  avec  d'AIerobert.  *' 
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système  quelconque.  Cette  propriété  est  le  fondement  de  la 
division  et  des  extractions  de  racines,  et  se  retrouve  même 
dans  la  théorie  des  équations.  Ainsi ,  étant  donné  le  polynôme 

Aoj:*'-!-  A.o:*"'  + A«,  A»  étant  le  plus  grand  coefficient 

(  An+i  r  ^  plus  grand  que  la  somme  des  termes  qui  suivent 
le  premier,  parce  qu'alors  le  polynôme  devient  un  nombre^ 
écrit  dans  le  système  dont  la  base  est  Aa-I-I. 

De  là  on  passe  au  calcul  des  nombres  entiers^  sans  pour- 
tant avoir  prévenu  qu'il  existe  des  nombres  fractionnaires 
(p.  8). 

Dans  Taddition ,  on  deyrait  exercer  Félèye  à  reconnaître 
rindépendance  de. Tordre  des  opérations;  une  addition  de 
deux  nombres  peut  s'obtenir  de  deux  manières;  avec  trois 
nombres»  de  neuf  manières  différentes  »  etc.  Il  y  aurait  aussi 
quelque  avantage  à  donner  des  applications  de  l'addition  et 
de  la  soustraction  combinées,  et  de  faire  voir  l'indépendance 
des  opérations.  C'est  une  utile  et  même  indispensable  prépa- 
ration au  calcul  des  formules  algébriques  ;  dans  la  même  vue, 
on  devrait  ainsi  définir  la  soustraction  :  c'est  une  opération  où 
Ton  cherche  ce  qu'il  faut  ajouter  à  un  nombre  donné  pour 
trouver  un  autre  nombre  également  donné. 

«  La  multiplication  est  une  opération  qui  a  pour  but  de 
composer  un  nombre  nommé  produit,  avec  un  nombre  nomm*é 
multiplicande,  comme  un  autre  nombre  nommé  multiplica- 
teur est  composé  avec  l'unité  (p.  11}.  »  Cette  définition, 
introduite  par  M.  Lacroix,  dans  son  excellente  arithmétique, 
est  la  partie  hypothétique  de  la  proposition  15  du  7'  livre 
d'Ëuclide ,  qui  s'en  sert  pour  démontrer  qu'un  produit 
de  deux  facteurs  ne  change  pas ,  en  quelque  ordre  qu'on  les 
multiplie  :  c'est  la  proposition  16  ;  rarement  les  élèves  com- 
prennent cette  définition  sans  beaucoup  d'explications;  car, 
elle  dit  en  d'autres  termes,  que  le  produit  est  le  quatrième 
terme  d'une  proportion ,  dont  Vunité  est  le  premier  antécédent 
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et  les  deax  facteurs  les  moyens  ;  or ,.  les  élèves  ne  sont  pas 
censés  connaître  la  proportion  géométrique.  Composer  un 
nombre  est  une  expression  bien  yague.  On  n*a  d'ailleurs  admis 
cette  définition  que  pour  l^adapter  aux  nombres  fraction- 
naires ;  mais  sans  nécessité ,  ceux-ci  sont  identiques  aux  rapports 
géométriques  y  et  c^est  par  habitude ,  par  abus  qu'on  les  distin- 
gue. En  réalité ,  on  ne  mullipliejamais  des  fractions ,  toujours 
des  nombres  entiers  ;  il  me  paraît  plus  convenable  de  revenir 
à  Vancienne  définition ,  qui  considère  la  multiplication  comme 
une  addition  abrégée  ;  définition  que  relève  comprend  de 
suite. 

Après  avoir  donné  très-nettement  le  procédé  de  la  multi- 
pUcation ,  l'auteur  établit  parfaitement  ces  deux  théorèmes  : 
1*"  le  produit  de  plusieurs  nombres  ne  change  pas,  dans 
quelque  ordre  qu'on  multiplie  les  facteurs  ;  â<>  pour  multi- 
plier un  nombre  par  le  produit  de  plusieurs  facteurs,  il  suffit 
de  le  multiplier  successivement  par  chacun  des  facteurs  de  ce 
produit;  ces  deux  théorèmes  doivent  se  résumer  en  un  seul. 
De  combien  de  manières  peut-on  eiïectùer  ce  produit?  La  belle 
solution  que  M.  Rodrigues  (Olinde)  a  donnée  de  ce  problème , 
est  assez  simple  pour  entrer  désormais  dans  les  éléments  (1)  » 
nous  la  donnerons  prochainement  avec  le  complément  de 
M.  Catalan.  Nous  pensons  d'ailleurs  que  ces  théorèmes  doivent 
précéder  la  règle,  où  l'on  ne  devrait  pas  omettre  l'obser- 
vation essentielle ,  que  chaque  produit  partiel  surpasse  la 
somme  de  tous  les  produits  partiels  précédents. 

Les  quatre  règles  sont  suivies  de  35  applications,  dans  le 
genre  de  celles  qu'on  trouve  dans  l'ouvrage  si  répandu ,  d'une 
utilité  si  pratique,  de  M.  Saigey  (2). 

Dans  la  division  il  est  question  de  nombres  simples  ou  d'un 


(1)  Journal  de  Mathématiquet. 

(9)  Problèmei  d'arithmétique  et  exercice»  de  calcul^  if  édit.,  1836,  in-i8.  — 
^^iutiont  rmitonnéeiy  p«r  M.  Sonnet,  in-i8. 
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chiffre,  et  de  nombres  composés  de  plusieurs  chiffres.  Ne 
serait-il  pas  plus  exact  de  dire  nombres  monômes  et  nombres 
polynômes, 

La  divisibilité  des  nombres,  les  théorèmes  sur  les  nombres 
premiers,  la  recherche  des  diviseurs  communs,  précèdent  les 
fractions  (33  à  56). 

Cet  ordre  est-il  bien  adapté  à  Tétat  actuel  de  la  science 
telle  que  nous  le  devons  aux  découvertes  de  Gauss  ?  Il  serait 
plus  instructif  et  en  même  temps  plus  facile ,  de  débuter  par 
la  théorie  des  restes,  autrement  dit  des  congruences.  En 
considérant  les  restes  qu'on  obtient  en  divisant  une  progres- 
sion géométrique ,  commençant  à  l'unité ,  par  un  nombre  pre- 
mier avec  la  raison,  on  démontre  facilement  le  théorème  de 
Fermât,  et  tout  ce  qui  est  relatif  à  la  divisibilité  des  nombres , 
aux  fractions  périodiques  simples  et  mixtes;  théorèmes  si 
compliqués,  si  difficiles,  si  rétrécis  dans  nos  traités  élémen- 
taires, parce  que  le  point  de  départ  est  mal  choisi;  les  pe- 
tites théories  éparses  font  que  les  élèves  apprennent  et  retien- 
nent difficilement,  savent  moins,  et  moins  bien. 

A  la  suite  des  fractions  ordinaires  et  décimales,  on  trouve 
36  applications,  empruntées  la  plupart  à  Tarithmétique 
commerciale  et  industrielle  (56  à  102).  L*exemple  XXXI 
explique  très-^^lairement  comment  les  banquiers  dressent  les 
comptes  courants. 

Les  systèmes  métriques  nouveau  et  ancien  devraient  naturel- 
lement suivre  la  théorie  des  fractions  décimales  et  ordinaires  ; 
toutefois,  on  ne  les  trouve  ici  qu*à  la  page  165  ;  Tauteur  a  cru 
plus  convenable  d*exposer  d*abordla  théorie  dés  racines  quar- 
rées  et  cubiques,  des  proportions ,  progressions  et  logarithmes 
(102  à  165.)  Pourquoi  cette  interversion?  pourquoi  totijours 
donner  les  logarithmes  par  la  méthode  euristique ,  d'inven- 
tion ,  par  celle  des  progressions  correspondantes ,  que  la 
foule  des  élèves  est  incapable  de  saisir  et  dont  les  professeurs 
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ne  se  servent  jamais?  L'eiplication  exponentielle d*Euler  (1) 
est  si  simple,  pourquoi  ne  pas  l'adopter?  Est-ce  pour  le 
plaisir  d'allonger  et  de  grossir  le  volume  ?  On  peut  y  sup- 
pléer. Désormais  les  éléments  du  calcul  Littéral,  cette 
arithmétique  universelle,  doit  faire  partie  de  Tarithmétique 
et  suivre  immédiatement  les  applications  des  fractions.  Alors 
les  questions  les  plus  ardues  sur  les  proportions,  progressions, 
logarithmes,  intérêts  composés,  etc.,  se  réduisent  à  peu  de 
chose.  Quand  on  a  des  chemins  de  fer,  à  quoi  bon  prendre  de 
vieilles  voitures  qui  vous  cahotent  lourdement  sur  des 
chemins  raboteux  ?  Quelques  personnes  pensent  que  les  dé- 
monstrations dites  arithmétiques  sont  bonnes  pour  exercer 
Tesprit  des  élèves.  Certes ,  une  gymnastique  intellectuelle  est 
très-utile;  mais  il  faut  la  prendre  où  elle  est,  dans  la  théorie 
des  nombres,  dans  les  travaux  des  Bachet,  des  Fermât,  des 
Euler,  des  Lagrange,  desGauss,  desLegendre.  Par  exemple, 
les  élèves  ne  feraient-ils  pas  une  aussi  forte  dépense  d'^prit 
et  d'attention  en  cherchant  à  comprendre  le  théorème  qu«  la 
somme  de  deux  cubes  ne  peut  jamais  être  un  cube,  qu'à  se 
mettre  dans  la  mémoire  des  explications  qui  n'y  restent  pas, 
comme  quoi  le  produit  des  extrêmes  est  égal  au  produit* 
des  moyens  ;  ou  pour  passer  d'un  système  de  logarithmes  à  un 
autre;  passage  que  certains  omettent  et  (pie  d'autres  expli- 
quent si  obscurément,  qu'on  vient  de  consacrer  à  cet  objet 
tout  un  volume.  M.  Cirodde,  modèle  de  concision ,  développe 
cette  théorie  en  dix-neuf  pages  (p.  1&<7-165). 

L'ouvrage  est  terminé  par  un  appendice  fort  instructif 
(  19S-315  ) ,  il  contient  :  V  les  différents  systèpies  de  numé- 
ration ;  80  un  moyen  indiqué  par  M.  Cauchy,  d'écrire  tous  les 
nombres  du  système  décimal  au  moyen  des  5  premiers  chif- 


(1)  ÉlémenU  d'Algèbre,  par  Léonard  Eulcr,  traduits  de  l'allemand.  Lyon, 
an  m.  Le  second  volume,  en  entier,  renferme  l'analyse  indéterminée,  à  laquelle, 
«os  éléments  vulgaires  ne  consacrent  que  «luelques  pages. 
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Très  et  du  zéro.  Les  autres  chiffres  sont  remplacés  par  leur 
complément  à  10^  et  distingués  par  un  traiqui  les  surmon  te. 
(Comptes  rendus  à TAcadémie  des  sciences,  2*  semest.  ISi-O, 
pag.  791.)  Cette  convention  ingénieuse  abrège  certaines 
opérations  arithmétiques ,  mais  ne  sera  jamais  adoptée  ; 
3o  évaluation  desi  erreurs  qui  peuvent  affecter  les  produits, 
quotients  et  racines  (quarrées)  des  nombres  qui  ne  sont 
qu'approchés.  C'est  M.  Vincent ,  professeur,  qui  le  premier, 
à  ce  que  je  crois ,  a  introduit  dans  les  éléments  cette  évaluation 
si  importante  pour  le  calcul  direct  et  par  logarithmes.  Nos 
tables  donnent  les  logarithmes  approchés  à  une  â  décimale 
près  de  Tordre  du  dernier  chiffre.  Elles  devraient  indiquer 
si  cette  approximation  est  en  dessus  ou  en  dessous  de  la  vraie 
valeur  ;  cette  indication  pourrait  s'obtenir  à  laide  d'un  point 
placé  sur  le  premier  chiffre  à  droite  ;  &<^  méthode  de  la  division 
ordonnée;  elle  est  donnée  par  Fourrier  dans  son  Analyse 
des  Équations  (  p.  188  ).  On  en  trouve  ici  la  première  men- 
tion et  la  démonstration.  L'esprit  de  la  méthode  consiste  à 
traiter  les  nombres  comme  des  polynômes  ordonnés  suivant 
les  puissances  de  10,  les  coefficients  devant  être  plus  petits 
que  10  ;  et  ainsi  que  dans  le  procédé  d'Oughtred ,  on  ne  con- 
serve dans  les  produits  partiels  que  les  nombres  qui  peuvent 
influer  sur  le  résultat.  On  doit  faire  usage  de  cette  méthode 
toutes  les  fois  que  le  diviseur  contenant  un  grand  nombre  de 
chiffres,  il  s'agit  de  déterminer  quelques-uns  des  premiers 
chiffres  du  quotient;  S"  simplification  du  calcul  de  la  racine 
quarrée  ;  6<^  démonstration  très*simple  que  les  puissances  po- 
sitives d*un  nombre  plus  grand  que  l'unité,  ont  pour  limite 
l'inflni  ;  et  les  puissances  négatives,  ont  pour  limite,  zéro. 

Tm. 
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THÉORÈMES  A  DÉMONTRER.  —  PRORLÈMES. 


1  Démontrer  que  si  dans  un  triangle  rectiligne,  deux  bi^ 
sectriceff  angulaires  intérieures  sont  d'égale  longueur,  le 
triangle  est  isocèle. 

2  Soit  ARC  un  triangle  équflatéral  inscrit  dans  un  cercle 
dont  le  centre  est  D  ;  d'un  point  0  de  lé  circonférence ,  on 
abaisse  sur  les  côtés  AB,  AC,  RC,  des  perpendiculaires  OM, 
ON,  OP,  qui  rencontrent  ces  côtés  en  des  points  M,  N,  P  : 
démontrer  que  les  points  M ,  N ,  P,  sont  sur  une  droite  qui 
passe  par  le  milieu  du  rayon  OD,  et  que  ce  milieu  est  le  centre 
des  moyennes  distances  des  pieds  des  trois  perpendiculaires , 
M ,  N,  P.  (Communiqué  par  M.  Steiner.) 

3.  Si  d'un  point  A  d*une  ellipse ,  on  abaisse  des  perpendi- 
culaires AM,  AN,  sur  les  diamètres  conjugués  égaux,  la 
diagonale  AP  du  parallélogramme  construit  sur  AM  et  AN , 
conune  côtés,  est  normale  à  Tellipse  en  A.  (  Communiqué  par 
M.  Steiner.  ) 

k.  Soit  ARC  un  triangle  inscrit  dans  une  section  conique , 
d'un  point  0  de  cette  courbe,  on  mène  les  droites  OM, 
ON,  OP,  respectivement  conjuguées  aux  côtés  AR,  RC,  CA  (1), 
et  rencontrant  ces  côtés  aux  points  M ,  N ,  P  :  démontrer  que 
les  trois  points  M,  N,  P,  sont  sur  une  même  droite. 

5.  Étant  donnée  une  équation  algébrique ,  d*un  degré  quel- 
conque, à  coefficients  réels;  chaque  racine  peut  être  consi 


(1)  Deux  droites  sont  dites  conjuguées  lorsqu'elles  sont  parallèles  i  deux 
diamètres  conjugués. 
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dérée  comme  la  tangente  d'un  arc  réel  ou  imaginaire,  Tunité 
étant  prise  pour  rayon.  On  propose  :  1**  de  démontrer  que 
la  somme  de  ces  arcs  est  réelle  ;  2^  de  trouver  cette  somme  a 
Taide  des  tables. 

6.  Lorsque  le  coefficient  du  premier  terme  d'une  équation 
est  Tunité ,  et  le  coefficient  du  second  terme  un  nombre  négatif 
quelconque,  on  sait  que  pour  obtenir  une  limite  supérieure 
des  racines  positives  dé  Tèquation ,  il  suffit  d'ajouter  Tunité 
à  la  plus  grande  des  valeurs  absolues  des  coefficients  négatifs 
de  cette  équation  ;  c'est  la  règle  indiquée  par  Maclaurin. 
Mais,  dans  un  grand  nombre  de  cas,  on  aura,  en  fonction 
des  coefficients,  l'expression  d'une  limite  supérieure  plus 
approchée ,  au  moyen  de  la  règle  suivante ,  énoncée  par 
Lagrange  :    , 

Soient — ^Aa:**^,  — Bx*"^,  — Cj:*"',  etc.,  les  termes  négatifs 
de  l'équation  proposée,  dont  le  degré  est  m  ••  on  aura  une  li- 
mite supérieure  des  racines  positives  en  additionnant  les  deux 
plus  grandes  des  quantités 

I^A",  I^B",  I^^C ,  etc. 

C'est  ce  que  l'on  propose  de  démontrer. 

Supposons,  par  exemple,  que  l'équation  proposée  soit 
j:' — x'+j: — 1000=0.  La  règle  de  Maclaurin  donne  pour 
limite  supérieure  1001;  et  celle  de  Lagrange  donne  11. 
Ce  dernier  nombre  est  la  plus  petite  limite  supérieure ,  en- 
tière. 

7.  On  donne  les  projections  d'une  droite  AB ,  et  celles  de 
deux  points  C,*D,  non  situés  dan^un  même  plan,. avec  la 
droite  :  construire  les  projections  d'un  point  situé  sur  la  droite 
AB,  et  tel  que  la  somme  de  ses  distances  aux  deux  points 
donnés  C ,  D ,  soit  un  minimum. 
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8.  Exprimer  l'aire  â*Qn  triangle  rectiligne ,  en  fonction  des 
trois  lignes  menées  des  sommets  aux  milieux  des  côtés  op- 


9.  Inscrire  dans  une  ellipse  donnée  une  corde  telle  que 
la  somme  de  sa  longueur  et  de  la  distance  de  son  milieu 
au  centre  de  rellipse,  soit  un  maximum.  Application  au 
cercle. 

10.  La  base  AB  d*un  triangle  rectiligne  ABC ,  est  donnée 
de  grandeur  et  de  position  ;  la  somme  des  deux  autres  côtés 
AC,  BC,  du  triangle  est  égale  à  une  droite  donnée;  on  sup- 
pose que  ce  triangle  tourne  autour  d'un  axe  rectiligne  tracé 
sur  son  plan  ;  déterminer  le  sommet  C  du  triangle  de  manière 
que  la  somme  des  surfaces  décrites  par  les  deux  côtés  AC, 
BC,  a<]yacents  à  la  base,  soit  un  maanmum,  ou  bien  un 
minimum. 

11.  Inscrire  dans  une  ellipse  un  triangle  semblable  à  un 
triangle  donné;  cas  particulier  où  le  triangle  donné  est  équi- 
laféral. 

It.  Déterminer  l'équation  d'une  ligne  telle,  qu'en  lui  me- 
nant une  tangente  en  un  point  quelconque ,  la  partie  de  cette 
tangente  comprise  dans  l'intérieur  d'un  angle  donné ,  soit 
constanunent  égale  à  une  droite  donnée. 

Discuter  l'équation  de  cette  ligne  lorsque  l'angle  donné  est 
droit. 
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ANNONCES  D'OUVRAGES. 


Ëléaientsdb  Géouétrie,  par  Eugène  Lionnet»  agrégé  de 
lUniversité ,  professeur  de  mathématiques  au  collège  royal 
Louis-le-Grand.  • 

Première  livraison.  Paris,  184^1.  In-&**.  lithographie  de 
56  pages. 

CoMPLÉiiENT  de  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE,  par  C.-E.  Page, 
professeur  à  l'École  royale  d'artillerie  de  La  Fère. 

Nous  rendrons  compte  de  ces  deux  ouvrages  dans  un  pro- 
chaiù  Numéro. 

Traiié  DE  GÉODÉSIE,  par  L.  Puissant,  3*  édition ,  tome  1. 
Bachelier,  prix  :  20  fr. 

Atlas  des  Phénomènes  célestes,  donnant  le  tracé  des 
mouvements  apparents  des  planètes,  par  G.  H.  Dien^ 
2**  année,  1842.  Bachelier,  prix  :  5  fr. 

Caughy.  Mémoire  sur  la  polarisation  réctiligne  et  la  double 
réfraction  (pas  en  vente). 

Passot  (F).  Démonstration  d'un  nouveau  théorème  de  mé- 
canique céleste.  Br.  in-b"  de  &•  pages. 

L'auteur  nie  que  dans  l'analyse  des  tnjectoires  décrites 
par  les  corps  célestes,  on  puisse  prendre  le  temps  pour  va- 
riable indépendante.  C'est   dans  cette  négation  que  con- 

siste  ce  théorème  fondé  sur  Terreur  que  -j-  et  d9  ne  sont 

pas  des  quantités  comparables  ;  il  est  manifeste  que  ce  sont 
des  infiniments  petits  du  même  ordre. 
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MÉMOIRE 


COURBES  DU  SECOND  ORDRE  A  BRANCHES  INFINIES. 

9ATL    O.    M,   VAOS, 

Professear  à  l'École  royale  d'artillerie  de  La  Fére. 

SECONDE  ET  DERNIÈRE  PARTIE  ('). 


DE  L*BYPERBOLE. 

i%.  Dans  l'équation  A  (page  22),  posons  b"=:b  et  a"=a'; 
ce  qui  revient  à  supposer  que  les  deux  points  P  et  P"  sont 
sar  une  même  droite  parallèle  à  Taxe  des  x ,  et  les  deux 
points  P'  et  F'  sur  une  même  droite  parallèle  ir  Taxe  des  j^  ; 
cette  équation  se  réduit  à 

C'est  réquation  d'une  hyperbole  rapportée  à  deux  axes 
parallèles  h  ses  asymptotes.  On  en  conclut  ce  théorème  : 

Soit  un  triangle  variable  ABC  (flg  17)  dont  les  trois 
côtés  sont  assujettis  à  tourner  autour  de  trois  points  fixes 
V,V  etV  ;  si  le  sommet  A  est  assujetti  â  glisser  sur  une  droite 
fixe  OX,  parallèle  à  la  droite  qui  joint  le  point  V  au  point  V, 
autour  duquel  tourne  le  côté  opposé  6C  ;  si  le  sommet  B  est 
assujetti  à  glisser  mr  une  droite  fixe  OY,  parallèle  à  la  droite 
qui  joint  le  point  P'  au  point  P ,  autour  duquel  tourne  le 
côté  opposé'  C  A  :  le  troisième  sommet  C  décrira  une  hyperbole 


(')  Pour  la  i"  partie  de  ce  Mémoire ,  voyes  la  page  20. 
AXX.  DE  Matbém.  1. 
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dont  les  atymptoUi  seront  parallèles  aux  deux  droites  fixes 
OXetOY. 

17.  En  Joignant  les  quatre  points  0,  P ,  F ,  C ,  on  forme 
un  quadrilatère  OPP'C  {fig.  18)  inscrit  à  la  courbe;  les 
deux  c6tés  opposés  PC  et  PO,  rencontrent  en  F,  etenE, 
les  droites  PK  et  FH,  menées  par  les  points  F  et  P', 
parallèlement  aur  asymptotes.  Et ,  à  cause  des  parallèles , 
on  a-: 

PF_QA     QA      PP'  PF'_PE 

PG~Q(5'   QÔ"-PK*     ^^®"""      PK^PÔ' 
d'où, 

PF_PE 

PG""PO 

Ce  qui  fait  voir  que  la  ligne  EF ,  qui  joint  les  points  d'in- 
tersection des  côtés  FC  et  PO ,  avec  les  parallèles  aux  asymp- 
totes menées  par  les  points  P  et  F^  est  parallèle  au  qua-^ 
trième  côté  OC  ;  on  conclut  de  là  ce  théorème  : 

Un  quadrilatère  étant  inscrit  d  une  hyperbole ,  si ,  par  deux 
sommets  adjacents  à  un  même  côté,  onmène  deux  droites  paral- 
lèles aux  asymptotes^  et  qu'on  les  prolonge  jusqu'à  la  ren-- 
contre  des  côtés  qui  passerttpar  les  mêmes  sommets,  la  ligne 
qui  joindra  ces  points  d'intersection,  sera  parallèle  au  qua- 
trième côté. 

Ainsi,  le  quadrilatère  OPP'C,  C/%.  19),  étant  inscrit  è  une 
hyperbole,  si,  par  les  deux  sommets  P  et  P',  on  mène, 
parallèlement  aux  asymptotes,  des  droites  qui  aillent  rencon- 
trer les  côtés  FC  et  PO ,  aux  points  F  et  E ,  la  ligne  EF  sera 
parallèle  au  quatrième  côté  CO. 

18.  Les  deux  sommets ,  C  et  0 ,  peuvent  se  réunir  en  un 
seul  C  {fig.  20) ,  dans  ce  cas  le  côté  CO  devient  une  tangente 
k  la  courbe  ;  on  a  donc  ce  théorème  : 

Vn  triangle  étant  inscrit  à  une  hyperbole ,  si  par  deux  som- 
mets  on  mène  deux  droites  parallèles  aux  asymptotes  jusque  à 
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la  rûnconire  de$  côiés  oppoêi»,  la  lifne  qui  joindra  ceg  deux 
paifUs  d'intersection ,  sera  paralUk  4  to  tangente  menée  par  le 
troisième  sommet. 

Ce  théorème  donne  un  moyea  bcile  de  résoudre  le  pro- 
blèieesaifant: 

Comiruire  la  tangente  en  un  poi$U  d'une  hyperbole ,  quand 
on  eonfyUt  deux  auires  points  de  la  courbe,  et  les  directions 
des  asgmptotes. 

19.  Iiorsque  le  côté  AB  du  triangle  variable  ABC(fig.  17)» 
▼ie«l  rencontrer  la  droite  fixe  OX ,  au  même  point  q«)B  la  droite 
W  prolongée  (  /ijr.  21  ) ,  le  point  C  se  confond  a?ec  le  point 
P,  et  par  conséquent ,  la  droite  BP  se  confond  avec  la  tan* 
gente  à,  la  courbe  en  ce  point* 

Par  les  deux  points  P'  et  0  »  menons  une  transversale  qui 
roBContre  la  ligne  PP"  au  point  D.  La  droite  qui  joindra  le 
point  B  au  point  D  sera  parallèle  à  la  droite  PF.  En  eQèt ,  la 
droite  BD  prolongée  rencontre  P  P"  en  F  ;  les  parallèles 
donnent  : 

FF^MB^Fl' 

donc  BF  est  parallèle  à  FA. 

La  transversale  FO  rencontre  la  tangente  BP  au  point  K , 
et  »  à  cause  de  BD  parallèle  à  PF ,  on  a  : 

KF_KP 
KD""KB 

Parle  point  P«  menons  parallèlement  à  Taxe  OY  une  droite 
qai  rencontre  la  transversale  FO  en  E ,  nous  aurons  : 

Les  deux  pointe  F  et  0  sont  les  intersections  de  la  trans- 
Tersale  avec  la  courbe ,  et  les  deux  pmols  B  et  D,  sont  les 
intersections  de  cette  même  transversale  avec  les  drofte» 
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ineDées  parallèlenieni  aux  asymptotes  par  le  point  de  con- 
tact P  ;  on  a  donc  ce  théorème  : 

Si  y  par  le  jHrint  de  contact  d^unetangerUe  <l  l'hyperbole,  on 
mênedeux  droites  parallèles  aux  asymptotes^  et  que ,  d^un  point 
quelconque  pris  sur  cette  tangente ,  on  mène  une  transversale 
qui  coupe  la  courbe  en  deux  points  y  et  les  deux  parallèles  aux 
asymptotes  également  en  deux  points  :  le  produit  des  segments 
interceptés  sur  cette  transversale ^entre  la  tangente  et  les  deux 
points  f  intersection  avec  la  courbe ,  sera  égal  au  produit  des 
segments  interceptés  sur  cette  même  transversale ,  entre  la  tan--  - 
gente  et  les  deux  points  d^intersection  avec  les  parallèles  aux 
asymptotes. 

Ainsi ,  par  exemple ,  s! ,  par  le  point  de  contact  A  de  la 
tangente  CO  {fig.  22),  on  mène  denx  droites  parallèles  aux 
asymptotes,  et  que,  d'un  point  0  pris  sur  la  tangente ,  on 
mène  une  transversale  qui  rencontre  ces  deux  parallèles ,  en 
M  et  N ,  et  la  courbe  en  P  et  Q  ;  on  aura  : 

OM.ON=OP.OQ. 

90.  Par  les  deux  points  P  et  Q,  menons  deux  droites  respec- 
tivement parallèles  aux  deux  asymptotes,  et  qui  rencontrent 
la  tangente  en  B  et  C ,  on  aura  : 

OBOP  OC_OQ 

OA""OM  OA^OS' 

multipliant  membre  à  membre,  il  viendra  : 

d*où  Ton  conclut  ce  théorème  : 

Si  par  unpoint  pris  dans  le  plan  d'une  hyperbole,  onmêne 
une  tangente  y  et  une  transversale  qui  rencontre  la  courbe  en 
deux  points^  et  que  par  ces  deux  points  onmène  deux  droites 
respecti^yement  partUlèles  aux  asymptotes  y  le  segment  compris 
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enire  le  point  donné  ei  le  poirU  de  coniacty  sera  moyen  pro-- 
porHonnel  enire  les  deux  segments  compris  entre  le  point  donnée 
et  les  deux  points  d'intersection  de  la  tangente  avec  les  deux 
parallèles  aux  asymptotes. 

Il  est  facile  de  voir  que  la  démonstration  resterait  la  même 
en  menant  parle  point  P  une  parallèle  à  AN,  et  par  le  point 
Q,  une  parallèle  à  AM. 

21.  Les  trois  côtés  d*un  triangle  variable  ABC  étant  assu- 
jettis à  tourner  autour  des  trois  points  fixes  P,  F,  F',  ffig.  17), 
et  les  deux  sommets  A  et  B  étant  assujettis  à  glisser  sur  les 
deux  droites  fixes  OX  et  OY  respectivement  parallèles  aur 
droites  FF'  et  FF';  si  la  droite  mobile  AB  rencontre  Taxe  OX 
au  mèofie  point  que  la  droite  fixe  PF,  la  droite  qui  joint  le 
point  B  au  poiqt  P  est  une  tangente  à  la  courbe  en  ce  point 
(D"*  19);  de  même,  si  la  droite  mobile  AB  dans  une  seconde- 
position  A'B'  (fig.  23  ),  rencontre  Taxe  OY  au  même  point  que 
la  droite  fixe  PF,  la  droite  menée  du  point  A'  au  point  F 
sera  tangente  à  la  courbe  au  point  F;  et  il  est  facile  de  voir 
qu'on  aura 

OA        ON        ^      OA       OA^        ^.   .      .^,       r^i^r^.r 

FF'  =  FP'     ^    FP=FP^^    ^^"^    OV:=ON.OA'. 

On  démontrerait^ie  la  même  manière  qu'on  a  OB'^^OM.OB; 
Ofrconclut  de  là  ce  théorème  : 

Étant  données  deux  tangentes  à  l'hyperbole  et  leur  corde  de 
contact^  si  par  un  point  quelconque  de  la  courbe,  on  mène 
une  transversale  parallèle  à  Vune  des  asymptotes ,  le  segment 
compris  sur  cette  transversale,  entre  la  courbe  et  la  corde  de 
contacta  sera  moyen  proportionnel  entre  les  deux  segments 
compris  sur  cette  même  transversale  entre  la  courbe  et  les  deux 
tangentes. 

22.  Il  peut  arriver  que  les  deux  points  P  et  F  (/ig.  17), 
autour  desquels  tournent  les  côtés  BC  et  AC  du  triangle  ABC, 
soient  situés  à  Tinfini;  dans  ce  cas  les  deux  côtés  BC  et  AC 
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•doivent  se  mouvoir  en  restant  constamment  parallèles  aux 
deox  droites  fixes  OX  et  OY  ;  on  a  donc  un  triangle  variable 
ABC  ifig.^),  dans  lequel  deux  sommets  A  et  B  glissent  sur 
les  deux  droites  fixes  OX  et  OY  ;  le  côté  AB  tourne  autour  du 
point  ûxe  F'  ;  enfin,  les  deux  cAtés  BC  et  AC,  se  meuvent 
en  restant  parallèles  aux  deux  droites  fixes  OX  et  OY.  il  est 
facile  de  voir  que  la  courbe  engendrée  par  le  troisième  som- 
met C  est  une  byperbole  dont  les  asymptotes  sont  justement 
les  deux  droites  menées  par  le  pmnt  F',  parallèlement  aux 
deux  droites  fixes  OXet  OY. 


En  effet ,  on  a 

CH 
DO 

CE 
OE 

BV" 
~F'A" 

DF' 
"F'H' 

5ô=0E  =  FT=PnH'    *'^^    CH.F'H=DFM)0. 
'  On  a  encore  OE=AF'  et  AF'=CF,  donc'0£==rCF  ; 

On  codclut  de  là  ces  deux  théorèmes  : 

Si  dans  le  plan  d'une  hyperbole  ^  an  mène  une  transversale 
qui  rencontre  la  courbe  en  deux  points  ^  et  les  asymptotes 
également  en  deux  points;  les  deux  segments  interceptés  sur 
cette  transversale,  entré  la  courbe  et  les  asymptotes^  seront 
toujours  égaux. 

En  supposant  que  les  deux  points  d'intersection  avec  la 
courbe  se  réunissent  en  un  seul ,  la  transversale  devient  une 
tangente*  d'où  Ton  conclut  que  :  la  portion  d'une  tangente  d 
l'hyperbole  interceptée  entre  les  deux  asymptotes,  est  toujours 
divisée  en  deux  parties  égales  au  point  de  contact, 

23.  Considérons  l'hexagone  circonscrit  (fig.  2).  5i  les  deux 
points  P  et  F,  autour  desquels  tournent  les  droites  FA  et  PB, 
sont  situés  sur  les  axes  OX  et  OY,  la  droite  QQ',  sur  laquelle 
ces  droites  sont  assijjetties  à  se  couper,  devient  la  corde  de 
contact  des  deux  tangentes  OX  et  OY.  Si  l'on  suppose  que 
cette  corde  de  contact  passe  tout  entière  à  l'infini ,  les  points 
de  contact  des  tangentes  OX  et  OY  s'éloignent  à  l'infini  ;  par 
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conséquent,  ces  droites  sont  les  asymptotes  d'une  hyperbole  à 
laquelle  la  droite  AB  doit  rester  constamment  tangente.    . 

Mais  quand  la  droite  sur  laquelle  les  deux  droites  mobiles 
sont  assujetties  à  se  couper,  passe  tout  entière  à  Fiàfini,  ces 
deux  droites  doivent  rester  constamment  parallèles  entre  elles; 
on  voit  donc  que  si  deux  droites  PB  et  P'A  {fig.  25  ) ,  tournant 
autour  de  deux  jpoiats  fixes ,  P  et  F,  r^pectivement  placés  sur 
les  axes  OX  et  OY,  sont  assujetties  è  rester  parallèles  entre 
elles  ;  la  droite  AB ,  qui  Joindra  les  points  d'intersection  de  ces^ 
droites  avec  les  axes,  restera  constamment  tangente  à  une- 
liyperbirie  dont  les  deux  droites  OX  et  OY  sont  les  asymp- 
totes. 

Il  est  ti»cile  de  voir  que  la  droite  mobile  BA  doit  venir  oc- 
cuper la  position  de  la  droite  BF  ;  par  conséquent,  cette  der- 
nière droite  est  une  des  tangentes  de  Thyperbole. 

Les  deux  points  E  et  F ,  milieux  de  PF  et  de  BA ,  sont  les 
piHnts  de  contact  de  ces  deux  tangentes  ;  la  corde  de  contact 
JBF  est  évidemment  parallèle  aux  droites  AF  et  BP,  et  vient 
rencontrer  les  asymptotes  aux  points  C  et  D,  milieux  des  seg- 
ments AP  etBF.  On  a  doiic  ce  théorème  : 

D€m$  rhypcrbok,  la  corde  de  contact  de  deu:p  tangentes  di- 
vise m  deux  partieségales  laportion  d'asymptote  comprii^e entre 
eee  deux  tangentes. 

^,  Par  un  point  quelconque ,  M ,  pris  sur  Tune  des  tan- 
gentes, menons  une  droite  parallèle  h  la  corde  de  coiitact,  qui 
rencontk-e  Tautre  tangente  en  N  ;  et  deux  droites  parallèles  aux 
asymptotes  qui  rencontrent  Tautre  tangente  en  G  et  H;  il  est 
facile  de  voir  qu'on  aura  : 

KG_KM_KN  KH_KM_0 

KA'^KP"'KB  JiB""KP'""KA' 

doù  RG.KH^KN'. 

On  en  conclut^  théorème  : 

ÉtmU  dannéH  deux  tmgesUes  à  Vtugperbok ,  si  iun  point 
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quelc&nque  pris  sur  Fune  de  ces  tangenks ,  on  mène  ieuit 
droites  parallèles  aux  asymptotes  et  une  droite  parallèle  à  la 
corde  de  contact  qui  aillent  couper  la  seconde  tangente  en  trois 
points  y  le  segfnent  compris  entre  le  point  d*  intersection  des  deux 
tangentes  et  la  parallèle  à  la  corde  de  contact,  sera  moyen 
proportionnel  entre  les  deux  segments  compris  entre  le  même 
point  et  les  deux  parallèles  aux  asymptotes- 

25.  Soit  ex  (^.26)  une  asymptote  de  Thypèitole  ;  par 
deux  points  fixes ,  P  et  P' ,  pris  sur  la  courbe ,  menons  deux 
tangentes  qui  viennent  rencontrer  Tasymptote  en  deux  points 
fixes  B  et  A  ;  par  un  troisième  point  variable ,  Q^  pris  sur  la 
courbe ,  menons  une  tangente  qui  rencontre  Tasymptote  CX 
en  un  point  variable  G  :  la  différence  des  distances  du  point 
variable  G  aux  deux  points  fixss  A  et  B  sera  constante  et  égale 
àAB. 

Joignons  les  deux  points  fixes  F  et  F  avec  le  point  variable  Q, 
les  deux  cordes  de  contact  PQ  et  PQ  passeront  par  les  deux 
points  E  et  F,  milieux  de  G  A  et  de  GB  (n""  23) ,  et  la  diffé- 
rence des  distances  du  point  G  aux  deux  points  E  et  F  sera 
égaie  à  EF  moitié  de  AB  ;.on  tire  de  là  ce  théorème  : 

Si  par  deux  points  fixes  pris  sur  le  périmètre  d'une  hyper- 
bole,  on  fait  passer  deux  droites  mobiles  assujetties  à  se  couper 
constamment  sur  la  courbe  y  la  portion  d'asymptote  comprise 
entre  ces  deux  droites  mobiles  sera  d'une  longueur  contante  et 
égale  à  la  moitié  de  la  portion  d'asymptote  comprise^entre  les 
tangentes  menées  par  les  deux  points  fixes* 

PEOBLÈKES    SUR  L'HYPEEBOLE. 

26.  l^^  PaoBLÈaiB.  Construire  une  hyperbole  connaissant 
trois  points  de  la  courbe  ^  et  les  directions  des  asymptotes. 

Soient  0,  P,  F  {fig.  17)  les  trois  points  donnés;  par  Tun 
de  ces  points,  0,  par  exemple,  menons  deux  droites  OX 
et  OY  parallèles  aux  asymptotes;  par  le  point  P  menons  une 
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droite  parallèle  à  OX,  et  par  le  point  F  une  droite  paraUèle 
à  OY,  ces  deux  droites  se  coupent  en  un  point  F'. 

Supposons  qu'une  droite  tourne  autour  du  point  F' ,  joi- 
gnons les  points  A  et  B,  où  cefte  droite  rencontre  les  axes 
OX  et  0 Y ,  avec  les  points  F  et  P  ;  le  point  C ,  intersection 
des  deux  droites  mobiles  AF  et  BP,  décrira  la  courbe  (  no  16  ) . 

On  peut  construire  immédiatement  le  centre  et ,  par  suite, 
tous  les  éléments  de  la  courbe.  Pour  cela ,  on  construira  la 
tangente  en  chacun  des  trois  points  donnés  (  n*"  18  )  ;  la  droite 
menée  par  le  point  dlntersectiôn  de  deux  tangentes  et  le  mi* 
lieu  de  la  corde  de  contact ,  sera  un  diamètre  ;  l'intersection  de 
deux  diamètres  déterminera  le  centre. 

27.  2°>«  Problème.  ConsirMire  une  hyperbole  connaissant 
trois  tangentes  et  les  directions  des  asymptotes. 

Soient  AB  et  PF  [fig.  25) ,  deux  des  trois  tangentes  don- 
nées :  par  un  point ,  M ,  pris  sur  la  tangente  PF,  menons  deux 
droites  parallèles  aux  asymptotes ,  qui  rencontrent  la  tan- 
gente AB  aux  points  G  et  H  ;  à  partir  du  point  K,  intersection 
des  deux  tangentes,  portons  sur  la  tangente  AB  une  lon- 
gueur KN,  moyenne  proportionnelle  entre  KG  et  KH  :  la 
ligne  menée  du  point  M  au  point  N  sera  parallèlç  à  la  corde 
de  contact  (n""  24]  ;  par  conséquent,  la  ligne  menée  par  le 
point  K  et  par  le  milieu  de  MN  sera  un  des  diamètres  de  la 
courbe. 

En  faisant  la  même  construction ,  par  rapport  à  la  tan- 
gente PF  et  à  la  troilïième  tangente  donnée,  on  aura  un  se- 
cond diamètre  et,  par  conséquent ,  le  centre. 

La  longueur  KN  peut  être  portée  de  part  et  d*autre  du 
point  K,  ce  qui  donne  deux  diamètres  différents  passant  par 
le  point  K.  Par  la  même  i:aison ,  on  aura  deux  diamètres  dif- 
rérents  passant  par  l'intersection  de  la  tangente  PF ,  avec  la 
troisième  tangente  donnée  ;  il  s'en  suit  que  le  problème  a 
quatre  solutions. 
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S8.  3"M  PAOBLiMB.  ConUruirtHuekgperbokwmiaiMumt 
deux  pointSy  une  tangente ,  et  les  direetùms  des  asymptotes. 

Soient  P  et  Q  (/îgr.  âS),  les  deux  points  donnés;  CO,  la 
tangente  :  le  problème  seraft  résolu  si  Ton  connaissait  le  point 
de  contact. 

Joignons  les  deux  points  P  et  Q,  et  prolongeons  la  droite  PQ 
jusqu'à  la  rencontre  de  H  tangente  au  point  0.  Par  le  point  P, 
menons  une  parallèle  à  Tune  des  asymptotes,  et  par  le  point  Q, 
une  parallèle  à  Tautre.  Ces  deux  droites  iront  rencontrer  la 
tangente  en  deux  points  B  et  C.  A  partir  du  point  0,  prenons, 
sur  la  tangente,  une  longueur  OA  moyenne  proportionnelle 
entre  OB  et  OC  :  le  point  A  sera  le  point  de  contact  cherché 

La  longueur  OA  pouvant  être  portée  de  partit  d*autre^ 
point  O ,  le  problème  a  deux  solutions. 

L*un  des  deux  points  donnés  pourrait  être  situé  sur  la 
tangente. 

Soit  OC  la  tangente  ;  A ,  son  point  de  contact  ;  Q ,  le  second 
point  donné. 

Par  le  point  A ,  menons  deux  droites  parallèles  aux  asymp- 
totes; par  te  point  Q  menons  une  droite  quelconque  qui  ren- 
contre la  tangente  au  point  0,  et  les  deux  parallèles  aux 
asymptotes  en  M  «t  N.  Sur  cette  droite,  prenons  un  point 
P  tel  que  Ton  ait  OP.OQ=rOM.ON  ;  le  point  P  sera  situé 
sur  la  courbe  (n«  19).* 

Le  problème  n'a  qu'une  seule  solution. 

29.  4*  Problème.  Construire  une  hyperbole,  connai^ani 
deux  tangentes ,  un  point,  et  les  directions  des  asympp>tés. 

Soient  AB  et  CD  ifig.  27)  les  deux  tangentes,  et  <&  le 
point  donné  :  le  problème  serait  résolu  si  Ton  conmeôssatt  les 
points  da  contact  des  tangentes. 

Parle  point  G ,  menons  parallèlement  à  Tiuie  des  aaiwp- 
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totes ,  une  droite  qui  rencontre  les  tangentes  en  M  et  I^  ;  pre- 
nons le  point  F  tel  que  Ton  ait  : 

GF^=GM.GN. 
La  corde  de  contact  devra  passef  par  le  point  F  (  n**  21  ). 

Par  le  point  G,  menons  paranèlement  à  la  seconde 
asymptote  une  droite  qui  rencontre  les  tangentes  en  P  et  Q  ; 
prenons  un  point  E  tel  que  Ton  ait  : 

GË^  =  GP.GQ. 

La  corde  de  contact  devra  passer  par  ce  second  point;  les 
points  de  contact  seront  donc  donnés  par  les  intersections  de 
la  droite  F£,  avec  les  tangentes. 

Les  segments ,  GE  et  GF  »  pouvant  être  portés  de  part  et 
d'autre  du  point  G,  il  s'en  suit  que  le  problème  a  quatre 
solutions. 

Le  point  donné  pourrait  être  situé  sur  l'une  des  deux  tan- 
gentes données. 

Soient  AB,  CD  (/î;.  29)  les  deux  tangentes,  et  P  le  point 
de  contact  de  la  tangente  AB.  Par  le  point  P,  menons  paral- 
lèlement aux  asymptotes  9  deux  droites  qui  rencontrent  la 
tangente  CD ,  aux  points  C  et  E.  A  partir  du  point  G  y  inter- 
section des  tangentes,  portons  un  segment  GQ,  moyen  pro- 
portionnel entre  GE  et  GC.  La  corde  de  contact  devra  passer 
par  le  point  Q;  on  aura  donc  cette  corde  de  contact,  en 
joignant  le  point  P  au  point  Q. 

Par  le  point  G  menons,  parallèlement  aux  asymptotes, 
deux  droites  qui  rencontrent  la  corde  de  contact  aux  poinU 
M  et  N.  Les  points  E  e,);  F,  milieux  des  segments  GM,  et 
G^y  appartiendront  à  la  courbe. 

Le  segment  GjQ  pouvant  être  porté  de  part  et  d'autre  du 
point  G  ,  le  problème  a  deux  solutions. 
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30.  5*  Problème.  Construire  une  hyperbok  connaissant 
une  asymptote  et  trois  points. 

Soient  A ,  B  ,  C  (  /igr.  31  )  les  trois  points  donnés  ;]  OX 
Tasymptote.  Joignons  le  point  A  au  point  B,  et  prolongeons 
AB  jusqu'à  la  rencontre  de  Tasymptote  en  Q.  A  partir  du 
point  A,  portons  sur  AB  une  longueur  AP,  égale  à  BQ.  Le 
point  P  étant  pris  entre  A  et  B ,  ou  sur  le  prolongement ,  sui- 
vant que  le  point  Q  est  lui-même  situé  entre  À  et  B  ou  sur  le 
prolongement,  ce  point  P  appartient  à  la  seconde  asymptote. 
On  déterminera  de  la  même  manière  sur  AC  un  second  point 
de  la  seconde  asymptote. 

31.  6*"  Problème.  Construire  une  hyperbole  connaissant 
trois  tangentes  et  une  asymptote. 

Soient  OX  r asymptote (/i?-  28);  AC,  BC  et  DE,  les  trois 
tangentes. 

Les  trois  tangentes  et  Tasymptote  forment  un  quadrilatère 
complet  circonscrit  à  la  courbe  ;  ce  quadrilatère  complet  se 
décompose  en  trois  quadrilatères  simples  ;  or ,  on  sait  que 
dans  tout  quadrilatère  simple  circonscrit  à  une  courbe  du 
second  ordre,  la  corde  de  contact  des  deux  cAtés  opposés 
passe  par  le  point  de  croisement  des  deux  diagonales,  (Voyez 
Complément  de  géométrie  analytique,  p.  2ki);  le  point  de 
contact  de  Tasymptote  OX  est  situé  àTinfini ,  par  conséquent , 
la  ligne  qui  joint  ce  point  de  contact ,  avec  le  point  de  contact 
de  Tune  des  trois  autres  tangentes,  doit  être  parallèle  à  cette 
asymptote. 

Par  le  point  G ,  où  se  croisent  les  deux  diagonales  CD  et  AF 
du  quadrilatère  simple  ADFC,  faisons  passer  une  droite 
parallèle  à  OX ,  cette  droite  ira  rencontrer  le  côté  opposé  CE, 
en  un  point  H  qui  sera  le  point  de  Contact  de  ce  côté. 

En  considérant  successivement  les  deux  autres  quadrila- 
tères simples ,  on  déterminerait  de  la  même  manière  les  pobits- 
de  contact  des  deux  autres  tangentes. 
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32.  7*  PaoBLÈBiB.  Conêtruire  une  hyperbole ,  eonnaiseani 
deux  points ,  une  tangente  et  une  asymptote. 

Soient  A  et  B  (fig.  30}  les  deux  points  ;  CD ,  la  tangente  ;  et 
OX  l'asymptote  :  menons  la  ligne  AB,  et  prolongeons  la  Jus- 
qu'à ce  qu'elle  rencontre  la  tangente  en  N ,  et  Tasymptote 
en  M.  Construisons  les  deux  points  doubles  Q  et  Q'  qui  appar- 
tiennent au  système  d'involution  déterminé  par  les  quatre 
points  A  y  By  M,  N  (Voyez  Complément  de  géométrie  analy- 
tique^ 217).  La  corde  de  contact  de  la  tangenteCD  et  de 
l'asymptote  OX,  deyra  passer  par  Tun  de  ces  deux  points.  Or, 
cette  corde  de  contact  doit  être  parallèle  à  l'asymptote;  par 
conséquent,  en  menant  par  le  point  Q,>une  parallèle  àOX, 
cette  parallèle  rencontrera  la  tangente  CD  en  un  point  E,  qui 
sera  le  point  de  contact  de  cette  tangente. 

Comme  on  peut  mener  cette  parallèle  par  le  point  Q,  ou 
par  le  point  Q' ,  le  problème  a  deux  solutions. 

Dans  le  cas  où  l'un  des  deux  points  donnés  est  situé  sur  la 
tangente ,  le  problème  n'a  qu'une  seule  solution. 

33.  8*  Problème.  Construire  une  %yperbole ,  connaissant 
deux  tangentes  «  un  point  et  une  asymptote. 

Soient  AB,  CJ)(fig.  32)  les  deux  tangentes;  OX  l'asymp- 
tote; et  G ,  le  point  donné. 

Par  le  point  G  menons,  parallèlement  à  l'asymptote,  une 
droite  qui  rencontre  les  deux  tangentes  en  P  et  Q  ;  prenons 
les  points  K  et  K' ,  tels  que  Ton  ait  : 

GK»=GK'*=GP.GQ. 

La  corde  de  contact  devra  passer  par  l'un  de  ces  deux 
points  (  n<»21  ).  Elle  doit  aussi  passer  par  le  point  E  ;  milieu  de 
CA  (n''23);  par  conséquent,  si  l'on  mène  la  ligne  KE,  les 
points  H  etN,  où  elle  rencontrera  les  deux  tangentes,  seront 
les  points  de  contact  de  ces  tangentes. 
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Gomme  on  peut  joindre  lo  point  £^  avec  Tun  ou  Taulre  des 
deux  points  K  ou  K'>  le  problème  a  deux  solutions. 

Le  point  donné  peut  être  situé  sur  Tune  des  deux  tan- 
gentes. Soient  AB,  CD  ((ig.  33]  les  deux  tangentes;  OX 
Tasymptote;  M,  le  point  de  contact  de  la  tangente  AB.  En 
joignant  le  point  M  avec  le  point  E  »  milieu  du  segment  CA 
intercepté  sur  l'asymptote,  entre  les  deux  tangentes ,  on  aura 
la  corde  de  contact ,  et  par  suite  le  point  de  contact  de  la  tan- 
gente G). 


NOTE 

Sur  Vinterprétation  de$  valeur$  fraeti(ninair€$  obtenues  pouar  le 
nombre  des  termes  d'une  progression^  dans  laquelle  on  datme 
le  premier  terme ,  la  raison  ,  et  le  nombre  des  termes. 

VAR   M.   CHOQirXT. 


1 .  Considérons  d'abord  une  progression  par  diflérenoe  dans 
laquelle  on  donne  le  premier  terme  a ,  la  raison  r,  la  somme 
des  termes  s.  Pour  obtenir  le  nombre  n  des  termes,  on  aura 
l'équation  de  second  degré 

[2a+(n— 1)r]/i 
'=        '     g (1) 

Supposons  qu'une  des  racines  de  cette  équation  soit  une 
fraction  positive  - .  En  substituant  —an,  dans  Téquation 
elle  sera  satisfaite  ;  on  aura  donc  l'égalité  : 


._ti±6-01f 


'=  2 
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que  Von  peut  éerire  aiosi  : 

OU  bien  eticore  : 

En  GomjMiraDt  cette  dernière  égalité  à  la  formule 

_[2a+(/t— l)r]/i 
' 2 ' 

OD  recoQoatt  que  la  somme  donnée ,  s^  peut  être  <d>tenue  en 
ajoutant  p  termes  d'une  progression  par  différence,  dont  le 
premier  terme  est 

•[-^+^J,  et  la  raison,-. 

Si  Ton  conçoit  que  cette  dernière  progression  soit  partagée 
en  groupes  de  q  termes  à  partir  du  premier,  la  valeur  du 
premier  terme  du  (m+1  )**"*•  groupe  »  sera 

a  _  (g— l)r      mr 

car  le  terme  dont  il  8*agit  occupe  le  rang  mq-^-U  La  somme 
des  q  termes  de  ce  («i+l )>*"«'  groupe ,  sera  par  oonséquent 
qf  2fl      2mr\ 

ou  ar\'mr.  Ce  dernier  résultat  montre  que  les  sommes  des 
termes  des  différents  groupes  en  lesquels  on  a  partagé  la  se- 
cpnde  progression ,  sont  précisément  égales  aux  termes  sue- 
cessirsa,  a^r^  a-{%r^  etc.,  de  la  progression  donnée. 

Gda  posé^  nommons  ff  la  partie  entière  du  nombre  ^,  et 

q 

f  le  numérateur  de  la  fraction  complémentaire  ;  de  sorte 
qu'on  ait  p^^p-^f.  Le  nombre  /?,  des  termes  qu'il  faudra 
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prendre  dans  la  seconde  progression  pour  avoir  la  somme  5, 
se  composera  de  p'  groupes  de  q  termes,  et  des  j/'  premiers 
termes  du  (^+1)^^"*  groupe.  Par  conséquent,  on  obtiendra 
la  somme  donnée  5,  en  additionnant  les  p'  premiers  termes  de 
la  progression  proposée:  a,  a-f-'",  ...«+(/^— !)'•,  avec  les 
p"  premiers  termes  d'une  progression  par  différence  dont  la 

raison  est  -r- ,  et  telle  que  si  cette  dernière  progression  était 

prolongée  de  manière  à  contenir  q  termes,  au  lieu  de  />", 
la  somme  de  ces  ^termes  serait  égale  au  terme  suivant  a-j-pr, 
de  la  progression  donnée. 

Supposons ,  par  exemple ,  que  r=a5 ,  ^=60,  et  5=333.  On 
trouvera  pour  n  les  demx  valeurs 


18 

-,    ou 


a+î;  «  -H.  „„  _(,+!). 


18 


La  première  valeur,  j ,  indique  qu'on  obtiendra  la  somme 
333,  en  additionnant  les  18  premiers  termes  d'une  progres- 
sion par  diiïérei^e ,  dont  la  raison  est  1 ,  et  le  premier  terme 
10.  Ou  bien  encore ,  en  ajoutant  à  la  somme  des  trois  pre- 
miers termes  de  la  progression  proposée ,  la  somme  des  trois 
premiers  termes  d'une  progression  dont  la  raison  est  i,  et  teUe 
que  les  cinq  premiers  termes  auraient  pour  somme  le  quatrième 
terme  135  de  la  progression  proposée. 

A  l'égard  de  la  valeur  —  ( "7+5  )»  ^^  trouvera,  à  l'aide  de 
ce  qui  vient  d'être  dit ,  et  de  la  règle  ordinaire  pour  l'inter- 
prétation des  valeurs  négatives,  que  cette  valeur— (7+ -Y 

indique  que  la  somme  donnée  333  peut  être  obtenue,  en 
ajoutant  les  sept  premiers  termes  d'une  progression ,  dont  le 
premier  terme  est  —^35  et  la  raison  25,  aux'deux  premiers 
termes  d'une  autre  progression  ayant  pour  raison  l'unité ,  et 
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dans  laquelle  la  somme  des  cinq  premiers  termes  serait  égale 
au  hnitième  terme,  1U>»  de  la  première  progression. 

2.  Considérons,  maintenant,  une  progression  par  quotient, 
dans  laquelle  on  donne  le  premier  terme  a ,  la  raison  r,  et  la 
somme  des  termes  s;  et  supposons  que  Ton  trouve  pour  le 

nombre  des  termes  i  une  valeur  fractionnaire  - ,  au  moyen  de 

9 
la  formule 

^     a(/^-l)   . 


r— 1 


(1). 


Sn  remplaçant  n  par  ^dans  Téquation  (1) ,  il  vient  : 
9 


p  i  p 


i 


^~     r— t     ~     r— 1     '"      1 


Donc,  en  posant 


u  «  ^'=^. 


on  aura  : 


6=' 


La  somme  s  pourra  donc  être  formée  en  additionnant  f 
termes  d'une  progression  par  quotient,  dont  la  raison  est  r', 
et  le  premier  terme  af. 

Si  Ton  conçoit  cette  dernière  progression  partagée  en 
groupes  de  q  termes  à  partir  du  premier,  la  valeur  du  pre- 
mier terme  du  (m+1  )**"*•  groupe,  sera  aV*"',  et  la  somme 
des  q  termes  de  ce  (/»+!  )**"•  groupe ,  sera 


(S)=' 


On  voit,  par  ce  dernier  résultat,  qœ  les  sommes  des 
groupes  de  q  termes  en  lesquels  la  seconde  progression  est 
partagée ,  sont  égales  aux  termes  successifs  a,  ar,  ...a/^,  de 

Amn.  m  ITatiKii.  i.  6 
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la  première  progreakNi.  De  sorte  que,  ai  Ton  nomme  p  la 

partie  entière  du  nombre  fractionnaire  -  et  p\  le  numérateur 

delà  fraction  complémentaire  «  ce  qui  dS3m!àp=p*q'\'p\  la 
somme  des/?  ermes  de  la  seconde  progression  se  composera 
des/i'  premiers  termes  de  la  première,  et  des/?"  premiers  du 
(^^l/«n«  groupe  de  la  seconde.  Par  conséquent,  la  somme 
donnée  s  peut  encore  être  formée  en  i^joutant  les//  premier^ 
termes  de  la  progression  proposée,  a,  ar^  ai^,  ,...ar^^\  avec 
les//'  premiers  tennesd*une  autre  progression  dont  la  raison  est 

r^,  et  telle  que  la  somme  des  q  premiers  termes  de  cette  nou- 
velle progression  soit  égale  au  terme  suivant  ar*'  de  la  pro- 
gression proposée. 

Si  Ton  suppose,  par  exemple,  a=7,  rsS,  «=20(7,  on 
trouvera  ns=9+i.  Cette  valeur  fractionnaire  indique  que  Ton 
peut  obtenir  la  somme  90(7,  en  additionnant  les  11  premiers 
termes  d'une  progression  par  quotient ,  dont  le  premier  terme 
est  1,  et  la  raison  2.  Ou  bien  encore,  en  additionnant  les 
trois  premiers  termes  7,  56,  hhS ,  de  la  progression  donnée, 
avec  les  deux  premiers  termes  512, 102&,  d'une  autre  pro- 
gression dont  la  raison  est  2 ,  et  telle  que  la  somme  de  ses 
trois  prenriers  termes  donnerait  le  terme  suivant  3584,  de  la 
progression  proposée. 

En  appliquant  ces  dernières  observations  à  la  question  des 
annuités^  on  verra  fecilement  que  si  Ton  obtient  pour  le 
nombre  n  des  payements  à  effectuer,  une  valeur  fractionnaire 

p'j^J^,  a  étant  le  payement  annuel;  on  éteindra  la  dette  au 

moyen  dep'  payements  égaux  à  a,  effectués  d*année  en  année, 
-suivis  de  p"  payements  eflbctués  à  des  intervalles  égaux  à  la 

fraction  -  d'une  année ,  et  tête  que,  si  on  les  continuait  pen- 

dant  le  cours  d'une  année  entière,  ite  équivaudraient  à  la 
somme  a  payée  à  la  fin  de  cettt  année. 
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CONSIDÉRATIONS 


LE   TRIANGLE   RECTILIGNE, 

D'APRÈS   EULER. 


1.  Le  triangle  rectiligne  renferme  cinq  points  remarqua- 
bles :  !•*  le  centre  du  cercle  circonscrit  ;  2«  le  centre  du  cercle 
inscrit;  3**  le  centre  de  gravité  de  Taire  ;  4»  le  point  de  ren- 
contre des  trois  hauteurs;  «•  le  centre  de  gravité  du  péri-, 
mètre. 

On  sait  d'ailleurs:  !•  que  le  point  de  rencontre  des  trois 
hauteurs  n'est  autre  que  le  centre  du  cercle  circonscrit  au 
triangle  que  l'on  forme  en  menant  par  chaque  sommet  une 
parallèle  au  côté  opposé;  2*  que  le  centre  de  gravité  du  pé- 
rimètre est  le  même  que  le  centre  du  cercle  inscrit  au  triangle 
qui  a  pour  sommet  les  milieux  des  trois  côtés. 

2.  11  s'ensuit  que  les  2%  3*  et  5*  points  sont  toujours  sur 
une  môme  droite;  car  le  centre  du  cercle  inscrit  et  le  centre 
de  gravité  du  périmètre  sont  des  points  homologues»  situés 
ilans  des  triangles  semblables «t  semblablement  placés,  mais 
dans  une  position  inverse ,  le  rapport  des  côtés  étant  comme 
1 :  2  ;  il  s'ensuit  que  la  droite  qui  Joint  ces  deux  points  divise 
dans  le  même  rapport,  la  droite  qui  va  du  sommet  de  Tangle 
au  milieu  du  côté  opposé  ;  l'intersection  des  deux  droites  est 
4lonc  le  centre  de  gravité  de  Taire. 

Le  même  genre  de  raisonnement  fait  voir  que  la  droite  qui 
joint  le  l«et  le  V  passe  aussi  parle  3«  point.  Celte  dernière 
propriété  est  due  à  Euler,  qui  Ta  déduite  de  considérations 
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analytiques  (*].  Nous  croyons  utile  de  les  reproduire  avec 
quelques  développements  ;  ce  sont  pour  les  élèves  d'excellents 
exercices  de  calcul  littéral  et  numérique. 

3.  Soit  ABC  y  un  triangle  donné. 

â,  6,  c,  les  côtés  du  triangle  opposés  respectivement  aux 
sommets  A,  B,C. 

B ,  point  d'intersection  des  trois  hauteurs. 

F,  centre  de  gravité  de  Taira  du  triangle,  ou  point  de 
moyenne  distance  des  trois  sommets. 

6',  centre  du  cercle  inscrit. 

H  y  centre  du  cercle  circonscrit. 

Posons  : 
EG=c;  GH=r/;  FH=^;  FG=A;  EH=â:;  EF=/,  a+6-Hî=;^; 

S=  aire  du  triangle;  B=  rayon  du  cercle  circonscrit; 
P=:  rayon  du  cercle  inscrit;  A=  origine  des  coordonnées 
rectangulaires  ;  AB=:  direction  de  Taxe  des  x  positifs. 

4.  Un  théorème  connu  donne  : 

16  S*  =  2a*6'  4-2aV'+^6*c*— a*— 6*— c*. 

Or  a,  6,  c ,  sontles  racines  de  Téquation  z'— /la'+î*— ''=0« 
et  S' est  une  fonction  symétrique  de  ces  racines  ;  on  peut  donc 
en  trouver  la  valeur  en  fonction  des  coefficients  de  i*équation. 
Faisant  le  calcul»  on  trouve  : 

abc  r 

5.  R==       g      =  YE  (Lbgbndre ,  liv.  III ,  prop.  32)  ; 

_      2S      _2S 

^-a+b^c^p' 

d'où      Rpss--. 
2p 

1 . , 

/)  Mémoires  de  Pétertb,,  t.  XI,  1765. 
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6.  Les  «oordoonées  des  points  £,  F,  G  »  H ,  sont  indiquées 
dans  tons  les  traités  élémentaires;  nous  les  transcri? ons  ici  : 


AlifliiisflAS 

iimmuims* 

c'-f.f—a» 

(c'+** 

-a'Ha'+c'-b*) 

Se 

8eS 

Sc'+ft»— tf» 

SS 

6c        ' 

3c' 

e-^b—a 

as 

S        ' 

a+ft-fc' 

1 

ej 

8S 

F; 
G; 
H; 


7.  Lorsque  b=a,  les  quatre  abscisses  se  réduisent  à  fc; 
donc  lorsque  le  triangle  est  isocèle ,  les  quatre  points  sont  sur 
one  même  droite  .perpendiculaire  à  la  base  ;  ce  qui  est  d'ail- 
leors  évUtent  par  intuition. 

8.  Les  quatre  points,  considérés  deux  k  deux ,  fournissent 
!ix  dtetaoces,  dont  les  carrés  sont  des  fonctions  symétriques 
des  côtés  a,b,e,  par  conséquent  exprimables  en  fonction 
des  coeffldents^,  q,  r  BflBCtuant  les  calculs ,  il  Tient  : 

•^       1«S»    p' 

.    J^ 1  . ,  « 

*      16S'    »''"*"  i^" 

* rp — 


MIS 
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9.  De  li,  on  déduit: 

/=^,  *  =  %;  *mc  g+l=k. 
Ainsi  les  trois  p<rints  B,  F,  H,  se  succèdent  dans  cet  ordre 
sur  une  même  droite. 

10.  Au  moyen  des  coordonnées  des  pcrints  E  ^  H,  ob 
trouve  pour  équation  de  cette  droite  : 

4S(a»— 6>ij^[2c*H^»— 6*)»--<?*(a»4-6')]x-f<**--c*)(c>+6«— a*), 

11.  Lorsqu'on  a  b^c  ou  6'-f'C*=^*»  ^  droite  passe  par 
Torigine.  Dans  ces  cas,  le  triangle  est  isocèle  ou  rectangle  en 
A.  La  réciproque  est  évidente. 

Lorsque  a=:b ,  la  droite  est  perpendiculaire  au  cAté  c. 

12.  Le  coefficient  de  x  peut  se  mettre  sous  cette  forme  : 

G06.AG06.B— âa6c'cos.G=2a^(2cos  Acos.B— cos.G). 

Pour  que  la  droite  devienne  parallèle  à  Taxe  des  x ,  U  taut 
que  Ton  ait  : 

9oo6.Acos.B=:cos.C»— C06.(A4-B}^  d'où  tang.Atang.B=a. 

Quand  cette  relation  existe ,  la  droite  est  paraUèleau  cAté  AB. 
Il  y  a  une  exception  :  si  tang.  As\/3  ,  alors  AsB=60*,  le 
triangle  est  équilaléral,  et  tous  les  termes  de  Téquation  de  la 
droite  s'anéantissent  ;  alors  les  quatre  pdlnts  se  réduisent  à  un 
seul. 

13.  Cherchons  dans  quel  cas  le  point  G  est  situé  sur  la 
droite  (10).  A  cet  effet ,  substituons  dans  cette  équation ,  à  la 
place  de  x  et  de^,  les  valeurs  des  coordonnées  du  point  G  ;  et, 
mettant  au  lieu  de  16  S%  sa  valeur  développée,  et  passant  tout 
dans  le  premier  membre,  il  vient,  après  avoir  exécuté  les 
calculs  et  fait  les  réductions, 

2c*(a*— 6')(c*— a'— t*)+2a'Zr'c(a— &)+2c5(a— 6)  — 2c* 
(aï— 63)-t.2a6c(a— 6)(a'+a&+^»)  =  0;  (I) 

divisant  par  2c(a— ^),  on  a  successivement  les  équations 


Digitized  by 


Google 


—  «8  — 

(a'+a*+fr»)=0;  (2) 

a*b*+ab{à'+ab+b*)=ab{a  +  by; 
€^^c^(a*+ab+b*)=zc'[c'—a*^ab—b^]=c^{c'  —  a' 

—b^)—ab(^; 
c(o+fc)(c'— a»— ft')-K(c'— tf'— t*)==c(c*--a*— *'')(a+6+c) 

ab{a  +  b)*—ab€^=ab{a+b  +  c){a^b—c); 

donc  le  quotient  (2)  est  divisible  par  a-^b-^^,  et  od  a  pour 
second  quotient 

c(c^— a*— A*)+aft(a-f6— c)=c(c'— ft')+a6(t— c)+a'(&— c); 

divisant  par  fr— c»on  obtient  : 

ût^a'— c(c-f  &)=*(a— c)+(a--c)(a+c)=(a— c)  (^+6+^)  i 

Ainsi  l'équation  (1)  prend  cette  forme  : 

2e(a+6  +  c)'(a— 6)(6— c)(a— c)  =  0. 

Elle  n*est  donc  possible  que  dans  trois  cas  ;  le  point  G,  ne 
peut  donc  se  trouver  sur  la  droite»  que  lorsque  le  triangle 
est  isocèle.  ' 

Ainsi ,  trois  des  quatre  points ,  parmi  lesqueb  doit  se  trou- 
ver 6»  étant  donnés  de  position,  le  triangle  est  déterminé  ; 
on  peut  en  calculer  les  cétés,  comme  on  va  voir. 

1*.  Exprimons  les  distances  e,f,  g,  etc.,  en  fonction 
de  R ,  p ,  /»  au  moyen  des  formules  qu*on  trouve  dans  lés  pa- 
ragraphes (4)  et  (5). 

On  a 

'""  4/^'  "^  4/i'R'  ^^'^^^p 

e"=4R*+4Rp+3p'-^ 
/'=R'— 2Rp 
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15.  Question.  Étant  donné/;  g,  A,  tronver  les  côtés  a,  6,  c  ? 
Solution.  Les  équations  précédentes  donnent 

6A' +5J^_2/' = (R- 2p)*  =-Ç 
d'où 


R*= 


d'où 


et 


«^"-«'eA'+y—a/* 

Or  r=2Rf)pj 

DoncT'  1*9 1  ^»  sont  connus  ;  eîa,  b,c  sont  les  racines  de 
l'équation  or^— pj:'+ça?— r=0. 

16.  On  peut  remplacer  ^  et  A  par  leurs  valeurs  en  A  et  en  kg 
en  effet, 

^~9' 9 ' 

et  l'on  obtient 


Digitized  by 


Google 


—  85  — 

^■"   ac'+a/*— *•   * 

**  ae'+a/"— A* 


Or  R',  Bf ,  sont  esseoUellement  positifs ,  donc 

Aina,  dans  le  triangle  EGH,  l'angle  en  G  est  essentieile- 
meatobtas 
i7.  Exemple: 

c=/=V/i";  k=V%  _ 
d'où  p=5i/3;  p=23;  r=10\/3; 

x»— Sx'  \/3+23x— 10V/3=0; 

x=-^;  ^— l^+69r— 90=0. 

9*  exemple:  e's=3;  T^'^*  A:*s9;  on  parvient  à  TéquatiOD 

faisons 

cos-a= V  JJ=  COS.  !!•  33'  ir, 
les  trois  racines  sont 

^V/7T+|V/5CO8.(60-±ia^;     jV/TÏ-^^/SCOS.a 

18.  /y'  étant  essentiellement  positif,  on  aura 
Résolvant  le  radical ,  on  en  tire 
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On  a  aussi 


rii+V/l53l 
L       16       J' 


ar  >*•— 2c%  (16) 


et  à  fortiori 

57/*>a»ey, 

•^  -^19 

19.  L'équation  /^=:R* — ^SRp,  montre  qu'on  a  toujours 
R>3p  ;  et  lorsque  cette  équation  est  satisfaite,  tout  triangle 
circonscrit  au  cercle  de  rayon  p  est  inscrit  dans  le  cercle  de 
rayon  R  ;  c'est  un  cas  particulier  du  beau  théorème  de  M.  Pon- 
celet  :  un  polygone  étant  inscrit  à  une  conique  et  circonscrit 
è  une  autre  y  il  existe  une  infinité  de  polygones  qui  satisfont 
à  cette  condition  relativement  à  ces  deux  coniques  ;  et  réci- 
proquementy  s'il  arrive  qu'on  ne  puisse  satisfaire  à  cette  con- 
dition pour  un  seul  polygone ,  on  ne  pourra  y  satisfaire  pour 
aucun  autre  polygone  homonyme.  Consultes  le  chapitre  III 
de  la  section  lY  des  Propriétés  projectives  des  figures,  trésor 
précieux  de  propriétés  de  l'espace  que  Fanalyse  n'a  pas  en- 
core explorées. 

90.  Soit  d  la  longueur  de  la  bissectrice  angulaire  intérieure, 
allant  de  l'angle  C  au  cAté  c  ;  on  trouve  facilement 

I 

2abcos.'C 

^^ T7^ 

cr(a+fr)>=4aVcos.*5C 

Ja 
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On  obtieDt  deux  équations  semblables  pour  les  deux  autres 
bissectrices  intérieures  :  ainsi,  connaissant  les  trds  bissectrices 
intérieures,  il  y  a  une  possibilité  analytique  de  déterminer  les 
trois  cités  ;  mais  l'élimination  mène  à  une  équation  très-éle- 
Tée,  parce  qu'elle  renferme  probablement  aussi  les  solutions 
pour  les  bissectrices  extérieures. 

Lorsque  deux  bissectrices  sont  égales,  les  équations  peuvent 
être  mises  sous  une  forme  où  Ton  voit  que  deux  cAtés  doivent 
Atre  égaux,  à  quoi  Ton  parvient  également  par  des  considé- 
raticms  géométriques. 

SI.  Désignant  par  ^  la  bissectrice  médiane  qui  va  de  C 
au  mlUea  du  côté  opposé  et  par  ^  et  ^'  les  deux  autres 
médianes,  il  vient 

d*DU  3(a»-f6"+c')=»(a'+r+n. 

Tm. 


DÉTERMINATION 

DO 

NOMBRE  DES  COMBINAISONS  COMPLÈTES. 
AVL  m.  &xvaxT, 

Capitaine  «FÉtat-miJor. 


1.  On  entend  par  combinaisons  complètes  de  m  lettres 
prises  n  à  n ,  les  groupes  que  Ton  peut  former  avec  ti  de  ces 
lettres  et  diflérant  entre  eux  au  moins  par  une  lettre.  Ce  qui 
distingue  les  combinaisons  simples  des  combinaisons  com- 
plètes» c*est  que  dans  ces  dernières  la  même  lettre  peut  être 
répétée  plusieurs  fois. 
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Ainsi ,  toutes  les  comlMiiaîsons  complètes  des  quatre  lettres 
a,  b,  c,  d,  prises  3  à  3,  sont  : 


abc 

abd 

aed 

bed, 

«** 

n'a 

t^a 

if  a. 

«V 

Ve 

<?b 

d'à, 

O'd 

b'd 

B'd 

*Pc, 

a» 

t» 

c» 

tP. 

Cherchons  l'expression  générale  du  nombre  des  combinai- 
sons complètes  de  m  lettres  prises  nkn.Je  représenterai  ce 
nombre  par  CL,..  D'après  cette  notation ,  Ci.-*'. .-«',  sefa  le 
nombre  de  combinaisons  complètes  de  m — m' lettres  en  pre- 
nant dans  chacune  n— i»'  de  ces  lettres. 

Bn formant  G»,»  groupes  de  n  lettres,  on  écrit,  en  tout 

nCm,n  lettres,  et  chacune  d*elles  est  répétée  —  G»^  fois.  Chér- 
it 

chons  une  autre  expression  de  ce  nombre  :  pour  cela  réunissons, 
parmi  ces  combinaisons,  celles  qui  renferment  une  même 
lettre ,  a  par  exemple,  et  retranchons  a  une  fois  de  chacun 
de  ces  groupes ,  il  restera  alors  les  combinaisons  complètes 
des  m  lettres  prises  n— 1  à  «—1 ,  et  d'après  ce  que  Ton  vient 

de  dire  a  8>  trouve  déjà  répété -^  G.,«.,  fris;  de  plus» 

comme  on  a  retranché  a  une  fois  de  C,n.i  groupes,  Tex- 
pression  cherchée  est: 


CwJi— I  -+"  """^^  C«,«— I. 


On  aura  donc 


liiisant  disparaître  le  dénominateur  et  effectuant  les  réduc* 
tiens,  il  vient 

remplaçant  successivement  n  parn— l,n — 2,,,  3,2,  on  obtient 
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(n— 1)  C«,»-«  =  (w-fn— 2)C-,«-2, 
(«—2)  CL,«-«  =  (TO+»-3)  C«,«-8 , 

3C«,8  =  (/iH-2)C«,2, 

mais ,  d*après  la  notation  »  on  a  évidemment 

C»,i  ^  m, 
multqpliant  toutes  ces  égalités  entre  elles  et  supprimant  les 
facteurs  communs  aux  deux  membres  de  Féquation  résul- 
tante, on  aura: 

.i»(/t— l)(ii— 2)....3.2.1C«,n  =  m{m+i){m+2)...{m+n^i) , 
d*où 

**  1.2.3 n 

Expression  entière»  on  le  démontre  en  algèbre  ;  de  plus,  elle 
est  égale  au  nombre  des  combinaisons  simples  de  m+n — i 
lettres  prises  nkn. 

2.  On  peut,  au  moyen  de  cette  formule,  trouver  le 
nombre  des  termes  du  développement  d'un  polyndme 
(a-f  &-4-C4- +4  ^1^^^  ^  lA  puissance  n. 

En  effet ,  le  terme  général  de  ce  développement  est 
Ca-è-'c""....  /«—w-H»"....^ 

G  étant  son  coefficient.  Il  y  aura  autant  de  termes  que 
Ton  pourra  donner  de  valeurs  différentes  aux  exposants 

/»,/»',m", (n — m — m! — m!' ),  dont  la  somme  est  n. 

Chaque  terme  peut  être  considéré  comme  renfermant  le 
produit  de  n  facteurs  pris  parmi  les  lettres  du  polynôme 
proposé.  Autant  on  pourra  former  de  produits  différents  en 
prenant  n  de  ces  lettres,  mais  en  supposant  que  chacune  peut 
être  répétée  plusieurs  fois ,  autant  le  développement  aura  de 
termes;  c'est-à-dire  que  Texpression  cherchée  est  égale  au 
nombre  des  combinaisons  complètes  de  m  lettres  prises 
nkn;  ainsi ,  le  nombre  des  termes  du  développement 
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est 

1.2.3...  n 
Poar  appliquer  cette  formule  au  cas  du  binâme  (a-f-&)"*,  il 
faut  faire  m=2y  ce  qui  donne 

a.3 m{m  +  i) 


1.2 m 


.=  m+l. 


NOTE 

Sur  leê  àifférenieê  maniérée  d*expritner  qu'une  éçuMan  aâmei 
un  nombre  donné  de  racines  égales  entre  elles. 


Il  existe,  comme  on  sait»  plusieurs  méthodes  pour  trouver 
les  conditions  auxquelles  les  coefficients  d'une  équation , 
/{x)=0,  doivent  satisfaire  pour  que  Téquation  ait  un  cer- 
tain nombre  y  n ,  de  racines  égales  entre  elles.  La  première, 
celle  qu*on  applique  le  plus  ordinairement ,  consiste  à  expri- 
mer que  le  premier  membre/(x)  »  de  Téquation  proposée , 
admet  un  diviseur  de  la  forme  (x— a)*"  ;  a  représentant  la 
valeur  indéterminée  des  n  racines  égales.  A  cet  effet,  on  divise 
f{x) ,  par  (JT— fl)*  ;  le  reste  de  la  division  est  un  polynâme , 
Ax'^*+Rr***+...+R,  du  degré  (n—l)  par  rapport  à  a:,  et 
dont  les  coefficients  A,  B,...R»  sont  des  fonctions  deTincon- 

)osée,/(j:)=O.Ce 
Dt  de  toute  valeur 
ii  la  fois  les  coeffi- 
Le  les  n  équations 
Qune  :  ce  qui  cou- 
les coefficients  du 
premier  membre,  f{x) ,  de  Téquation  proposée. 
Un  second  moyen  d'obtenir  les  conditions  demandées ,  est 
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pris  dans  la  théorie  même  des  racines  égales.  Pour  que  l'é- 
quatioD/(x>=:0,  ait  n  racines  égales  entre  eUes»  il  faut  et  il 
suffit  que  cette  équation ,  et  ses  (/>— 1)  dérîTées  successives 
y'(j:)=0,/'(x)=0,-...,/«-..  (j:)=0,  admettent  une  radne 
commune.  En  exprimant  que  les  n  équations/(x}=0^(:r) 
:=Ot...f»^(x)^0,  ont  une  racine  commune,  on  trouvera 
(it — 1}  conditions  entre  les  coefficients  de/(x). 

Les  conditions  obtenues  de  cette  manière  sont  précisément 
celles  que  donnent  les  équations  A=0»  B=0,...R=0.  Car 
le  système  des  équations  A=0,  B=0  v..R=0,  se  ramène  au 
système  des  équations/(a)=rO ,  /'  (a)=0,.../— ;,(a)=0. 

En  effet,  on  a: 

"^••'•"*"     1.2.3...  («-!)    "^      i.2.3...n      "*"  ''^• 
Par  conséquent^  le  reste  obtenu  en  divisant y^j:)  par 

(a>— a)*,  est 

Ce  dernier  polynôme,  ordonné  suivant  les  puissances  dé- 
croissantes de  X,  devient  : 

_Jl-,W_  (A-.(a)-a/.-.W3 

1.2.3... (B—1)  ^      1.2.3...«— 2  ^ 

On  a  donc  : 

A=«_:^bl(l_,     B^>^-^^^-^-^-<"\etc. 
1.2.3...»  — 1'  1.2.8...  («—2)      ' 

De  sorte  que  le^  équations  A=0,  8=^0,...  revien- 
nent à 

/;«.(«)  =  0,  /«-a(a)  — a/U.(a)  =  0,... 
Et,  ce  dernier  système  se  réduit  à  : 

/^.(a)=0  ,/,-..(a)=0 , /.w=o,yia)=o. 

On  obtient  donc  simplement  par  les  dérivations  successives 
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les  équations  auxquelles  conduit  la  division  ie/[x)  par  {x^a)*; 
et  y  c'est  pourquoi  le  second  moyen  d^obtenir  les  conditions 
demandées,  nous  parait  préférable  au  premier. 

On  trouye  encore,  dans  la  théorie  des  racines  égales,  l'indi- 
cation d'une  autre  méthode  pour  parvenir  aux  conditions 
cherchées.  D  résulte,  en  effet,  du  principe  fondamental  de 
cette  théorie  que,  si  l'équation yi[*2^)=0,  a  n  racines  égales 
entre  elles,  le  premier  membre  /Xx) ,  de  l'équation,  et  sa  dé- 
rivée fix) ,  doivent  avoir  un  commun  diviseur  du^  degré 
{n — 1)  en  x,  et  qui  soit  une  puissance  exacte  de  ce  degré. 
Et  la  réciproque  est  vraie.  On  parviendra  donc  aux  conditions 
cherchées,  en  exprimant ,  d'abord,  que  les  polynômes^Ij:]  ». 
/'(x),  ont  un  commun  diviseur  du  degré  (n— 1),  et,  en 
second  lieu ,  que  ce  commun  diviseur  est  une  puissance  exacte 
du  (i»— l}'^"'  degré.  L'application  de  cette  rj^le  conduit  à 
une  espèce  de  paradoxe  qu'il  s*agit  d'examiner. 

Afin  d'exprimer  que  les  polynômes /(j:),/'(j:),  ont  un 
commun  diviseur  du  degré  (n—1),  on  divise /(x)  par/'(^); 
pmsj^ix)  par  le  reste  de  la  première  division,  et  ainsi  de  suite 
jusqu'à  ce  que,  dans  ces  divisions  successives,  on  soit  par- 
venu à  un  diviseur  d,  du  degré  (n — ^1).  Le  reste ,  r,  de  cette 
dernière  division  est  du  degré  (n— ^  ,*  il  doit  être  nul ,  quelle 
que  soit  la  valeur  attribuée  è  x.  On  trouvera  donc  (/i — 1) 
équations  de  conditions,  pour  établir  que/(x)  etf  {x),  ont 
un  commun  diviseur  du  degré  (n—1). 

Il  faut,  de  plus,  que  ce  commun  diviseur  soit  une  puis- 
sance exacte.  Par  conséquent,  le  polynôme  dûoli  être  divi- 
sible par  sa  dérivée  li'  ;  ce  qui  donne  encore  lieu  à  (n— 2) 
équations  de  conditions,  entre  les  coefficients de/(x).  En  les 
ajoutant  aux  (n—1)  premières,  on  a  (ân-~ 3)  conditions.  Si 
toutes  ces  conditions  sont  distinctes  les  unes  des  autres,  on 
en  trouve  par  cette  dernière  méthode  (/t — 2)  de  plus  que  par 
les  précédentes.  C'est  ce  qu'il  faut  examiner. 
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Nous  allons  d'abord  démontrer  que  ces  (^t-*S)  conditions 
obtenues  ne  sont  pas  toujours  différentes.  C^r»  en  vertu  des 
(n — 1)  équations  de  conditions  qui  annulent  le  reste  r,  le  poly- 
nôme ^devient  diviseur  exactde/(x)et/'(jr).  De  sorte  qu'en 
désignant  par  qetp  les  quotients  des  divisions  def{x) ,  /'(j?), 
par  ^,  on  a  les  égalités  : 

(1)    f{x)=.d4.       (2)    nx)^dp. 

Soient  (j[  la  dérivée  de  ^  et  d  celle  de  d,  l'égalité  (1)  donnera  : 
f{x)^d(j[^qd!\  et,  en  remplaçant  f  [x)  par  sa  valeur  dp^ 
on  aura  :  dp=dq''\-qd\ 
d'où  l'on  tire  dip-^q')  =  d'q,  (3) 

On  voit,  par  cette  dernière  égalité,  que  d  est  divisible  par 
d^  lorsque  le  polynôme  q  est  divisible  par  p — q\  D'où  il  suit 
que  d  sera  une  puissance  exacte  du  degré  (/i — 1),  lorsque  le 

quotient  ,  sera  une  fonction  entière 

p—q' 

Cela  posé ,  nommons  m  le  degré  de  l'équation  proposée 
y(j:)=0.  Le  degré  du  polynôme  q  sera  {m — /i-f-l)  ;  celui  de  • 
(/*""?')»  sera  (m — n).  Supposons  (2»— 3)Xot — 1)  ;  on  aura 
(71— i)Xm — n+*)»  '®  d^%^^  de  £/ sera  plus  grand  que  celui 
de  q.  Alors,  d  tie  peut  être  premier  avec  d  ;  car  l'égalité  (3) 
montre  que  d  divise  le  produit  qd^  et  si  d  était  premier 
avec  d\  il  faudrait  que  d  fût  diviseur  du  polynôme  q^  ce  qui 
est  impossible,  puisque  le  degré  de  d  est  supérieur  à  celui 
de  ^.  Il  en  résulte  que  le  nombre  des  conditions  de  la  divi- 
sibilité de  d  par  d^  se  réduit  en  devenant  égal  au  nombre 
des  conditions  de  la  divisibilité  de  q  99xp--q\  qui  est  au  plus 
égal  à  (m— 7i).  En  ajoutant  à  (m— /i) ,  le  nombre  (n— 1)  des 
conditions  nécessaires  pour  que  d  soit  diviseur  des  polynômes 
f{x),f{x),  on  aura,  au  plus,  (m— 1)  conditions.  Par 
conséquent  «  si  l'on  suppose  (în— 3)>(m— 1) ,  les  (2/i— -3) 

AsK.  ûE  Math*».  I.  .      '^  7 
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égaillés  de  cooditloiiKAteDttes»  oe  aerool  pas  toutes  disUactet 
les  unes  des  autres. 

D'ailleurs,  on  D*obtient  (m  — /i)  coaditions  pour  la  dlYîsi* 
bîlité  de  q  ^x p—c(y  que  si  q  et/i — ^  sont  premiers  entre 
eux.  Et,  dans  ce  cas,  il  est  focile  d'expliquer  pourquoi  le 
nombre  total  des  conditions  est  [m — 1). 

En  effet,  l'égalité  d{p — cD^àq^  mise  sous  la  forme 

dip — q'\ 

— i- — 2-  =<f ,  montre  que  le  polynôme  a,  divise  le  pro- 

duit^(/9 — ^')  Et,  puisqu'il  est  premier  avec/i— /,  il  doit 
diviser  ^.  Or,  lorsqu'au  moyen  des  {m—n)  nouvelles  con- 
ditions, on  aura  exprimé  que  d  devient  une  puissance  exacte 
(x — a)*"',  le  poljrnâme  q  diviseur  de  d  prendra  la  forme 
(x  —  a)**""*^.  En  reportant  ces  valeurs  de  rfet  de  ^,  dans 
régalité  /(x)  =  dq,,  il  en  résultera  /(x)=(j:— a)"*. 

Ainsi,  on  aura  exprimé  que  toutes  les  racines  de  la  pro- 
posée sont  égales  entre  elles ,  et  c'est  ce  qui  explique  pour- 
quoi l'on  trouve  (m — 1)  équations  de  conditions. 
.    Lorsque  (2/i— 3)  est  moindre  que  (m — 1),  le  degré  de  «2  est 
moindre  que  celui  du  polynôme  q.  Dans  ce  cas,  si  £/  et  if 
sont  premiers  entre  eux ,  on  aura  /»  -  2  conditions  pour  ex- 
primer que  d  est  une  puissance  exacte.  Et  par  suite ,  le 
nombre  total  des  conditions  peut  être  (2/i— '3).  Hais  l'é- 
galité d{p'^)=zdqy  fait  voir  que  d  est  diviseur  de  ^^  ;  et, 
puisque  d  est  premier*avec  dy  il  faut  que  d  divise  exacte- 
ment le  polynôme  q.  On  aura  donc,  q=dh,  le  quotients 
étant  un  polynôme  entier  du  degré  (m — 2/i-|^2).  Substituant 
à  9  le  produit  dh,  dans  régalité/(x)=£?^,  il  en  résultera 
/{x)ssd*h.  Les  (/t—â)  conditions  qui  rendent  d  égal  à 
une  puissance  (x  — a)*~'  du   degré   («  — 1),    donnent 
/(x)=(x— a)'*~'/f;  d'où  il  suit  que  si  l'on  trouve  (2/i~3)  con- 
ditions, c'est  parce  qu'on  a  exprim^  que  réquation/(x)=0, 
a  2/1— â  racines  égales. 
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En  termiiuiDt  cette  discussion ,  Je  ferai  obserrer  que  les 
(n — 1)  équations  de  conditions  nécessaires  pour  qu*il  eiiste  un 
commun  diviseur  du  degré  {n — 1),  entre /(x)  eif{x)j  peu* 
▼ent  être  satisfaites  de  plusieurs  manières  différentes.  Parmi 
leurs  solutions 9  on  trouve  celles  du  système  obtenu,  en 
éliminant  jc  entre  les, /i  équations /(j:)=0,  f{x)=0,... 
y*«.i  (x)  =  0.  En  choisissant  ces  dernières  solutions  pour 
les  (n — f }  premières  équations  dont  il  s'agit,  le  polynôme  d 
deviendra  divisible  par  sa  dérivée  d,  sans  aucune  condition 
nouvelle;  et  par  conséquent,  on  aura  seulement  (/»— 1)  rela- 
tions entre  les  coefficients  de  réquationy*(j:>=0 ,  pour  expri- 
mer que  cette  équation  a  n  racines  égales  entre  elles. 

G. 


EXTRAIT  D'UNE   LETTRE 


f 

Proféfteur  luppléant  à  la  facolté  dei  foieneei  dt  Dijon. 


Si  dans  Téquation  de  l'ellipse  rapportée  à  son  sommet  de 
gauche, 


OD  pose  : 


<H1 


a 


4 

on  troure,  comme  on  le  sait  : 

,     «  /»x(/i+2j:)     p'x' 
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Si  l'on  regarde  p  eoinme  constant  et  qu'on  fasse  crottre  a 
de  plus  en  plus,  on  aura  une  série  d'ellipses  de  plus  en  plus 
allongées,  maïs  qui  auront  un  sommet  et  un  foyer  communs. 
Enfin  ^  pour  £i=qo  ,  on  trouve  ^"= 2/7 j:;  d'où  l'on  conclut 
que  la  parabole  est  une  ellipse  infiniment  allongée. 

Hais  y  au  lieu  de  faire  croître  a ,  faisons  le  décroître,  et, 

pour  faciliter  la  discussion,  posons  2^  =  7-  L'équation  (1) 
devient  : 

(2)  y^p{^<i^k)x+k[k'-^2)x\ 

Maintenant,  faisons  varier  ^  de  0  à  -j-oo  ,  et  de  -^-oo  à  0. 
Nous  aurons  ainsi ,  pour 
^  =  0,  la  parabole  limite  ; 
A:>>0,  et  <C  1 ,  des  ellipses  de  moins  en  moins  allongées; 

/zayantunevaleurfinieplusgrandeque^,  et  b<if, 

p 
A:=1,  un  cercle;  ^=^t  et  b=ra, 

k>\  et  <2  ;  nouvelles  ellipses  ;  c'est  supposer  a  <^,  . 

et  > ^  ,•  et  toujours  h<^a, 

A:=:2,  une  droite  limitée,  l'ellipse  se  réduit  à  son  grand 

axe.  On  a  alors,  a=:t^  et  6=0  ;  les  foyers  sont  aux  som- 

4 
mets. 

^>  2 ,  hyperboles  dont  le  sommet  de  gauche  est  à  l'origine  ; 

p 
on  a  /ï  <  -,  et  6  est  imaginaire,  k  augmentant,  a  diminue 

de  plus  en  plus;  l'anale  des  asymptotes  avec*  l'axe  des  x 
augmente ,  et  pour 

^=+®  9  cet  angle  est  droit;  l'hyperbole  se  réduit  à  ses 
asymptotes  qui  se  confondent  avec  la  tangente  au  sommet. 

A:=— 00  ,  même  valeur. 
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^<;0,  mais  fini  :  nouvelles  hyperboles  dont  le  sommet  est 
à  l'origine.  A  mesure  que  k  diminue  en  valeur  absolue,  a 
augmente  en  restant  négatif ,  b  est  toujours  imaginaire ,  et 
l'angle  des  asymptotes  avec  l'axe  des  a:  diminue ,  de  manière 
que  pour 

^=0,  on  a  de  nouveau  la  parabole  limite.  La  parabole  peut 
donc  être  coqsidérée  aussi  comme  la  limite  des  hyperboles 
dont  l'axe  transverse  augmente  indéfiniment ,  ou  dont  la 
branche  de  gauche  est  à  l'infini. 

Il  n'est  donc  pas  exact  de  dire,  d'une  manière  absolue,  que 
la  parabole  a  un  centre,  et  qu'il  est  situé  à  l'infini.  La  parabole 
a  deux  centres  situés  à  l'infini,  l'un  du  c6té  des  x  positifs, 
l'autre  du  côté  des  x  négatifs.  Mais,  il  est  plus  simple  de  dire 
que  la  parabole  est  la  limite  des  ellipses  dont  le  grand  axe 
tend  vers  -f-  oo ,  et  des  hyperboles  dont  le  premier  axe  tend 
vers  l'infini  négatif. 


PROBLÈMES  PROPOSÉS  AUX  EXAMENS. 


1.  Déterminer  les  dimensions  d'un  segment  sphérique  dont 
le  volume  et  Vaire  soient  respectivement  égaux  à  ceux  d'une 
sphère  et  d'un  cercle  donnés. 

Soient  a  eib  les,  rayons  de  la  sphère  et  du  cercle  donnés  ; 
r  et  A  le  rayon  de  la  base  et  la  hauteur  du  segment  demandé  ; 
ou  trouvera  facilement  qtie  les  équations  du  problèmjB  sont  *^ 

r'+h*=zb'  (1) 

A(A'  +  3r>)=8a*  (2) 

Éliminant  r'  entre  ces  deux  équations,  il  viendra  : 

2A'— 3^^'A  +  8^z5  =  0  (3) 
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équation  qui  fera  connaître  h.  La  hauteur  du  segment  étant 
ainsi  déterminée,  on  en  déduira  la  valeur  du  rayon  de  sa 
base  au  moyen  de  l'équation  (1) ,  et  le  problème  sera  résolu. 

DiêctàUz  ré^uaiion  (3).  *—  Cette  équation  a  une  racine  réelle 
négallye,  puisqu'elle  est  de  degré  impair  et  que  son  dernier 
terme  est  positif;  mais  cette  racine  est  étrangère  à  la  ques- 
timi,  car  la  hauteur  du  segment  ne  peut  étr^  une  quantité 
négatîTe.  Quant  aux  deux  autres  racines,  elles  peuvent  être 
imaginaires  :  on  sent,  en  effet,  que  le  volume  donné  peut 
être  trop  grand  pour  pouvoir  être  contenu  dans  la  surface  ttb*. 
Si  ces  deux  autres  racines  sont  réelles,  elles  seront  positives, 
conformément  à  la  règle  des  signes  de  Descartes.  Pourriez^' 
jpous  le  reconnaître  diaprés  la  loi  de  camposition  des  cœfficienis? 

—  Oui,  car  le  produit  des  trois  racines  de  l'équation  (3)  est 
négatif,  et  comme  l'une  d'elles  est  négative,  il  faut  que  le 
produit  des  deux  autres  soit  positif,  et  que  par  conséquent 
elles  soient  de  même  signe  ;  mais  eUes  ne  peuvent  être  né^ 
gatives,  car  la  somme  des  trois  racines  est  nulle  :  donc,  elles 
sont  positives. 

Quelle  est  donc  la  relation  qui  doit  exister  entre  a  ci  b  pour 
que  le  problème  soit  possible?  —  La  condition  de  réalité  des 
racines  de  l'équation  (3)  est,  d'après  la  règle  connue, 

A>«|^3i.,  (4) 

qui  est  aussi  la  condition  nécessaire  pour  que  le  problème  soit 
possible. 
Si  la  condition  'h)  est  remplie,  y  aura-tM  deux  soluUons? 

—  Il  faut  encore,  pour  cela,  que  les  valeurs  positives  de  h 
soient  moindres  que  b,  en  vertu  de  l'équation  (1),  et  que  par 
conséquent  b  soit  une  limite  supérieure  des  racines  positives 
de  l'équation  (3).  8ubstituonsdonc6àAdanslepremierme}nbre 
de  cette  équation  et  dans  ses  dérivées^  et  nous  trouverons  pour 
résultats  : 
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—  *»  +  8«'.      +3**,       +186. 
Don« ,  b  sera  une  limite  si  l'on  a  : 

— ô'+8a'>0      oabieo      4<2a. 

On  voit  ainsi  que  si  b  est  compris  entre  a  j/^  et  Sa,  le 
problème  admettra  deux  solutions,  qui  se  réduiront  à  une 
seule,  si  6=aK  32,  car  c'est  là  la  condition  d'égalité  de  deux 
racines  de  l'équation  (3). 

Si  b=Sta,  on  trouve  hss%i  et  r=sO,  de  sorte  qu'au  lieu 
d'un  segment  sphérique,  on  a  une  sphère  dont  le  diamètre 
est  2a.  L'autre  valeur  positive  de  A  est  a  (l/s-l)  :  elle  est 
moindre  que  2a=6,  et  fournit  par  conséquent  une  2*  solu- 
tion de  la  question. 

Si  &>2a,  la  condition  (k)  étant  nécessairement  remplie, 
les  trois  racines  de  l'équation  (3)  sont  encore  réelles,  mais 
il  n'y  a  cependant  qu'une  seule  solution,  parce  qu'alors 
— fr' +8a^  <0,  et  qu'ainsi  l'une  des  racines  positives  de  cette 
équation  est  moindre  que  6,  et  l'autre  est  plus  grande  que  b. 

Dam  quel  cas  le  volume  du  segment  sphériqtie  serart4l  le 
pl%u  grand  possUile  ? —  La  condition  (k)  revient  à 

b 

de  sorte  que  le  segment  sera  maiimum  quand  on  aura 

b 


a  = 


\/zi 


Pauvex-eous  construire  ce  segment  maximum?  —  Oui,  car 
Inéquation  (3)  ayant  alors  deux  racine^  égales,  l'une  d'elles 
àoii  satisfaire  à  sa  dérivée 

b 
et  comme  cette  équation  n'a  qu*une  racine  positive  — ;^,  c'esl 

K  2 
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celle-ci  qui  entre  deax  fois  dans  la  proposée.  La  valeur  corres- 

b 
pondante  de  restaussi  — — ,  de  sorte  que  le  segment  maximum 

V/2 
est  un  hémisphère  dont  le  rayon  est  la  moitié  du  c6té  du 
carré  inscrit  dans  le  cercle  donné. 

Aurait-on  pu  prévoir ,  diaprés  la  nature  géométrique  de  la 
question,  que  le  problème  n'admettrait  deux  solutions  que  dans 
certains  cas,  et  distinguer  ces  cas?  —  Supposons  que  Ton  ait 
construit  un  segment  dont  Taire  soit  égale  à  celle  du  cercle 
donné,  et  opposons-lui  par  sa  base  un  segment  égal ,  on  for* 
mera  ainsi  un  corps  dont  le  Tolume  sera  maximum  quand 
chaque  segment  sera  un  hémisphère,  puisque  parmi  tous  les 
corps  qui  ont  la  même  aire ,  la  sphère  est  celui  qui  a  le  plus 
grand  volume.  Le  segment  dont  l'aire  est  rb""  sera  donc  le 
plus  grand  possible  quand  il  sera  un  hémisphère  ;  donc ,  le 

rayon  sera  y  tr-  =  — —  ,  comme  nous  Favons  trouvé  plus 

b^ 
haut.  Son  volume  sera  par  conséquent  jt?  -— _  ;  de  sorte  qu'on 

\/2 
aura  alors  b^'=ha^\/2,  ou  b=avM,  ce  qui  s'accorde  en- 
core avec  ce  qui  précède. 

Supposons  maintenant  que  l'on  ait  construit  ce  segment 
maximum  et  que  Ton  fasse  diminuer  le  rayon  de  sa  base 
d'une  manière  continue,  son  aire  restant  constamment  égale  à 
Tib*  :  sa  hauteur  devra  augmenter,  mais  seulement  Jusqu'à  ce 
que  le  rayon  de  la  base  étant  réduit  à  zéro,  le  segment  soit 
devenu  une  sphère  ayant  b  pour  diamètre  et  par  conséquent 
^r6'  pour  volume.  .Donc,  si  ji^a^'^lnb^,  d'où  ^<;2a,  il  y 
aura  eu  un  instant  où  le  volume  du  segment  aura  été  égal  à 
celui  de  la  sphère  donnée ,  puisqu'il  a  varié  d'une  manière 
continue  à  partir  de  sa  plus  grande-valeur. 

Si  l'on  suppose,  au  contraire,  que  le  rayon  de  la  base  du 
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b 
segment  croisse  d*une  manière  continue  depuis — = ,  Taire  de 

ce  segment  restant  toi^ours  égale  à  ir&%  sa  hauteur  h  ira  en 
diminuant;  mais  comme  alors  r  reste  constamment  moindre 
que  by  le  produit  r'A,  et  par  conséquent  le  volume  du  seg- 
ment, décroîtra  indéfiniment  avec  A,  de  sorte  qui!  y  aura 
un  instant  où  ce  volume  sera  égal  à  JTr^^ 

Concluons  donc  que  lorsque  le  problème  sera  possible,  11 
aura  deux  solutions,  si  b<C2a,  ou  =2a  :  Tun  de  ces  seg- 
ments sera  alors  plus  petit  qu*un  hémisphère,  et  l'autre  sera 
plus  grand;  mais  si  b>2a ,  il  n'y  aura  qu'une  seule  solution , 
et  le  segment  sera  moindre  qu'un  hémisphère. 

â.  Étant  donnée  une  équation  ff{x)=:0  du  degré  m  à  coeffi- 
cients indéterminés,  trouver  les  relations  qui  doivent  exister 
entre  ces  coefficients ,  pour  que  deux  racines  de  la  proposée  satis- 
fassent à  Véquation  à  deux  inconnues  py4-<iz=r  ;  et  déterminer 
ces  racines,  lorsque  les  conditions  dont  il  s'agit  seront  rem-- 
plies. 

Soient  aeib,  deux  racines  de  l'équation  y(a:)=0,  qui  véri- 
fient l'équation  pj''{-qz=:r.  On  aura  donc  : 

if{a)=rO,       f(^)=0,       pa'j-qb  =  r. 
On  tire  de  cette  dernière 

h  ==  — ^    et  par  conséquent    a  (6)  =  (p  (  — —  )  ; 

d'où  l'on  voit  que  les  deux  équations 

/r-^px\ 

ont  la  racine  commune  a;  par  conséquent,  leurs  premiers 
membres  ont  un  commun  diviseur.  Ainsi ,  pour  résoudre  le 
problème ,  on  cherchera  le  P.  G.  C.  diviseur  des  polynômes 


y(x)  =  0     et     ^(_f:-j==o, 
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r(x)  et  f  (       ■    j ,  Où  pouspera  Topération  jusqu'à  t%  qu'on 

soit  arrifé  à  un  reste  iDdépeudant  de  j:,  et  »  en  égalant  ce 
reste  à  zéro ,  on  aura  la  relation  demandée 

Si  la  proposée  doit  avoir  n  couples  de  racines  qui  féri- 
fient  réquation  /i^-|-^z=r,  le  P,  G.  C.  diviseur  dont  il  s'agit 
devra  être  du  /i<^™«  degré,  de  sorte  qu'on  arrêtera  le  calcul» 
nécessaire  pour  le  déterminer ,  au  reste  du  (n—i)^^^^  degré, 
lequel  sera  de  la  forme 

A^x— +  A.X— + +  A.. 

Ce  reste  devant  être  nul  quelle  que  soit  la  valeur  de  x.  il  fau* 
dra  que  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  cette  quan- 
tité soient  nuls,  ce  qui  donnera  les  n  équations  de  condition 

A.  =0,      A.  =  0,...      A«  =  0. 

La  proposée  devra  donc  avoir  au  moins  n  coefficients  indé- 
terminés. 

Si  Ton  suppose  ces  conditions  satisfaites,  on  trouvera  néces- 
sairement un  P.  G.  C.  diviseur  D  entre  les  polynômes  ^(jr)  et 

f  ( — —] ,  et,en l'égalante  zéro, on  formera  une équationdont 

la  résolution  fera  connaître  les  racines  de  7(jr>=0,  qui  doivent 
être  mises  à  la  place  de^  dansréquation/r^-f-^«=r;  de -sorte 

que,  pour  avoir  leurs  conjuguées,  il  n'y  aura  qu'à  rempla- 

r— — »v 
cer^  par  les  valeurs  trouvées  de  j:,dansla  formule  2=  — ^  . 

9 
On  voit  donc  que  si  le  P.  G.  C.  diviseur  D  est  d'un  degré 

supérieur  au  1" ,  il  y  aura  en  général  autant  de  couples  de 
racines  de  Téquation  r  {x)=0 ,  qui  satisferont  à  l'équation 
^-}-^z=r,  qu'il  est  marqué  par  le  degré  de  ce  P.  G.  C.  di- 
viseur.  Toutefois,  cette  cohséquence  serait  inexacte  si  la 

r pc 

proposée  avait  une  racine  c  telle  que  — ^  fftt  égale  à  c. 

r 
ou,  ce  qui  revient  au  même ,  si  elle  avait  une  racine  c=  — ^ — . 

P+9 
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En  effet,  cette  racine  yérifle  réquatioo  n^^^^  ]«0 ,  puis- 
que, d'après  notre  hypothèse,  faire  xsse  dans  cette  équa- 
tion ,  c'est  faire  jc=c  dans  la  proposée.  Donc  c  est  racine 
de  D=:0 ,  de  sorte  que  cette  équation  détermine  non-seule- 
ment les  racines  de  (p(j:)=^0,  qui,  conjointement  avec  une 
autre  racine  de  cette  dernière  équation,  vérifient /?r+îz=r, 

r 
mab  encore  celle  des  racines  de  ?  (x):=0  qui  est  égale  à  — ; — , 

P+9 

si  réquation  en  a  une  pareille ,  et  elle  la  donne  autant  de  fois 
que  cette  racine  entre  dans  la  proposée. 

Ainsi ,  avant  de  s'occuper  de  la  recherche  des  racines 
de  ç(x)=0  qui  satisfont  à  /?^+î2=r,  on  commencera  par 

/• 
eiaminer  si  — r—  est  racine  de  cette  équation,  et  on  devra  la 
P+^ 

r 
débarrasser  de  toutes  les  racines  égales  à  — ; —  qu'elle  pourra 

P+9 
contenir,  ce  qui  ne  saurait  présenter  de  difficulté. 

3.  S\p=q ,  les  deux  équations  (f{x)=0  et  <p  ( — —j  =0 

seront  également  vérifiées  par  x=râ(  et  par  x==6,  de  sorte  que 
ces  quantités  seront  racines  de  l)=0  :  et  en  effet  les  trois 
équations 

?(«)=*  0,       <p(^)=0,      p{a+b)=r, 
étant  symétriques  par  rapport  à  a  et  à  &,  le  calcul  qui  déter- 
minera l'une  de  ces  quantités  devra  aussi  déterminer  l'autre. 
JOonc,  Véguati(m  J)=0  nous  donnera  tous  les  couples  de  racines 

r 
de  f  {a:)=0 ,  dont  la  somme  est  -  ;  mais  elle  devra  donner, 

P 
en  outre ,  toutes  les  racines  de  la  proposée  qui  sont  égales 

if- 

2/» 

r 
Si  aucune  des  racines  de  la  proposée  n'est  égale  à  r- ,  et 

2/» 
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I 


que  chacune  «joutée  avec  une  autre  forme  une  somme  égale 


r 


à  -,  on  voit  que  Inéquation  D=0  aura  les  mêmes  racines  que 
P 

la  proposée,  de  sorte  que  notre  méthode  deviendra  illusoire. 
Mais  alors  on  observera  que  si  Ton  choisit  une  inconnue  auxi- 
liaire /  qui  soit  une  fonction  symétrique  quelconque  des  deux 
racines  conjuguées  ^z  et  h ,  comme  t=:ab^  ou  i=^z'-f-6',  etc., 
cette  inconnue  aura  autant  de  valeurs  qu*il  y  a  de  racines 
dans  la  proposée  ;  mais  comme  ces  racines  soat  égales  2  à  2 , 
réquation  en  t  s'abaissera  à  une  équation  de  degré  sous- 
double  ,  en  extrayant  la  racine  carrée  de  ses  deux  membres. 
Il  en  sera  encore  de  même  si  les  valeurs  de  /  sont  égales  et 
de  signes  contraires ,  ce  qui  arrivera  si  Ton  pose  t=ui — b. 
Hais,  dans  le  cas  actuel,  on  n*aura  qu'à  faire  évanouir  le  second 
terme  pour  ramener  l'équation  proposée  à  une  autre  de  degré 
sous-double  ;  car,  en  désignant  par  2n  le  nombre  de  ses  ra- 

nr        r 
cines,  on  diminuera  chacune  d'elles  de  - —  =  r-,  de  sorte 

^np     2p 

p 
que  les  deux  racines  conjuguées  a  et  b  deviendront  a — — - 

2p 

r  r  r 

et a — ---= — a4---  :  ainsi  l'équation  transformée  aura 

ses  racines  égales  2  à  2  et  de  signes  contraires,  donc  elle  sera 
réductible  à  une  équation  de  degré  sous-double. 

4.  Examinons  actuellement  quelques  cas  particuliers  du 
problème  que  nous  venons  de  développer ,  et  spécialement 
ceux  que  l'on  considère  le  plus  souvent  dans  les  examens. 

L'équation  9(j:)=0  a  deux  racines  égales  et  de  signes  con- 
traires :  trouver  ces  racines. 

Ici  r=0  et  q=-\-p^  de  sorte  que  l'on  résoudra  le  problème 
en  cherchant  leP  G.  C.  diviseur  entre  les  premiers  membres 
des  équations 
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7(x)=:0  et  fi^x)  =  on. 
Mais  j*obserTe  qu*aa  système  de  ces  deax  équations  on  peut 
substituer  le  système  formé  de  leur  somme  et  de  leur  diffé- 
rence :  or,  si  la  proposée  est  de  degré  pair,  la  somme  ne 
renfermera  que  des  termes  de  degré  pair ,  et  la  difTérence 
ne  renfermant,  au  contraire,  que  des  termes  de  degré  impair, 
on  pourra  la  diviser  par  jr,  ce  qui  ramènera  à  une  équation 
dont  tous  les  termes  auront-  des  exposants  pairs.  Il  en  serait 
de  même  si  la  proposée  était  de  degré  impair;  donc,  on  pourra 
substituer  ainsi  au  systèmedeséquations  y  (a:)=0'et  <p  (— J7)=r0, 
le  système  de  deux  autres  équations  dont  tous  les  termes 
seront  de  degré  pair,  de  sorte  que  les  restes  que  Ton  obtien- 
dra en  cherchant  le  plus  grand  commun  diviseur  de  leurs 
premiers  membres  seront  aussi  de  cette  même  forme.  Le 
nombre  des  solutions  de  la  question  sera  ainsi  marqué  par 
la  moitié  du  degré  du  plus  grand  commun  diviseur  trouvé. 

5.  Trouver  les  relations  qui  doivent  exister  entre  les  coeffi^ 
dénis  indéterminés  d'une  équation  ^  (x)  =  0  potir  que  deux  de 
ses  racines  soient  dans  le  rapport  deXkq. 

n  suffira  de  supposer  r  =  0  et  /?  = —  1  dans  la  question  du 
n<*2,  ce  qui  conduira  à  chercher  le  P.  G.  C.  diviseur  des  deux 

polynômes  ^[x)  et  <pf  —  V  et  à  égaler  à  zéro  le  reste  indé- 
pendant de  X  (**). 


(  *)  Pour  traiter  la  question  direcleneni,  ei  c'est  ce  qu'il  Taut  tat^ourt  faire 
dans  an  examen ,  on  dira  :  Si  je  transforme  la  proposée  en  une  autre  dont  les 
racines  soient  égales  et  de  signes  contraires  aux  siennes,  j'obtiendrai  une 
é4|oaUon  f  (~x)— O  qui  aura  deux  racines  communes  avec  la  proposée  ;;(a;)— o, 
4t  sorte  que  leurs  premiers  membres  auront  un  commun  diviseur  du  2«  degré, 
qiii,égalé  à  xéro,  fournira  uneéquatien  dont  les  racines  résoudront  le  problème. 

(**)  Pour  traiter  cette  question  à  priori,  nous  dirons:  Si  nous  transformons  la. 
proposée  en  une  autre  dont  les  racines  soient  f  fois  plus  grandes,  nous  obtien- 


drons une  équation  <?l  —  j-BOqui  aura  une  racine  commune  avec  la  proposée 

^(4P)— 0,  de  sorte  que  leurs  premiers  membres  auront  un  commun  diviseur  du 
i«  degré,  etc. 
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6.  Si  l'on  roulait  quHty  eût  n  couples  de  racines,  iUmt  le 
rapport  fût  q,  on  observerait  que  le  P.  G.  C.  diviseur  des 

polynômes  7  [x)  et  y  (  -  j  devrait  être  alors  du  /i*^"^  degré, 

de  sorte  qu*ii  faudrait  égaler  à  zéro  les  coefficients  des  di- 
verses puissances  de  x  dans  le  reste  correspondant , 

A.^'-'  +  A.o:"'* +....+ A,. 

ce  qui  donnerait  les  n  équations  de  condition , 

A,  =0,  A,=  0,...      A„=0. 

Mais  si  le  rapport  q  n'est  pas  donné ,  ce  qui  arrivera  si  Fon 
demande  seulement  que  2  n  racines  de  <p  (jr)  =  0  forment  une 
mite  de  rapports  égaux ,  on  observera  que  les  n  équations 
précédentes^devront  être  vériûées  par  une  même  valeur  de  q , 
de  sorte  que  leurs  premiers  membres  doivent  avoir  un  commun 
diviseur  ;  on  cherchera  donc  le  P.  G.  C .  di  viseur  entre  deux  de  ces 
premiers  membres,  et  on  poussera  ropération  jusqu'à  un  reste 
indépendant  de  q ,  que  Ton  égalera  à  zéro  ;  puis  on  exprimera 
que  le  reste  du  1»^  degré,  que  l'on  aura  ainsi  trouvé,  divise  les 
premiers  membres  de  toutes  les  autres  équations,  et  l'on  ob- 
tiendra ainsi  (n  —1)  équations  de  condition  qui  répondront  à 
la  question.  Elles  résultent  comme  on  voit  de  l'élimination  de 
q  entre  les  n  équations  A,=0,  A,=0 An=0. 

7.  f^eut-on  que  toutes  les  racines  de  V équation  ff{x)=:Q  for- 
ment une  progression  par  quotieni?  on  observera  qu'en  sup- 
posant cette  équation  du  degré  m, ,  si  l'on  groupe  chaque 
terme  de  la  progression  avec  lé  suivant,  on  formera  {m — 1) 
couples  de  racines  dont  le  rapport  est  une  certaine  quantité  q , 

de  sorte  que  le  P.  G.  C.  diviseur  entre  f  [x)  et  q>  f  — \  sera  du 

degré  (m— 1)  :  on  égalera  donc  à  zéro  les  coefficients  des  di- 
verses puissances  de  x  dans  le  reste  du  degré  (m — % ,  et  si  7 


Digitized  by 


Google 


—  107  — 

estconna,  on  aura  ainsi  (m — 1)  équations  de  condition,  liais 
si  la  raison  n'est  pas  donnée»  il  faudra ,  comme  on  Ta  ru  tout 
à  Theure,  éliminer  q  entre  ces  {m — 1)  équations,  ce  qui  ré- 
doîca  à  (m— 2)  le  nombre  des  équations  de  condition. 

8.  La  méthode  que  nous  venons  d'indiquer  a  toute  la  gé- 
néralité possible ,  mais  elle  a  l'inconvénient ,  qui ,  d'ailleurs , 
est  inhérent  à  la  nature  de  la  question,  d*exiger  des  calculs 
très-laborieux.  Cependant  on  propose  quelquefois  dans  les 
examens  de  déterminer  la  valeur  qu'il -faut  donner  à  un 
coefficient  indéterminé  pour  que  l'équation  résultante  ait  ses 
racines  en  progression  géométrique ,  .et ,  dans  ce  cas ,  on  peut 
obtenir  cette  valeur  assez  vite  de  la  manière  suivante  :  soit^ 
par  exemple ,  l'équation 

2x4— 15a^+Cx*— 30x+8  =  0, 

qui  doit  avoir  ses  racines  en  progression  par  quotient  au  moyen 
d'une  détermination  convenable  de  C.  Soit  q  la  raison ,  les 
quatre  racines  seront  de  la  forme 

a,       aq,       aq\       aq^  \ 
et  on  aura  ainsi 

•s 
«Y  =  i=4\       d'où       aq"''  =  \/2; 

donc ,  en  transformant  la  proposée  en  une  autre  dont  les 

racines  soient  égales  pix  siennes  divisées  par  1^2,  les  racines 

de  cette  nouvelle  équation   . 

^4_|5v/2.^3-(-C^'^15V/2^+4  =0, 
seront 

c'est-à-dire  réciproques  et  en  progression  par  quotient.  Si 
donc  le  coefficient  indéterminé  ne  portait  pas  sur  le  terme 
du  milieu»  il  serait  immédiatement  déterminé,  en  écrivant 
que  cette  équation  est  réciproque.  Comment  donc  faire  dans  le 
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cas  actuel  ?  Posons  ^-{~  ~~*t  ^  l'équation  résultante    . 

aura  pour  racines 

il  »        1 

Mais  si  Ton  représente  q^-i"-;  psit  y,  on  trouve  facilement 
que  g«-| ^  =75—37,  de  sorte  que 

Doncles  équations 

4z'— 15V/2.Z+C— 8  =  0, 

t      «       ^5V/2       ^ 
2^— 2z -—  =0, 

ont  la  racine  commune  7  ;  donc ,  leurs  premiers  membres 
doivent  avoir  un  Tacteur  commun,  ce  qui  déterminera  C.  Si 
Ton  cherche  ce  facteur  commun  on  trouvera  facilement  que 
le  reste  indépendant  de  z  donne  : 

C3-,8C*+450C— 225.217  =0, 
équation  qui  a  35  pour  seule  racine  réelle.  Veut-on  mainte- 
nant résoudre  Téquation  * 

2jc*  — 15x5+35^*— 30x+8=  0. 

On  résoudra  Téquation  ^z'— 15|/2.z-}-35 — 8=0,  ce  qui 
9  3 

donnera  «= -r  et  2=  —  -  ;  puis  on  substituera  succès- 

2\/2  1/2 

sivement  ces  valeurs  dans  Téquation  ^r+  ~  =z,  et  on  trou- 
vera ainsi 

r=-^>  =i2V/2;  =i/2.  =4^ 

2V%  V2 
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cl  enfin;  en  multipliant  ces  quatre  valeurs  par  1/2,  on  ob- 
tiendra les  racines  de  la  proposée  { ,  1  »  2 ,  4. 

9.  On  imiqu'une  équationdu  d^ré  m  a  ses  racines  enpro- 
gressionpar  quotient  :  an  propose  de  déterminer  ces  racines. 

Nous  distinguerons  deux  cas,  suivant  que  la  raison  sera  ou 
ne  sera  pa«  donnée. 

!«'  cas.  Soit  q  la  raison ,  les  m  racines  de  la  proposée  pour- 
ront  être  représentées  par 

a,     aq^     aq\     aq^,...  aq"^. 

Cela  posé,  si  Ton  en  fait  le  produit,  on  trouvera  qu'il  est 

égal  à  a-^  2  ;  mais  ce  produit  est  égal  au  dernier  terme 
de  réquation  proposée ,  pris  avec  son  signe ,  ou  avec  un  signe 
cbntrair^,suivantqu'elleestde  degré  pair,  ou  impair;  donc,  en 
appelant  D  ce  produit  qui  nous  est  connu ,  nous  aurons  : 

^*î^î~=U,  d'où  aq^^Vv,  et  partant  a=    ^^  > 

ce  qui  fera  connattre  une  des  racines  extrêmes,  et  par  suite 
toutes  les  autres.  On  trouvera  m  valeurs  pour  a ,  mais  il  sera 
facile  de  distinguer  parmi  ces  m  valeurs  ceUe  qui  vérifie  la 


Remarquons  que  si  m  est  impair  et  égal  à  2/i+l ,  la  quan- 

titéoy  2    devient^ïî«;donc,  on  oft/fendra /a  racine  moy«in«, 

^^trayafUlaracin^m^^duderniertern^deVéquaiim,^ 
^  signe  contraire. 

Cette  remarque  fournit  le  moyen  le  plus  simple  d'exprimer 
9«e  les  trois  racines  de  l'équation 

x5— Aa?>+ar_C=0 

^wu  en  progression  par  quotient.  En  effet  ^  la  racine  moyenne 
Arr.  m  Mathév.  I.  $ 
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devant  être  égale  à  la  racine  cubique  du  produit  des  trois  ra- 
cines, il  faudra  que  p^  yériûe  cette  équation  :  ainsi  »  on 
devra  avoir 

ou  ce  qui  revient  au  même  : 

Or  C  n'est  pas  nul,  sans  quoi  la  racine  moyenne  étant  zéro , 
les  deux  autres  seraient  aussi  égales  à  zéro;  donc ,  il  faut  que 

B_A|^=0,      ou  bien  que      B^— A5C  =  0. 

Cette  condition  est  suffisante  y  car  si  l'on  désigne  les  racines 
de  la  proposée  fwta,b^  c,  elle  exprime  que  [/abc  est  une 
de  ces  racines ,  et  est  par  conséquent  égale  à  6 ,  par  exemple  ; 
donc  yâJbc=b,  d'où  V^ac,  et  par  suite  faible. 

Si  A=0,  la  condition  B^— A'C=50  se  réduit  à  B=0 .  de 
sorte  que  l'équation  proposée  est  alors 

et  en  effet,  en  appelant  «  une  des  racines  cubiques  imagi- 
naires de  l'unité,  les  racines  de  cette  équation  sont  : 

3*  Coè.  Appelons  q  la  raison  inconnue  de  là  progression»  nous 
avons  vu ,  (7)»  que  les  deux  équations 

devaient  avoir  les(/n—l)racines  communes  aq^  aq" ^y"*"', 

qui  sont  celles  de  l'équation  formée  en  égalant  leur  P.  G.  C. 
«Uriseur  à  zéro;  on  cbercbera  donc  ce  P.  6.  C.  diviseur,  et 
on  écrira  que  le  reste  du  (m— 2)i^«  degré , 

A,x-^+A^--3+.,.+A«-,, 
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est  ideoUquenieiit  nul,  ce  qui  donnera  les  (m— 1)  équations 
de  condition 

qui  devront  avoir  pour  racine  commune  la  raison  q  de  la 
progression.  Mais  comme  il  n'y  a  pas  de  motif  pour  regarder 
cette  progression  comme  étant  croissante  plutôt  que  décrois- 
sante, elles  auront  aussi  la  racine  commune  -  ;.de  sorte  que 

leurs  premiers  membres  auront  un  commun  diviseur  du 
deuxième  degré  »  lequel  sera  le  coefficient  A,  de  x  dans  le 
premier  terme  du  reste  A,*~'-fA.j:**^'+...+AnH-i,  car  ce 
coefficient  est  du  deuxième  degré  par  rapport  à  ^  :  on  réga- 
lera donc  à  zéro,  ce  qui  fournira  une  équation  d'où  Ton 
tirera  la  valeur  de  ^,  et  on  rentrera  ainsi  dans  le  premier 
cas;  mais  il  sera  plus  simple  de  remplacer  9  par  sa  valeur , 
dans  réquation  formée ,  en  égalant  à  zéro  le  quotient  de  la 
division  de  <p(x)  par  le  reste  du  (w— l)»*me  degré,  car  on 
aura  ainsi  très-simplement  une  des  racines  extrêmes. 

J'ai  dit  que  A,,  est  du  second  degré  par  rapport  à  9 .-  en 
effet ,  l'équation  (p(a:)=0,  étant 

x*4-Aa:'*-'+B^'"-4-Cx*^|  +  ...+U=0, 
on  aura 

donc 

7 T-'^— f (x)=0=Aa:*^'+B(y+t)x*^*-}-C(î*H^+l)x'^'-h.^  . 

Ce  polynôme  doit  donc  diviser  f  (x) ,  ou ,  pour  éviter  les  quo- 
tients fractionnaires,  t^,^{x\  Le  premier  terme  du  quotient 
de  leur  division  sera  Ax»  et  le  reste  correspondant 

AfA»-B(?+f)]ar-'^.A[AB-C(î"+5r+l)]x--+ 
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Le  second  terme  de  cequotient  sera  A*— B(j-i-l) ,  de  sorte  que 
le  c()efficient  de  x**~*  4ans  le  reste  sera 

A.:^A[AB-C(î'+î+l)]-B(î+l)[A*-B(î+1)], 

c*esMi^ire  du  second  degré  par  rapport  à  q. 
Exemple.  Résoudre  Téquation 

X*— 15a:»+7ar*— 120a:+6*=0, 

dont  les  racines  sont  en  progression  par  quotient. 
On  aura 

A?£_ =150^— 70(9+1  )j:'  +  120(/+g+l)ar 

Le  quotient  de  la  ditision  de  <p(j:)  par  ce  polynôme  est 
x-^-iihq — 31),etle reste  a  pourcoefficientdesonpremierterme 
310(2^'— 55^+2).  Égalant  ce  reste  à  zéro,  on  en  tire  y =2 
et  9=  ;  ;  remarquons  que  comme  on  a  multiplié  le  second 

dividende  partiel  par  3,  Féquation  X'\ i- — =0,  donnera 

la  première  racine^  En  ("aisant  ^=2,  on  trouve  x=l ,  et  ainsi 
les  quatre  racines  sont  1 ,  2»  <^  >  8. 
Cette  méthode  est  générale,  et  n^exige  pas  la  résolution  d'une 

équation  de  degré  supérieur  au  second. 

* 

10.  Trouver  les  relalionê  qui  doiverU  exister  entre  les  coeffi- 
cients indéterminés  de  réquation  r(^)=0 ,  pour  qu'elle  ait  u  ra- 
cines en  progression  par  quotient. 

La  méthode  du  J)""  7  ne  pourrait  pas  conduire  i  la  solution 
de  ce  problème,  de  même  que  le  principe  fondamental  de  la 
théorie  des  racines  égales  ne  peut  pas  servir  à  exprimer  qu'une 


Digitized  by 


Google 


—  113  — 

équation  à  coefficients  indéterminés  a  une  racine  de  Fordren  ; 
nous  dirons  donc  :  soient  a^aq^  atf,,.  a<f^'  les  n  racines 
qui  doivent  être  en  progression  par  quotient,  siFontran»*- 
forme  successivement  l'équation  proposée  ^j:)=0  ,  en  (n — 1) 
autres  équations  dont  les  racines  soient  respectivement  égales 
à  celles  de  la  proposée  multipliées  par  q ,  <f,  ^•j...?*^,  il  est 
clair  que  les  n  équations 

,(-)=o.   .(0  =  0.   .(^)-o t(^)  =  o, 

auront  la  racine  commune  tuf'^  ;  donc,  leurs  prenviers  mem- 
bres doivent  avoir  un  commun  diviseur.  En  conséquence  »  on 

diercbera  le  P.  G.  C.  divîseurentre  f(j:)et  À  —  Von  poussera 

Topération  jusqu'à  ce  qu*on  soit  arrivé  à  un  reste  R,  indépen- 
dant de  X,  et  on  régalera  à  zéro  ;  puis  on  exprimera  que  le 
reste  précédent  divise  tous  les  autres  polynômes,  et  on 
obtiendra  ainsi  les  {n — 1)  équations  de  conditions  : 

R.  =  0,      R.  =  0,      R«-,  =0, 

qui  résoudront  le  problème ,  si  la  raison  q  est  donnée  ;  sinon , 
on  éliminera  cette  inconnue  entre  elles ,  et  on  trouvera  ainsi 
(r — 2)  équationstte  conditions. 

11.  SiTéqtuUion,  (p(j:)=0,  anracinesenprogremonpar 
q%wtient  ci  que  Von  veuille  déterminer  ces  racinèê^  on  cher- 
chera le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux  polynômes 

j>  (  -lïz;  )  et  y( -;^  )  ;  on  en  trouvera  un  du  premier  degré, 

si  la  proposée  n*st  pas  plusieurs  systèmes  de  n  racines  en  pro- 
gression géométrique^  et^  en  1  égalante  zéro,  on  formera  une 
équation  qui  fera  connaître  Fune  des  racines  extr£mes>  et  il 
sera  întUe  d'en  déduire  les  autres,  puisque  nous  supposons 
que  la  raison  est  eonnue. 
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Mais  si  la  raison  n'est  pas  donnée,  on  devra  chercher  le 
plus  grand  commun  diviseur  des  n  polynômes 

et  on  arrivera  ainsi  à  {n —  1)  restes 

Rit      R,,....      Rr^i  , 
lesquels  devront  être  anéantis  par  la  valeur  inconnue  de  q  et 

de  - .  En  conséquence ,  on  cherchera  le  plus  grand  commun  di- 

î 
viseur  de  ces  restes,  et  on  en  trouvera  un  du  deuxième  degré. 

On  régalera  à  zéro  et  on  en  tirera  la  valeur  de  la  raison.  Sub- 
stituant cette  valeur  dans  Féquation  formée  en  égalant  à  zéro 
le  plus  grand  commun  diviseur  de  nos  n  polynômes 

on  en  déduira  la  valeur  de  la  plus  grande  et  de  la  plus  petite 
des  racines  cherchées. 

12.  Il  est  évident  que  tout  ce  que  nous  avons  dit,  aux  nu- 
méros St  6>  ^»  S>  9, 10  et  11  s*appliquera  très-bien  aux  équa- 
tions dont  les  racine»  seraient  en  tout  ou  en  partie  en  propor- 
tion ou  en  progression  par  différence  ;  nous  nous  dispenserons 
donc  de  parler  de  ces  équations.  Toutefois,  nous  indiquerons 
la  méthode  luivatite  pour  résoudre  une  équation  algébrique 
dont  les  racines  seraient  en  progression  par  différence,  parce 
qu*elle  offrira  une  application  intéressante  de  la  méthode  ées 
coefficients  indéterminés.  Soient 

réquation  proposée,  a  la  première  de  ses  racines  et  r  la  raison  i 
on  sitit  d'abord  que 

â 
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D'UD  attire  côté ,  il  est  évident  que  si  da  carré  du  coelDcient 
du  deuxième  terme  on  retranche  le  double  de  celui  du  troi- 
sième, le  reste  P/— 2P,  sera  égal  à  la  somme  des  carrés  des 
racines.  Cherchons  donc  comment  cette  somme  est  composée 
en  a  et  en  r,  car  nous  obtiendrons  de  cette  manière  une  se- 
conde équation  entre  ces  deux  inconnues.  J*observe  d*abord 
que  la  formule  (1)  nous  montre  que  la  somme  des  premières 
puissances  des  racines  de  la  proposée  est  une  fonction  de  m  de 
la  forme' 

A/n'+Bm; 

il  est  donc  naturel  de  penser  que  la  somme  S,  de  leurs  se- 
condes puissances  est  de  la  forme  Am^-|-B/7}'4-C/7t,  de  sorte 
que 

A,  B,  C,  étant  des  coefficients  indéterminés  dont  il  s*agit  de 
trouver  les  valeurs.  Or,  si  Ton  cgoute  un  terme  de  plus  a-^-mr 
à  la  progression,  il  faudra  que  la  somme  des  carrés  des  termes 
de  la  nouvelle  progression  se  déduise  de  la  formule  précédente 
en  y  changeant  m  en  (/n-{-l);  donc  on  aura' 

S.-f(tf+mr)'=ACw+lp+B(iîi+l)*4-C(in-f-l). 

Retranchant  de  cette  équation -la  précédente,  il  viendra, 
toutes  réductions  faites, 

fl'+2ar/»+r'i»*=A<3m*+3m4-i)+B(2/n+l)+C, 

équation  qui  doit  être  vraie ,  quelle  que  soit  la  valeur  que 
Ton  assigne  à  m  ;  donc ,  les  coefficients  des  mêmes  puissances 
de  m  dans  les  deux  menAres  doivent  être  égaux  ;  donc 

3A  =  r\      3A+2B=  2/ïr,      A+B+C  =  a»; 

d'où 


Digitized  by 


Google 


— 11«  — 

et  par  conséquent 

ainsi,  la  seconde  équation  du  problème  sera 

(2m^-  3m'+m)r'+(6a/yt'— to/i*)r  +  6a'm 
F,       2P,—  -  g  —  ï 

ou  bien 

a>+(w— i)arH ^ i^= — - — • 

Retranchons  de  cette  équatioo  le  carré  de  (1)  mise  sous  la 

forme 

.  m— 1  P. 

a  A -—  r  = , 


il  viendra 


m»— 1    .     P."(/n— 1)— 2P.OT 

r  ^" 


d'où 


2^    P.'(m-l)^2wP. 
^^'^m^^- ^=T ' 

et  par  conséquent 

''-~m^"i;r^  '• — ;irri — • 

13.  Za  méthoie  des  coefficimts  indéterminés,  que  nous  avons 
suivie  pour  arriver  à  la  formule  (3)>  est  une  des  plus  fécondes 


( *)  Si  dan»  cette  fof inale  on  suppose  iii-«2 ,  \\\b  donne 

S,— r«  +  2«r  +  20*— 0»  +  («+r)«  ; 

donc  elle  esl  vraie  pour  m— 2  ;  mais  il  résulte  de  la  méthode  même  qui  nous  y 
a  coudait  que  si  elle  est  rraie  pour  une  certaine  valeor  de  m,  elle  Test  pour  la 
valeur  suivante  de  cette  quantité  ;  donc  elle  est  génénle. 
Si  on  suppose  a  etr  égaux  à  l'unité,  on  trouvera  pour  expression  dé  la  somme 

.    in(m+i)(2m+i) 
des  carrés  des  m  premiers  nombres  entiers  la  formule      .  . 
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de  Talgèbre ,  et  nous  allons  remployer  encore  pour  résoudre 
la  question  suivante»  que  nous  avons  vu  faire  dans  les  examens  : 
On  sait  que  le  volume  (Tun  segmerU  $phérique  est  une  fonction 
du  troisième  degré  de  sa  hauteur  ^  déterminer  cette  fonction. 
Soit  h  la  hauteur  du  segment;  puisqu'il  doit  ôtre  nul  pour 
h=  0 ,  la  fonction  demandée  est  nécessairement  de  la  forme 
Ah^+Bh*+Ch, 

A,  B,  G,  étant  trois  coeflScients  indéterminés  dont  il  s*agit  de 
trouver  les  valeurs.  U  faut  donc  nous  procurer  trois  équations 
entre  ces  trois  inconnues.  Mais  J*observe  que  suivant  que  l'on 
supposera  h  égal  au  rayon  r,  ou  au  diamètre  Sr  de  la  sphère  à 

laquelle  appartient  le  segment ,  la  fonction  précédente  devra 

2  i 

se  réduire  à  rwr*  ouà  ^wr^  ;  donc 

A/3-f  B^*+  Cr=}irr»,    ou      Ar'+  Br+C=|ir/^, 
8Ar»+4Br'+2Cr=±îrrï,     ou    4Ar'+fiBr^-C=iir/'- 

Enfin^  le  volume  du  segment  doit  être  maximum  pour  A=2o 

ainsi  cette  valeur  de  h  doit  anéantir  la  dérivée  de  la  fonction 

demandée  ;  donc 

12Ar»+4Br4-C=0. 

On  tirera  facilement  de*  ces  trois  équations  : 

C==0,       A=— jir,       B  =  ïrr, 

de  sorte  que  la  fonction  demandée  est 

AA3+BÀ*-f  CA  =  i7r&'(3r-  A), 
et  c'est  effectivement  là  l'expression  du  volume  du  segment 
sphérique, 

P.  L.  CiRODDB. 
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BINOME  DE  NEWTON. 

Dans  la  démonstration  de  la  formule  du  BinAme  (  page  k3), 
on  a  implicitement  supposé  que  les  coefficients  a,  b^c,  etc., 
sont  indépendants  de  m,  c*est-à*dire  que  les  valeurs  numé- 
riques de  ces  coefficients  restent  constantes,  quelle  que  soitla 
valeur  entière  attribuée  à  m,  et  dépendent  uniquement  des 
rangs  occupés  par  les  termes  que  Ton  considère  dans  le  déve- 
loppement ordonné.  Ainsi ,  par  exemple,  ayanl  reconnu  que 
a=l^  lorsque  m=zi ,  on  a  admis  que  a  reste  égal  à  1 ,  lorsque 
m  devient  successivement  2,3,  etc.  C*est  cequ^il  faut  encore 
démontrer. 

En  considérant  les  coefficients  a,  6,  c,etc.,  comme  des  fonc- 
tions de  m,  que  nous  représentons  paryt^)»  ^(^)y  etc.,  Tégalité 

(a:-)-a)*=x*+/7ia.aj:*^-f/?ï(w^— Ijô.a'j?**"*-}-  etc., 

obtenue  (page  i3)  peut  s'écrire  sous  la  forme  ; 

Remplaçons,  dans  cette  dernière  égalité,  m  par  m-fl» 
nous  aurons  : 

(x4^r+'===x*"-^+(/iH-l)/'(m+l).<çaî^4-(/^^ 

D'ailleurs,  en  multipliant  par  (x+a)  les  deux  membres  de 
l'égalité,  (j>fa)**=j:"*+  etc.,  on  trouve  : 

+  1  I  +m/{m)    I 

Les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  x  dans  les  déve- 
loppements de  (j:-f-«)**^'>  doivent  être  égaux  entre  eux,  on  a 
donc  : 

(''*+n/(/«+l)=/n/(m)+l, 
(m+l)y(m+l)  =  (m-l)7(m).f/(m), 
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L*égali(é   (m-j-l)/Im+l)=i»/(/»)+l,   montre  que   si 

y(w)=:l,  on  a  de  même  y  (/w-f-l)=l.  Or,/(//i)=l,  lorsque 

m=i  (page  43);  donc/(2)=al  ,/(3)=l ,  etc.,  c'est^-dire 

que  le  coefficient  a  reste  constamment  égal  à  1 ,  quelle  que 

soit  la  valeur  entière  positive  attribuée  à  m. 

Puisqu'on  a  généralement /(  in)==:l ,  Tégalité  (m-fl) 
,»(/n+l)=(/n— l)(p(w)+/(m)  se  réduit  à  (m+l)^(m-(-l)= 
(m — 1)  ff{m)'\'i.  Et,  sous  cette  forme,  elle  montre  que  si 
^(m)={,  on  a  de  même  ç(/»4-l)=f.  Or,  f(#»)a=i,  lorsque 
TO=2  (page  4.3);  donc,  K3)=i,  ?(4),=ï,  etc.  Ainsi,  la  va- 
leur de  b  est  indépendante  de  la  valeur  entière  attribuée 
à  m. 

On  démontre  de  même  que  les  coefficients  c,  d,  etc.,  ont 
des  valeurs  indépendantes  du  degré  m  de  la  puissance  du 
binAme. 

ReeHfication. 

Page  56.  C*est  M.  le  professeur  Finck  qui,  le  premier,  a  in- 
troduit dans  les  éléments  la  division  ordonnée  de  Fourrier. 
(Voir  le  Traité  élémentaire  d*yirUhmétique,  page  88,  Stras- 
bourg, 1841.) 


ANALYSE  D'OUVRAGES. 


•  SOLCTION  OF    THE   QUADRATURE  OF  THE   CIRCLE ,    1841 

(mars).  — Solution  de  la  quadrature  du  cercle.  Edimbourg, 
in-8o  de  1 1  p.L'auteur  de  cet  opuscule  anonyme  est  M.  Maccook , 
d'Edimbourg.  (Compte  rendu  de  TAcadémie  des  sciences, 
10janvierl841,p.  75.) 
Kous  ne  nous  occuperons  de  cette  solution  que  pour  bien 
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établir  Tétat  de  la  question  sur  laquelle  il  règne  des  idées  qui 
ont  besoin  de  quelques  éclaircissements.  Distinguoi)^  d'abord 
ce  qui  est  parfaitement  démontré  et  définitivement  acquis  à 
la  science. 

l*"  La  longaeur  d'une  circonférence  quelconque  divisée  par 
son  diamètre  donne  toujours  le  mémo  quotient. 

S"*  La  surface  d'un  cercle  quelconque ,  divisée  par  le  carré 
du  rayon ,  donne  encore  un  quotient  constant,  égal  au  pré- 
cédent. La  première 'proposition  est  due  à  Archimède,  et  la 
seconde  est  énoncée  dansEuclide  (liv.  Xll,  prop.  2);  mais 
l'identité  des  deux  quotients  n'a  été  établie  que  par  le 
géomètre  de  Syracuse»  qui  a  découvert,  encore  le  premier,  que 
ce  quotient  est  compris  entre  3^  et  3;-^.  (Ârchimède,  Mesure 
de  la  circonférence  et  du  cercle ,  prop.  2.  )  Les  modernes  dési- 
gnent ce  quotient  par  la  lettre  grecque  9r  ;  on  sait  que  Vega» 
géomètre  autrichien ,  a  calculé  la  valeur  de  Travée  140  figures 
décimales,  dont  126  sont  garanties  (*),  ce  sont  celles  de  Lagny. 

3*  Lambert  a  démontré,  dans  le  dernier  siècle,  que  dans 
aucun  système  de  numération,  il  n'est  possible  d'écrire  r  avec 
un  nombre  fini  de  chifTres  ;  en  d'autres  termes,  que  n  est  un 
nombre  irrationnel.  (YoirLegendre,  Géométrie^  note  IV.) 

V  Le  même  analyste  a  démontré  qu'en  élevant  tt  au  carré, 
on  forme  encore  un  nombre  irrationnel. 

Ainsi ,  tous  ceux  qui  cherchent  à  exprimer  tt  ou  ir*  par  un 
nombre  fini  de  chiffres ,  montrent  qu'ils  ne  sont  pas  au  cou- 
rant des  connaissances  acquises. 

Il  n'est  pas  démontré  que  ir,  élevé  à  une  puissance  supé- 
rieure à  la  seconde,  ne  puisse  être  un  nombre  rationnel.  En 
général^  on  n'a  aucune  preuve  que  n  ne  puisse  être  la  racine 
d'une  équation  algébrique,  fût-elle  même  du  second  degré. 


(•)  Vega  (Georgii).   Tabula  logarithmico-irigonometrieœ.  Lîpsiœ,  17M. 
Tome  1 ,  appendiz ,  p.  408. 
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mais  à  trolB  termes.  De  sorte  qu'il  n'est  pas  démontré  qu'on 
ne  puisse  trouver,  parla  règle  et  le  compas,  une  droite  ayant 
même  longueur  que  la  circonférence,  ou  un  carré  ayant 
même  aire  que  le  cercle.  On  sait  seulement  que  cette  droite, 
si  elle  existe,  est  incommensurable,  à  l'égard  du  rayon;  il  en 
est  de  même  du  c^é  du  carré  ;  toutefois,  il  est  de  toute  certi- 
tude qu'une  droite ,  croissant  depuis  zéro  jusqu'à  l'infini ,  il  y 
a  un  instant  où  elle  parvient  à  une  longueur  égale  à  une  cir- 
conférence donnée  ;  mais  cette  longueur  est-elle  racine  d'une 
équation  algébrique  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions 
algébriques  du  rayon  ?  Ge  n'est  pas  probable.  Voici  quelques 
conjectures  à  ce  sujet.  Il  est  démontré ,  le  rayon  étant  pris 
pour  unité,  que  lorsque  un  arc  divisé  par  la  circonférence 
donne  un  quotient  ratioiinel qui  n'est  ni  ^y  ni  |,  la  corde  de 
cet  arc  est  incommensurable  (*);  autrement,  les  périmètre» 
de  tous  les  polygones  réguliers  inscrits ,  l'bexagone  excepté , 
sont  incommensurables  et  sont  racines  d'une  équation  d'un 
degré  d'autant  plus  élevé  que  le  polygone  a  plus  de  côtés  ;  de 
sorte  qu'à  la  limite ,  pour  la  circonférence ,  il  paraîtrait  que  ce 
degré  devrait  être  infini,  ce  qui  est  précisément  le  caractère 
des  équations  transcendantes. 

Les  personnes  qui  sont  à  la  poursuite  d'équations  algébri- 
ques, sans  précisément  se  livrer  à  des  opérations  absurdes, 
risquent  de  perdre  leur  temps,  qu'elles  emploieraient  mieux  en 
cberchant  à  démontrer  rigoureusement  l'impossibilité  de  ces 
sortes  d'équations  ;  ce  qui  est  encore  un  desideratum. 

M.  Maccook  appartient  à  cette  seconde  classe  àecadrateurs, 
et  procède  ainsi  :  il  inscrit  un  carré  dans  une  circonférence , 
mène  les  deux  diagonales  et  les  deux  diamètres  perpendicu- 
laires aux  côtés  ;  il  fait  tourner  autour  de  chaque  côté  du  carré, 
l'arc  de 90'' qu'il  soufr-tend  ;  le  cercle  se  trouve  ainsi  partagé  en 

(*  )  Journal  de  Lioutille. 
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seize  demi  segments  égaux  et  en  huit  triangles  oiixtilîgnes 
égaux  ;  et  chaque  cadran  renferme  quatre  demi-segments  ^ 
deux  secteurs;  combinant  ensemble  ces  demi-segments  etces 
triangles,  en  les  juxtaposant,  en  les  superposant  »  retran- 
chant^ ajoutant,  il  croit  être  parvenu  à  un  trapèze  équiva- 
lent à  la  huitième  partie  du  cercle.  Adoptât  son  résultat,  on 

trouve  qu'on  devrait  avoir  7r=2(1+y/8k^— 11);  faisant 
le  calcul,  la  valeur  de  «  est  fausse  dès  la  seconde  décimale. 

On  est  dispensé  de  discuter  la  validité  des  raisonnements  de 
Tauteur. 

ÏM. 


THÉOBÈMES  A  DÉMONTRER.  —  PROBLÈMES. 


1.  Si  les  distances  des  trois  sommets  d'un  triangle»  ABC, 
au  centre  du  cercle  inscrit ,  sont  proportionnelles  aux  dis- 
tances des  trois  sommets  d'un  autre  triangle,  abc,  au  centre 
du  cercle  inscrit  dans  ce  triangle;  les  deux  triangles  ABC, 
abc,  seront  semblables. 

2.  Quel  est  le  mimmum  du  raj^ort  du  rayon  de  la  sphère 
circonscrite  à  un  tétraèdre,  au  rayon  de  la  sphère  inscrite? 

3.  On  donne  un  triangle  ABC  et  un  point  0  dans  l'intérieur  de 
ce  triangle.  Le  point  O  étant  considéré  comme  une  bille  infi- 
niment petite ,  et  le  périmètre  du  triangle ,  comme  une  ligne 
matérielle  parfaitement  élastique  ;  on  propose  de  déterminer 
sur  le  cAté  AC  du  triangle,  un  point  F  tel  que  la  bille  dirigée 
de  0  vers  F,  revienne  à  ce  même  point  F,  après  s'être  réfléchie 
«iccessivementsur  les  deux  autres  côtés  AB,  BC,  du  triangle. 
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4.  Qael  est  le  plus  grand  angle  que  Ton  puisse  inscrire  dans 
un  segment  donné  d'une  courbe  du  second  degré? 

6.  Quel  est  le  plus  court  chemin  d'un  point  à  un  autre , 
en  passant  par  deux  droites  situées  dans  Tespace  ? 

6.  On  donne  cinq  points  d'une  courbe  du  second  degré,  et 
une  droite  située  sur  le  plan  des  cinq  points  donnés  :  déter- 
miner les  points  de  rencontre  de  la  courbe  et  de  la  droite. 

7.  Construire  les  axes  d'une  hyperbole  équilatère  dont  on 
donne  quatre  points. 

8.  Décrire  une  hyperbole  équilatère  tangente  à  quatre 
droites  données. 


ANNONCES. 

Passot  (F.).  A  M.  le  président  de  V Académie  royale  de$ 
sciences.  In-&*  de  8  pages. 

Dans  cette  lettre,consacréeàune  polémique  avec  M. Combes, 
au  sujet  d'expériences  d'hydraulique ,  l'auteur  argue  de  faux 
Texpression  ordinairement  employée  pour  mesurer,  la  force 
centrifuge  dans  le  cercle.  11  nie  que  dans  le.  mouvement  cur- 
viligne, on  puisse,  pour  mesurer  la  force  accélératrice ,  la  re- 
garder conmie  constante  pendant  deux  instants  consécutifs 
égaux.  Les  raisonnements  de  l'auteur  tendent ,  au  contraire, 
à  Justifier  cette  hypothèse  et  cette  expression. 

Passot  (F.)  Réponse  à  une  objection  sur  l'exactitude  de  la 
démonstration  de  ce  théorème  :  Dans  l'analyse  des  trajectoires 
célestes,  le  temps  ne  peut  être  pris  pour  la  variable  indépen- 
dante. 1  page  in-4^ 

L'auteur  nie  encore  qu'on  puisse  comparer   —  kdB  : 
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«on  pas,  de  ce  qu'ils  seraient  d'un  ordre  infinitésimal  dilTé- 
rent,  mais  parce  que  Tan  représente  un  nombre  entier  et 
Tautre  une  fraction.  Cette  réponse  n'exige  pas  de  réplique. 
iroirN'^  I,  Annales,  p.  60. 

Tesson  (G.)-  Traité  élémentaire  de  mécanique  appliquée 
aux  sciences  physiques  et  au^:  arts.  — Mécanique  des  solides, 
In-i"*  avec  un  atlas  de  18  pi.  Bachelier.  Prix  :  25  fr. 

Caucht  (A.)-  Exercices  â^analyse  et  de  physique  mathéma- 
tique.  Tome  deuxième ,  18&<1. 

17*  livraison  (p.  lii.5  à  176).  Contient  :  1"  Note  sur  les  di- 
verses suites  que  Ton  peut  former  avec  des  termes  donnés 
(Itô  à  150  )  ;  2**  Mémoire  sur  les  fonctions  alternées  et  sur  les 
sommes  alternées  (151  à  159);  3°  Mémoire  sur  les  sommes 
alternées  connues  sous  le  nom  de  résultantes  (160  à  176].  On 
rendra  compte  de  cette  livraison  en  même  temps  que  d'un 
mémoire  de  M.  Jacobi  sur  le  même  sujet. 

Lamé  (Fleury)  La  Géométrie  enseignée  aux  Enfants. 
3"  édit.,  in-18  de  3  feuilles  et  demie.  18&.2. 

LerOT  (C.-F.-A).  Traité  de  la  Géométrie  descriptive, 
suivi  de  la  méthode  des  plans  cotés  et  de  la  théorie  des  engre- 
nages cylindriques  et  coniques ,  avec  une  collection  d*épures, 
composée  de  69  pL  in-4^  Prix  :  20  fr.  Bachelier  et  Carilian- 
Gœury. 

Eléments  de  Géométrie  y  par  Eugène  Lionnet^  agrégé  de 
rUniversité ,  professeur  de  mathématiques  au  collège  royal 
de  Louis-le-Grand. 

Les  trois  premières  livraisons ,  comprenant  la  géométrie 
plane,  sont  en  vente  chez  Dezobry,  libraire,  rue'des  Maçons- 
Sorbonne ,  n**  1,  Paris. 
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NOTICE  SUR  L'ÉLIMINATION; 

Formules  de  CRAMER. 


1.  L'année  1704  est  remarquable  par  la  mort  du  géomètre 
lioHandais  Huddes,  auteur  du  théorème  sur  la  dérivée,  dont 
xnù  se  sert  encore  aujourd'hui  pour  découvrir  lea»  racines 
égales,  et  par  la  naissance  de  Cramer  [Gabriel),  Genevois, 
qui  a  publié,  en  1750,  deux  ans. avant  sa  mort,  l'ouvrage  le 
plus  complet  que  nous  possédions  sur  l'analyse  des  lignes 
courbes  algébriques ,  et  d'où  sonttirés  tous  les  exemples  qu'on 
trouve  dans  les  ouvrages  élémentaires  (*).  L'ouvrage  est  ter- 
miné par  trois  appendices  :  le  premier  seul  doit  nous  occuper 
ici;  car  il  est  le  point  de  départ  de  tout  ce  qu'on  a  fait  sur 
rélimination.  €ramer  est  le  premier  qui  ait  indiqué  les 
moyens  de  résoudre  généralement  un  système  d'équations  du 
premier  degré,  à  l'aide  de  formules  qui  portent  le  nom  de 
l'inventeur.  Jl  est  parvenu  à  cette  importante  découverte, 
uniquement  au  moyen  d'une  notation  fort  ingénieuse,  et  la 
première  de  ce  genre.  Les  inconnues  sont  représentées  par  des 
lettres  italiques,  et  leurs  coelflcients  par  les  mêmes  lettres 

capitales.  L'inconnue  x  par  exemple,  a  X  pour  coefficient 

dans  la  première  équation;  X  dans  la  seconde  équation,  etc., 
et  ainsi  des  autresinconnues.  Ainsi,  la  lettre  indique  l'inconnue 


(•)  U  même  année  1704,  on  publia  l'Optique  4e  Newton ,  soiTie  do  premier 
Essai  sur  la  elassiflcation  des  courbes ,  sous  le  titre  de  :  Bnumeraiio  Hnearum 
têrUi  ordiniê;  ce  chef-d'œuvre  est  commenté  et  ampliflé  dans  le  tome  II  de  : 
introdueiio  in  analytin  in/initorum,  1748;  ces  deux  ouvrages  et  celui  de  Cra- 
mer ont  fondé  la  géométrie^de  Descartos. 

INII.  DB  MATOtM.  I.  9 
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àiaquelleeUe  appartient,  et  le  chilft«  quila  surmonte  fait  cm- 
nattre  le  quantième  de  l'équation.  Cramer  donne  à  oe  chlifre, 
qui  n'est  qu'un  indice  »  le  nom  impropre  ffexpasmi.  Il  re 

présente  les  quantités  toutes  connues  par  A  »  A  »  A,  etc. 

S.  Prenons  trois  équations  à  trois  inconnues,  nous  n'aurons 
que  les  sept  lettres  X,  ^9  z,  X»Y;Z,  A,  surmontées  des  in- 
dices 1,3,3.  Résolvant  ces  équations,  l'intuition  suffit  pour 
découvrir;  l'^quelesinconauesontohacunele  même  dénomi- 
nateur ;  2*  que  ce  dénominateur  ne  contient  pas  la  lettre  A  ; 
3*  que  cjiaque  terme  de  ce  dénominateur,  abstraction  faite  du, 
signe,  est  le  produit  XYZ ,  les  facteurs  étant  surmontés  d'in- 
dices qu'on  obtient  en  faisant  tous  les  arrangements  possibles 
entre  les  nombres  1,2,3;  qu'il  y  a  par  conséquent  autant  de 
termes  que  de  ces  arrangements;  Vqueles  numérateurs  se  dé- 
duisent du  dénominateur,  en  changeantsuccessivementles^tL, 
Y,  Z,  en  Aypour  les  valeurs dex,  ^,  z.La  seuledifflculté  est  de 
déterminer  les  signes  des  termes.  C'est  là  le  point  capital  delà 
question.  Voici  la  règle  qu'on  doit  à  Cramer.  Lorsque  dans 
un  arrangement,  allant  de  gauche  à  droite,  un  exposant  est 
suivi  médiatement  ou  immédiatement  d'un  exposant  plus  pe- 
tit que  lui,  cette  succesâon  constitue  un  dérangement.  Si  le 
nombre  des  dérangements  est  pair,  le  terme  aura  le  signe  -|-, 
et  s'il  est  impair,  le  signe — .  Exemple:  l'arrangement  123  n'a 

1  s  s 
aucun  dérangeoMnt;  ainri,  XYZ  a  le  rigne  plus;  car  zéro 

est  un  nombre  pair;  321  a  trois  dérangements;  savoir  :  deux 
pour  le  nombre  3  et  un  pour  le  nombre  2,  ainsi  le  terme 

s  3  1 

XYZ  a  le  signe  moins;  231  n'a  qu'un  dérangement;  ainsi 

^  3  1 

XYZ  a  le  signe  moins. 

3.  Cramer  ne  prend  des  exemples  que  pour  deux  et  trois 
inconnues,  et  pas  au  delà  ;  mais  il  alBrme,  sans  auemie  dé- 
monstration ,  que  sa  règle  est  générale,  et  s'étend  à  un  i 
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bre  quiconque  d*iiiffll>DU6s.  Ainsi,  son  assertion,  quoique 
vraie ,  n^est  fondée  que  sur  une  simple  induction.  U-n*indique 
pm  mènm  de  procédé  pour  fonner  les  arrangements,  de  telle 
sorte  qu'on  soit  bien  sûr  de  ne  pas  répéter  le  même  arrange- 
ment plusieurs  ibis  ;  ccf  qui  peut  arrjyer' quand  le  nombre  des 
arrangeméhts  estconsidérable.  Gomme  ce  procédé  ne  se  trouve 
décrit,  que  Je  sache,  que  dans  un  seul  ouvrage  élémen- 
taire français  peu  répandu ,  il  ne  me  parait  pas  inutile  â*en 
dire  ici  quelques  mots^.^ 

4.  Pour  fixer  lés  idées,  supposons qn*OB  veuille  faire  tous 
ka  arrangement»  powiblesavecleB  cinq  nombres  1, 2,  3,  fr,  5; 
ÉjMà  un  tenne,  on  veut  savoir  quel  est  le  terme  suivant. 
Qà'OÊk  Mf  par  exemple,  le  terme  51483,  à  commencer  par  le 
premier  eliilfre  à  droite  ^  on  se  dirige  de  droite  à  gaudie  Jus- 
qu'à ce  qu'on  rencontre  un  iérangemeni  ;  cela  a  Ueu  au  nom- 
bre 3; on  laisse  les  chifflres  àgaudiedeS,  sana  rien  y  cbànger; 
on  remplace  S  par  le  nombre  immédiatement  plus  élevé*  dia- 
e^onibte ,  et  on  écrit  à  droite  les  chiffras  restants  dans  l'ordre 
sttcendant  AlMi,  le  terme  suivant  est  51433.  Opérant  de  même 
sur  ce  terme  ^  il  faut  aller  Jusqu'à  1  pour  rencontrer  un 
dérangement  On  ne  touche  pat  au  5 1  on  remplace  1  par  le 
chiffre  immédiatement  plus  élevé  disponiMe  ou  par  3,  et 
an  écrit  en  ordre  lea  trois  chiffres  reatanta;  on  (d>tient  ainsi* 
88134«  On  trouve  de  même  pour  le  terme  qui  suit  celuin^i, 
6M48J  ensuite  53814, 92341,  ete.^  et  on  parvient  finalement 
à  54331  f  vA  ne  présente  aucun  dérangement  de  droite  à 
^mebe  et  c'eatle  dernier  terme^  comme  12345  estle  premier. 

5.  Bexaui  (Etienne)  (^^),  examinateur  pour  l'artiUerie  et 
la  mari0e ,  auteur  de  deux  cours  où  brillent  une  logique 
opportune  el  dea  qualités  de  style  qui  n*ont  Januds  été  éga- 
lées, Besout  a  consacré  toute  sa  vie  à  la  théorie  des  équa- 

O  Manael  d'algèbre,  p.  to,  2*  édillon,  iSM. 

n  Né  à  Nenoan  le  Si  nan  iTSO;  mert  le  97  feplenbre  i7fS. 
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lions,  et  principalement  à  rËlimination  dont  il  doit  être  re- 
gardé  comme  le  principal  promoteur. 

Le  mémeire  par  lequel  il  a  débuté  est  de  176&  C).  Là,  il 
donne  aux  équations  de  Cramer  une  forme  qu'elles  ont  cod- 
serrée  depuis  dans  tous  les  traités  élémentaires.  Les  lettres 
successives  de  l'alphabet,  a^b,  c,  etc.,  diversement  (ccentuées, 
représentent  les  coefficients  des  inconnues  ;  elles  n^ont  point 
d'accent  dans  la  4)remière  équation  ;  un  seul ,  dans  la  se- 
conde ;  deux  dans  la  troisième ,  et  ainsi  de  suite.  Ce  change- 
ment de  notation  n*est  pas  heureux  ;  mais  à  la  formation  im- 
médiate du  dénominateur  général,  il  substitue  la  méthode 
récurrente.  Il  part  du  dénominateur  relatif  à  une  inconnue 
pour  former  celui  qui  appartient  à  deux;  de  celui-ci,  il  dé* 
duit  celui  à  trois,  et  ainsi  de  suite.  Cette  lot  de  formation  a 
permis,  comme  nous' verrons,  de  démontrer  la  règle  des  si- 
gnes que  Cramer  avait  donnée  par  induction.  Comme  ce  p(hK 
cédé  est  décrit  dans  tous  les  ouvrages  à  l'usage  des  classes , 
nous  ne  nous  y  arrêterons  pas;  mais  nous  croyons  très^ntile 
d'indiquer  un  autre  procédé  que  Bezout  indique  dans  sa 
théorie  générale  des  Equations  algébriques,  ouvrage  împor^ 
tant  peu  consulté,  et  qui  renferme  beaucoup  de  théorèmes 
qu'on  donne  souvent  comme  nouveaux ,  quoiqu'ils  datent  de 
*  1779.  Nous  rapportonsles  propres  parolesde  l'auteur  (p.  172). 

6.  xc  Règle  générale  pour  calculer,  toutes  à  la  fois  ou  séparé- 
ment, les  valeurs  des  inconnues  dans  les  équations  du  pre» 
mier  degré  soit  littérales,  soit  numériques  — .  Soient  u ,  jr» 
jr,  z,  etc.,  des  inconnues,  dont  le  nombre  soit  n,  ainsi  que 
celui  des  équations. 

y>  Supposez  tacitement  que  le  terme  tout  connu  de  chaque  *^ 

équation  soit  alfecté  aussi  d'une  inconnue  que  Je  repré-  ^ 

sente  par  /. 

O  Mém.  do  VAêad.  des  Sciences ,  1764 , 2«  partie ,  p.  2«7. 
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D  Fomiez  le  produit  uxyu  de  toutes  ces  ineonnues  écrites 
dan»  tel'ordre  que  vous  voudreE  d'abord  ;  mais  cet  ordre  une 
fois  admis,  conservez-le  jusqu'à  la  fia  de  TopératiOD. 

li  Échangez  successivement  chaque  inconnue  contre  son 
co^cient  dans  la  première  équation ,  en  observant  de  changer 
le  signe  à  chaque  échange  pair  (ici  pour  x^z,  etc.)-  Ce  ré- 
sultat sera,  ce  que  j'appelle,  une  première  lignm  Échanges, 
dans  cette  première  ligne^  chaque  inconnue  contre  son  coefll- 
denldans  lasecondeéquaUon ,  en  observant  comme  ci-devant, 
de.tbangerie  signe  à  chaque  échange  pair,  et  vous  aurez  une 
tmonde  Ugne.  Édiangez ,  dans  cette  seconde  Ijgne ,  chaque  in- 
cûoaue  contre  son  co^cient  dans  la  troisièfhe  équation ,  en 
ohaenrant  de  changer  le  signe  à  chaque- échange  pair,  et  vous^ 
aurez  nn^  iroisième  ligne.  ; 

i>  Continuez  de  la  même  manière  jusqu'il  ia  dernière  équa^ 
tkmînclusivement ,  et  la  dernière  iighe  que  vous  obtiendrez 
TOUS  dînera  les  valeurs  inconnues  de  la  manière  suivante  : 

»  Chaque  inconnue  aura  pour  valeur  une  fraction  dont  le 
numérateur  sera  le  coefficient  de  cqjtte  même  inconnue  dans 
la  dernière  ou  r^^^  ligne,  et  qui  au^a  constamment  pour 
dénominateur  le  coefficient  que  l'inconnue  introduite  /  so 
trouvera  avoir  dans  cette  même  n}^^  ligne. 

7>  Exemples  :  soient  les  trois  équations  : 

A=ax-f.6j^-fc2-f£^  =  0,     A'=0,     A",=jOî 
Ans  A'  les  coefficients  ont  un  accent,  et  dans  A'\  deux 
accents. 

>  Je-rempface  d,d!,d'  ^t  dt,  de,  d'^t,  et  je  Ibrme  le.pro- 
duit  jcyzi,  et  les  lettres  a: ,  y,z,  t,  devront  toujours  se  suc- 
céder dans  cet  ordre.  Je  change  succ^essifement  x  en  a,  y  en 
— 6,  z  enc  etr  en  — ^,  j'ai  pour  première  ligne  : 
dyzt  —  bxzt + cjryt  —  dxyz , 

dans       ajrztj    je  change  yen  b\  zen — d,  t  en  d, 
dans  -^kxzt^    je  change  j:  en  a\  a  en — c\  tt:nd!,  etc. 
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j'obtiens  ^  ligne 

zt  (aV~a!b)—yt{ad~afc)+yz(ad'^a'd)+xi(M^Ve) 

—xz{b(t—Vd)^xy{cd'-^ed) , 

3*  ligne      [^'fc-^a'6)c"—  (oc'— a'c)ft"-f- (ic'— yc)a"]r 

^[[al/-^b)a'—{ad^^dilf'+(ba—b'd)a'\z 

^[Xa&—i^)  a'—[ad—a'd)cf'+{ed-^c'd)  d']y 

^    ^[{bif^lfc)a'—(bd!—Vd)d'+[cd^^d)V\x, 

ou 

Tr+Zz+Xr+Xx, 
d*où  Ton  tire 

_X  _Y  _Z 

^    ij  »    y  ^Y*    ^  —  T* 

7.  On  a  troiiTé  les  trois  ineonnoes  à  la  fab.  Si  oa  ne  veut 
qu'une  seule  de»  inconnues^  x  par  exemple ,  on  omet  dans  le 
calcul  des  lignes  les  termes  dAns  lesquels  on  foit  que.  ni  «, 
Vii  t  ne  doiyent  se  trouver.  '' 

Ge  procédé  est  surtout  utfle  et  abi^  le  calcul,  l^mqu'on 
rapplique  aux  équations  où  toutes  les  inconnues  n'entrent 
point,  ou  bien  aux  équations  nuraériquesic 
flxemple  : 

2a-f-3j:— .  8  =  0  ] 
3k -fV—  9  =  0  ( 
4:r+3z-20=0   j     ^^^'^^^^^^^ 

2r+  2—10=0  f 

■     uxyu , 
'Stai^zt  ^  a^rar  —  Suxyz , 

xyz—^yzt+%uu^^uyz—Uxyz'^i%ux%^ 
ou,  2«  Ugne  réduite 

'^^xzt—%xyz—^jrzt'\'^uzt'-'^wrz—i%iêxz , 
3*  ligne  réduite 

-16zr+iarr+80x2+15(irz-.18ay+«yt— iaiil-.$6ua 

*'  ligne  3«r+  lôg^  +  ll^y +76jr+3to, 

d'où 

88"-''    -^-38  -^>     '=38=*'     "=38  =  *- 
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8.  Lonqa'vuie  des  tignes  devient  noUe,  c*esl  une  preuve 
que  réquattOD  qoe  Vqq  emploie.  actueUemeoft  est  eonpri«c 
dam  qodqim-Qnee  d^à  employée»,  et  le  nombre  réel  des 
éqpatioQS  est  oModre  que  celui  des  ioeoQmies.  Si  rio^anBue 
inlroduile  diqmratt  dans  une  des  Ugaes^  e*est  ou  iodiee  que 
réquatî0B  actuellement  employée  est  incompatible  avec  Ids 
précédentes;  autrement  qu'une  ou  plusieurs  valeurs  des  in- 
connues sont  infinies.         (La  9UiUe  au  prochain  Numéro.) 


THÉORIE  DES  FOYERS, 
WATL  m.  aoavsv. 


Nous  croyons  utile  de  donner  quelques  détails  sur  la  théorie 
déjà  comme  des  foyers. 

On  nomme  /byer  (♦)  d'une  courbe  un  point  p^is  sur  le  plan 
de  cette  courbe,  et  tel  que  sa  distance  à  un  point  quelconque 
de  la  courbe  est  une  fonction  rationnelle,  m^4-/ix+/?,  du 
premier  degré  des  coordonnées  ar,  ^  de  ce  point  de  la  courbe. 

«  Ton  désigne  par  <»  et  p'iee  coordonnées  du  (eyer,  l'ex- 
pression de  la  distance',  «i,  de  ce  point  à  un  pdnt  quelconque 
de  la  courbe ,  dont  les  coordonnées  sont  x ,  y ,  sera  (  en  suppo- 
aaot  lei  axes  rectang^laire0)  : 


<roù 
QoeDes  que  eoieiit  les  valeurs  déterminées  pour  <x ,  €,,m , 


(•)  CaOê  exacie  détoiaon  est  dqe  à  M.  Brel,  profeswur  i  !a  facullé  de  Gre- 
noble («cy.  Annales  de  Gergonne ,  lomo  t^,  p.  an*  Année  I8i7— 18).     Tm. 
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n,  p,  celte  dernière  relatiOD  a  lieu  ei^re  xet^  poor  impclnt 
qoelGOiiqae  de  la  courbe ,  lorsqu'on  raÉiplace  les  inconniMs 
a ,  p,  m ,  71 ,  /y ,  par  les  valeurs  numériques  déterminées  ;  par 
conséquent,  lé  premier  membre  de  réquaifon  (a)  esl  égal  au 
premier  membre  de  l'équation 

Aj^*+E2r+Cx'+B!r+Ba:-|-F==0,      [by 
de  la  courbe  «multiplié  par  un  facteur  numérique.  Désignant 
par  X  ce  facteur  numérique ,  le  premier  membre  de  Féqua- 
tion(iï)  et  lepriïMiuit  XAy+>B:c^+>Car"-f  )Dj^+XEr  +  XF. 
doivent  être  identiques;  on  aura  donc  les  équations  : 

XA=1  — !»•  (1) 

■X€=l  — n'  (2) 

XB=:    —^tnn  (3) 

»=    -^(P+mp)  ^(4)    )  '^^) 

XE.=:    _2(«+iip)  (6) 

XF==a»+f'-^/?'.  (6) 

En  attribuant  à  chacune  des  quantités  m  ^  n,p^uue  valeur 
déterminée,  l'équation  my'\'na:-{'p=0  représente  une  droite. 
La  distance ,  S,  d'un  poin^de  la  courbe  à  cette  droite,  et  la 
distance ,  d,  du  même  point  de  la  courbe  au  foyer,  sont  dans 
un  rapport  constant.  £n  effet,  la  distancera  d'un  ptlnt  a/,  y, 

de  la  courbe  à  cette  droite ,  est  exprimée  par  ^^J^   T^, 

la  distance  d  du  même  point  de  la  courbe  au  fbyer,  est 
my^na/+p.  On  a  donc  -  =  \/m^+n\  On  donne  è  la 

0 

droite  my'\^nx^p^O\à  nom  de  directrice. 

Si  Ton  élève  au  carré  les  deux  membres  de  (3),  et  qu'on 
en  retranche  le  quadruple  du  produit  des  deux  membres  de  (1) 
et  (S),  on  aura  : 

>•  (B-  —  4AC)  =  *(/«'+  n'  —  1).; 

ainsi,  suivant  que  B'— 4AC  sera  >  0,  <0,  =0;  //l'+n'  sera 
>!,<!,  =1. 
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Pour  déterdiiner  les  quantités  a,  p^  m,  n,  p,  Téquation 
(b)  étant  donnée,  on  distingnera  le  cas  où  cette  équation  re^ 
présente  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  de  celuioù  elle  repré- 
sente une  parabole. 

Si  réquation(6)  représente  une  ellipse  ou  une  hypeitole, 
on  pourra  supposer  la  courbe  rapportée  à  son  centre  ;  car, 
ayant  déterminé,  dans  cette  dernière  hypothèse ,  les  valeurs 
de  a  et  de  p ,  il  suffira  d'augmenter  ou  de  diminuer  respe<ti- 
^wnent  ces  laleurs  des  coordonnées  du  centre,  pour  obtenir 
ces  mêmes  valeurs  dans  la  première  hypothèse. 

Les  équations  (c)  deviennent,  en  supposant  Torigine  placée 
au  e^re  de  la  courbe  : 

>B=    —2mn  ,^,    . 

0=  a-f-«p 

Les  équations  (4-)  et  (5)  donnent  la  relation 

Substituant  pour  «'+0*  cette  valeur  dans  (6),  il  vient  : 
W=(n.'+n^-i)p^    d'où    MB-4AC);.^^ 

p*  est  essentiellement  positif;  le  signe  de  X  sera  donc  dé^ 
terminé  par  le  signç  de  F  ;  et  le  signe  de  X  étant  aitti  déter- 
miné, réquation  .(3)  fera  savoir  si  m  et  n  doivent  être  d^ 
m^ne  signe  ou  de  signes  cootrafres.  Les  équations  [k)  et  (5) 
étant  mises  sous  la  foTme^--'mp,ass-^np,,on  en  déduit 

^  =  — .  D'autre  part,  si  l'on  retranche  (1)  de  (2),  ce  qui 

ot  H 

donne 

X(C— A)=7»«— »', 
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el  qii*OD  divise  mernbiè  à  membre  cette  dernière  équaUoD  par 

(3),  on  aura 

m       n       2(A— C) 

n      .m  6 

Désignant  -  par  i^,  cette  équation  prend  la  forme 

doat  iea  r«c|ii^pwt  dç  «igo^a  ooDirnIre^.  Qr>  le  signe  de  -^ 

II 

m 

eit  déterminé  par  la  relation  (3)  ;  par  conséquent  -  ou  p  n*a 

qu'une  seule  valeur,  ce  quiprouie  fiftJes  directrices  sont  pa- 
mllèles. 

X  ne  peut  aroir  non  plus  qu*una  seule  valeur;  en  elfet»  de 
M>=:1— n*,  on  déduit  n*=l— OiC  ;  divisant  menilre  à  moubr» 
réquaOoo  (8)  par  cette  dernière  relation ,  on  obtient 

zsz =z2tf        d  où        >  ==  - 


Connaissant  la  valeur  de  X  ;  on  obtiendra  la  valeur  de^  par 

réqualfon  -i — ^  =  F.  On  détennipera  attsi  nt'et  n' 

0      m 
par  les  équations  (1)  et  (2)  ;  et  enfin  les  équations  i-  =—  ^ 

tf      If 

>F=a'4*^'— p*  serviront  à  trouver  les  valeurs  de  a  et  Pt  Or, 
la  première  de  ces  équations  est  celle  d'une  droite,  passant  par 
le  centre  et  perpendiculaire  aux  directricea;  la  seconde  est 
celle  d'un  cercla,  concentrique  à  la  couite.  On  vcrit  donc  qu*U 
y  a ,  dans  l'ellipse  et  l'hyperbole,  deux  foyers  qui  se  trouvent 
à  l'intersection  d*une  droite  et  d'un  cercle.  L'équation  des  di- 
rectrice ii|^4^iM?-H"=0ou  j^=— -x—^  n^ontre  qu'il 
y  a  deux  directrices,  parallèles  et  égaledietti  éM^ém  du 

centre;  car  -  et  par  suite n'a  qu*une  s^uie  valeur;  et^» 

a  deux  valeurs  égales  et  de  fi0Ms  contraires. 
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Remarque.  Où  peut  d^nniner  le  vfitèmt  d*aieg  auquel  ta 
eourbe  doit  Atre  rapportéepoar  que  Iadi8taiioed*uiipaiiit  de 
la  courbe  au  foyer  soU  une  fouetioD  rationnelle  de  Tabscisse 
seulement  ou  de  Tordonnée  seulement.  En  effet ,  fl  ikudra 
que  Texprosaion  de  cette  distance  se  rédpise  :  soH  à  nx-^p, 
soit  à  ii|r+/'»  <^*e6t-à-dire  que  m  ou  n  seit  nuHè  ;  ce  giri  mon- 
trequll  Cradra»  dansle  premier  cas,  changer  le  système  d'axes 
en  undutre,  dont  Taxe  des  absdsses  soit  perpen^Ueulaire  aux 
directrices;  et  dans  le  second,  changer  le  système, d*axes  en 
un  nitrê  dont  Taxe  des  ordonna  soit  perpendieulaire  aux 
dimtriees,  AinsK  pour  CMre  diaparattre  une  Tariable  de  Tex- 
piwlQQ  #ir+iM^+/'«  U  ^^t  anpppser  Taxe  aorrespondant 
'  perpsndhndalre  aux  directriceB. 

Airaèol».  Reprenons  le  système  (4  (page  181).  On  oomflMn- 
cera par  déterminer  >,  en  afontant  les  équations  (1)  et  (^;  ce 

qui  donne  l  f=  t-ttC  Connaissant  X,  on  déterminera  le  signe 

de  mil  et  ce  jgreduit  lui-même,  par  l'équation  (3).  Le  si^ic 

de  r-  sera  le  même  q^e  celnl.de  mn^  et  par  suite  féquation 

(c)  donnera  la  yaleur  unique  de —  . 

n 
Pour  déterminer  «  et  |3,  on  observera  que  les  équations  (k) 
et  (5)  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

Divisant  membre  à  membre ,  on  a  : 
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Élevant  au  carré  les  deux  membres  des  équattons  (f)el  {g)y 
et  ajoutant,  il  Tient  : 

et  substituant  dans  (6),  on  obtient  : 

>F  =  — >Dp— >Ea_iiîinifL!^ 
ou  enfin 

Les  équations  (i)  et  (2)  sont  celles  de  deux' droites;  ce 'qui 
montreque  dans  la  parabole,  il  n'existe  qu*un  seul  foyer,  placé 
à  rintersection  des  droites  (t)  et  (k) ,  dont  Tune  (/)  M  per^ 
pendiculaire  à  la  directrice. 

On  déterminera  m*  et  n^ par  le^ Telations(l)  et  (2),  et  p"  par 
l'équation  (6),  après  avoir,  déterminé  ^  et  p.  L'équation  (/) 
montre  qiie  pm  n'a  qaUine^seule  valeur  ;  or,  m*  n'a  pareille- 
ment qu'une  seule  valeur;  par  conséquent  '^  n'a  qu'une  seule 

rn 

valeur.  On  enr  conclut  «  puisque  —  n'a  aussi  qu'une  seule  va^ 
leur,  que  la  parabole  n'a  qu'une  seule  directrice. 

Remarques.  Pour  exprimer  que  deux  courbes  du  second 
degré  sont  égales,  il  suffira,  en  prenant  les  équaltons  de 
ces  courbes  exprimées  en  fonction  des  coordoaoécs  du 
foyer, 

(j'-pr+ (*-«')'-  (»»>+«' Jr+/)'  ==  0, 
de  suf^Kwer    ' 

Il  résulte,  en  efliQt»  de  ces  deux  hypothèses  que,  dans  chaewie 
de  ces  courbes,  les  rapports  des  distances  au  fdyer  éL  à 
la  directrice  sont  égaux,  et  de  plui,  dans  les  deux  courbes. 
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la  distance  da  sommet  à  la  directrice  correspondante  sera  la 
même  ;  par  suite,  les  deux  courbes  pourront  Atre  appliquées 
rùVie  sur  Fautre  -et  coïncider. 

On  Tolt  du  reste ,  pour  l'ellipse  ou  Thyperbole,  qu*en  nom- 
mant 2^,  26,  les  axes  de  Tune  des  courbes  ;  2a',  2^,  les  axes 
de  Tautre;  2c  Texcentricité  de  la  première,  et  f^  l'excentricité 
de  la  seconde^  on  a,  alors  : 

et  par  suite 

^.^^,dou-~.=:-^— .    ou     p=_.; 

b^       b'*  b*        V* 

eafia,  diTisam  —  =  -r  membre  à  membre  par  -ç  =  -t„  on 
ce  ce 

en  déduit  c  :=  c'  ;  et  ensuite  a  =  a'. 

Pour  la  parabole^  on  yoit  immédiatement  que  les  deux 
courbes  ont  même  paramètre* 

La  distance  des  deux  directrices ,  dans  Tellipse  et  lliyper- 

20 
bole,  est         ^       ;  de  sorte  qu'en  nommant  a  le  demi-axe 

focal,  etcla  demi-excentricité,  on  a  : 

^=        ^       ,      or      y/^?+r-  =  î: 
c        !/»»•+«•  a 

par  conséquent,  p=a.  Ainsi,  p  représente  la  longueur  du 
deml^axe  sur  lequel  se  trou?ent  les  foyers. 

Od  démontrera  facilement  les  propriétés  des  rayons  vecteurs 
dans  chacune  des  trois  courbes;  celles  de  la  tangente ,  ainsi 
que  la  construction  pour  mener  une  tangente  à  ces  courbes 
par  on  point  donné. 
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DÉMONSTRATION  DU  THÉORÈME  1  (pagie  6?}. 

Élère  4#  la  olasse.de  MuChénati^DM  élémeauires  da  collège  Louiâ^ld-Qnmé. 
(iDttiUiUoii  Loriôl). 


Soient  AD,  BE,  CF  {fig.3h)j  les  bissectrices  deff  angles  du 
triaggle  ABC:  si  ADsK^F,  on  aara  BC=BA. 

Les  deai  triangles  FBC,  ABD,  ont  des  bases  FG,  AD, 
égales  entre  elles,  par  hypothèse;  Tangle  FBG  opposé  à  la 
base  FC,  dans  le  premier  triangle»  est  le  même  que  Tangla 
ABD  opposé  à  la  base  AD  du  second  triangle;  la  bissectrice 
BO  de  ranj^  FBG,  est  aussi  la  bissectrice  de  l'angle  ABD. 
On  en  peot  conclure  que  les  triangles  FBG ,  ABD ,  sont  égaux 
entre  eux. 

En  effet,  supposons  qifon  ait  placé  la  base  GF,  sur  DA,  de 
manière  que  le  point  G  coïncide  avec  D,  et  le  point  F  ayee  A  ; 
puis,  décriyons  sur  la  base  commune  DA,  un  segment  AHD 
{fig.  35)capable  de  Tangle  ABD  {fig.  Sb),  lesdeuxtriangles  ABD» 
FBG,  {fig.  %)f  seront  inscrits  dans  le  segment  AHD.  Le  sommet 
B ,  du  premier,  tombera  en  un  point  B'  de  Tare  AHD,  et  le 
sommet  B  du  triangle  FBG  tombera  en  un  autre  point  W  de 
l'arc  AHD  ;  car  la  corde  AB^  est  moindre  que  AV,  puisqu'on  a 
BP<:::BA.  Les  byseetriees  B'O",  V'O",  des  an^  B',  r  passe- 
ront par  le  milieu  If  de  Tare  AMD,  et  de  {dus  eUea  eouperont 
la  droite  AD  en  des  points  a,  O",  tels  qu'on  aura  HHy^VO^ 
puisquechacune  desdroitesB'0',B"a',  estégaleàBO  {fig.  9k). 
Il  est  maintenant  facile  de  reconnaître  que  les  deux  droites 
MB",  MB'',,  doivent  faire  des  angles  égaux  avec  le  diamètre 
MIH ,  perpendicdaiie  sur  le  milieu  I  de  la  corde  AD.  Gar  si 


Digitized  by 


Google 


ransle  BIMH  éiail,  par  exemple,  plus  grand  que  B"MH,  ki| 
deux  triangles  B'MH,  VltfH,  ayant  lliypoténuse  HH  com- 
mune, il  fleiudraft  qu^on  eût  HB'<ltF';  d'ailleurs,  les  deux 
tHangles  rectan^es  MICK,  UIO",  donneraient  MO'>M(y' ;  et 
de  ces  deux  inégalités^  on  conclofait  BXy<B''0'',  ce  qui  est 
«)nti«tre  à  lliypottièse.  L*égalité  des  angles  Wm,  F'VH» 
montre  que  les  arcs  HK,  HV',  sont  égaux  entre  eux;  on  en 
condut  régalité  des  arcs  BD ,  V 'À ,  et  celle  des  arcs  V'D,  B^A  ; 
il  en  résulte  que  les  cordes  BD ,  B"A ,  sont  ^les  entre  elles, 
et  il  en  est  de  même  des  cordes  VD,  Vk.  Donc,  les  deux 
triantes  ABD,  AV'D,  ont  leurs  trois  côtés  égaux  chacun  à 
chacun. 

Pnlique  les  cordes  B'A,  V'D,  sont  égales,  le  côté  AB,  du 
"triangle  ABD  (fig.9h),  est  égal  au  côté  GB  du  triangle  GBF« 
Cest  oe  qu'il  fUlait  démontrer. 


SOLUTION  DU  PROBLÈME  8  (page  59). 
BimaiEa  l'airb  dun  îuaivglb  m  fonchon  des  médianes. 

FAm  M.  XiXTTXiXXm  « 

ÉI4f«  <l«  etUége  UuiMe-Grtod  (iDttilQtton  Mayer). 


i.  Désignons  par  a,  €,  7,  les  longueurs  des  droites  AD^ 
BE,  CF(/lgf.  36),  menées  des  sommets  du  triangle  ABCaox 
inilieux  des  côtés  opposés.  On  sait  que  ces  trois  droites  se 
coupent  en  un  point  0,  tel  que 

0D  =  |.     OE=i.    OF  =  I. 

Et  dephis.  Chacun  des  trois  triangles  BOC,AOC,  AOB.est 
équifalent  au  tiers  du  triangle  ABC. 
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Cela  posé,  prolongeons  la  droite  OD,  d'une  longueur  DG 
égale  à  OD,  et  menons  les  droites  GC,  GB:  le  quadrilatère 
90GG  sera  un  parallélogramme ,  puisque  les  diagonales 
OG,  BG,  se  coupent  mutuellement  en  deux  parties  égales; 
les  triangles  GOC,  BOC»  wront  équivalents  entre  eux,  car 
chacun  de  ces  triangles  est  la  moitié  du  parallélogramme 
BOCG.  Par  conséquent,  on  aura  BAC:^.GOC.  D*aiUeui», 

GC=:BO  =|bE. 

Si ,  maintenant,  on  désigne  par  Sf  la  somme  «+€+7»  ^^ 

demî-périmètre  du  triangle  OGC,  aura  pour  valeur  -~;  et, 

d*après  la  formule  qui  donne  Taire  d*un  triapgleen  fonction 
des  trois  côtés ,  on  aura  : 


GO 


C=V  I  '  .?(*-«).  I  (*-^).  !('-7) 


=  Jv^#(5-a)(*-e)(5-7). 

Substituant  dans  Tégalité  BÀC=:3.GOC9  on  a,  en  nom- 
'  mant  i  la  surface  BAC  : 


4 


OU  bien  : 


Ce  qu'il  fallait  trouver. 

2.  On  parvient  au  même  résultat  par  le  calcul  suivant  : 
Soient  a ,  6 ,  c ,  les  valeurs  des  cAtés  BC ,  AC ,  AB ,  do  triangle 
ABC.  On  a,  d'après  une  proposition  connue  : 
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(2)         a'+c'-^^ae-, 

(3)  fr«+c*j-|'  =2«*. 

Et ,  en  désigBaiit  par  />  lé  deoii-périmètre  da  triangle  ABC , 
et  par  /  la  sorfitce  da  triangle , 

f  =p(p—a)  (p~-b){p—e), 
ou  bien 

(4)  o  = -^ ^^ . 

Pour  obtenir  t  en  fonction  de  a^  €,  7,  il  suffit  d'éliminer 
tf ,  6,  c»  entre  les  équations  (1) ,  (2) ,  (3) ,  {k). 

En  additionnant  les  équations  (1) ,  (2) ,  (3) ,  on  obtient  \m^ 
médiateDient  : 

(5)  .        !(fl«+y+0  =  2{a«+€'  +  /). 

En  multipliant  deux  à  deux  les  équations  (1),  (3),  (3), 
additionnant  les  équations  résultantes,  on  trouye,  toutes  ré- 
ductions (àites, 

(6)      ~(a'6»  +  aV  +  !^V)  =:4(a'e'+«V  +  €V). 

Multipliez  par  k  les  deux  membres  de  Téquation  (6) ,  élevez 
aa  carré  les  deux  membres  de  l'équation  (5) ,  puis  retran  > 
chez  Tune  de  l'autre  les  deux  équations  ainsi  obtenues ,  il 
Tiendra  : 

?  [2iï*6'+2aV4-26V— a*— 6*— c«] 

=:  4  [2«6*  +  2ay  +  26V—  a*—  6*  —y*]. 
Cette  dernière  équation  donne  la  valeur  de 

2a'6'  4-  2aV  +26V— a4— 6*— c*, 
Àim.  BB  MathUm.  I.  10 
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en- fonction  de  «,  6,  7;  substituant  dans  Téquation  [h), 


on  a  ; 


9 
e(,  par  suite 


£•  =1  [2«'e*+2»y  +  26V  — a*— 6*—  7*]  , 


/  =  1  \/2«'6'+2xV+V7  — oc*— e*-7*. 
3 


DÉMONSTRATION  DU  THÉORÈME  3  (page  57). 

*  Si  d'an  point  A  d*une  ellipse ,  on  aiNilsse  des  perpendicalaires  AM ,  AN , 
)»  sur  les  diamètres  conjugués  égaux,  la  diagonale  du  parallétograninie 
M  construit  sur  AM ,  AN ,  est  normale  à  Tellipse  au  point  A.  » 

VAm  M.  HUXT, 

I  Bléve  du  eotlége  Louis-le-6ran<|  (institution  Mayer). 


Softnt  xf,y,  les  coordonnées  AG,  AH,  {fig.  37),  d*un  point 
quelconque  A ,  pris  sur  le  plan  d'une  ellipse  ^*-f  ^=^% 
rapportée  à  ses  diamètres  conjugués  égaux  dont  Tangle  YOX 
est  0  ;  et  AM ,  AN ,  les  perpendiculaires  abaissées  du  point  A , 
sur  les  axes  OX,  OY,  on  aura  : 


OM  =  OH-MH=:«'4;/co8e,  ON=OG— NGsr^r^+x^cos©. 
point  P,  milieu  de  MN,  soroot 
-,*  et  par  suite  Téquation  de  la  droite 


Les  coordonnées  du  point  P,   milieu  de  MN,  saroot 


2  '  2 

y — j/cosô 

APest^— y=% — T — •  (a:  — j/).  L'équation  dela/NK 
Zaïre  du  point  A ,  est ,  comme  on  sait ,  yy+  xxf^  a\  00 
y=:—j-  X  +  -7.  La  perpendiculaire  abaissée  du  point  A 
sur  la  polaire,  a  pour  équation  : 


Digitized  by 


Google 


—  IW  — 


--tCOSÔ      I 

j+cosOj 


1 — 7COSÔ    ,  J    ^     ^ 


7 

On  ?oit  donc  que  cette  perpendiculaire  colodde  avec  la 
droite  AP. 

IToù  nous  conclurons  que  :  Si  d'un  point  quelconque^  A, 
du  plan  (Ttme  eilipse,  on  abaUsee  da  perpendiculaires  AM,  AN, 
mr  les  diamètres  conjugués  égaux ^  la  direction^  AP,  de  la 
diagonale  du  parallélogramme  construit  sur  ces  perpendin 
culmres,  est  elle-^nême  perpendiculaire  à  la  polaire  du 
pomi  A. 

Bans  le  cas  particulier  oJi4e  point  A  est  pris  sur  Tellipse , 
la  polaire  du  point  A  est  la  tangente  menée  à  l'ellipse  par  ce 
point  ;  et  alors,  on  a  le  théorème  qu'il  Ihllait  démontrer. 


QUESTION  7  (page  68)- 
Bo&vnaw  Dx  m.  nsausm  (éhouard). 


On  donne  les  projections  dune  droite  AB,  et  celles  de  deux 
poinis  Cy  Dy  fum  situés  dans  toi  même  plan,  avec  la  droite: 
consiruire  les  projections  Sun  point  situé  sur  la  droite  AB ,  et 
tel  qtie  la  somme  de  ses  distances  aux  deiuv points  domnésC,  D, 
soii  un  minimum. 

Si  de  deux  points  quelconques  A ,  B,  de  la  droite  AB,  pris 
comme  centres.  Je  décris  des  circonférences  dontles  plans 
soient  perpendiculaires  à  AB^  et  si  alor$  je  eherche  entré  les 
points  A,  B^  sur  la  droite  AB ,  un  point  S  tel  qu'il  soit  le 
sommet  du  cAne  droit ,  à  la  surface  duquel  appartiennent  les 
deux  circonférences  :  je  dis  que  le  plus  court  chemin  d'un  point 
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situé  sur  une  des  circonrérences  àun  pointsituésurl'autre^ 
passant  par  la  droite  AB ,  est  celui  qui  passe  paf  le  sommen. 

En  effet  y  si  je  mène  par  la  droite  AB,  un  plan  quelconque, 
il  déterminera  sur  la  surface  conique  deux  droites»  qui  seront 
chacune  le  plus  court  chemin  d*un  certain  point  de  Tune  des 
circonrérences,  àun  certain  point  de  Fautre,  et  chacune  de 
ces  droites  rencontrera  AB  en  S.  Hais  toutes  les  distances*du 
sommet  d'un  cône  droit  à  la  circonrérence  de  sa  base,  étant 
égales  entre  elles,  il  s'en  suit  qu'il  n'importe  pas  que  les  deux 
points  soient  dans  un  même  plan  avec  la  droite  AB  ;  donc  le 
point  S  est  le  point  cherché,  et  il  partage  évidemment  AB 
en  parties  proportionnelles  aux  rayons  des  cercles. 

Si  donc,  dans  le  problème  proposé,  des  points  C,  D,  nous 
abaissons  sur  AB  des  perpendiculaires,  et  si  nous  par-^ 
tageods  la  distance  des  pieds  de  ces  perpendiculaires ,  dans  le 
rapport  de  leurs  longueurs ,  le  point  dç  division  sera  le  point 
cherché;  ce  qu*il  faut  exécuter  par  la  géométrie  descriptive. 

Je  puis  prendre  pour  plan  horizontal  de  projection  le  plan 
qui  passe  par  la  droite  AB,  et  Tun  des  points,  C.  Soient  d,  d, 
les  projections  horizontale  et  verticale  de  D.  Ue  C  et  de  ^J'a- 
baisse des  perpendiculaires  CM,  <<N,  sur  AB.  La  droite  DN 
sera  perpendiculaire  sur  AB.  Pour  partager  la  distance  MN 
des  pieds  des  perpendiculaires  CM,  DN,  dans  le  rapport  de 
ces  perpendiculaires^  il  faut  connaître  la  longueur  de  DN. 
.Or,DN  est  1  hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  Df/N,  dont  les 
deux  côtés  de  l'angle  droit  sont  la  hauteur  verticale  D^  du 
point  D,  et  la  perpendiculaire  d^.  Si  l'on  prolonge  la  droite 
€fl9,  d'une  longueur  ND'  égale  à  ND,  et  que  Ton  joigne  le 
point  D^  au  point  C,  l'intersection  de  la  droite  DC  avec  AB, 
donnera  le  point  cherché. 

Les  coûstmotiOBS  deviennent  plus  longues,  mais  ne  sont 
pas  plus  difficiles^  en  prenant  un  plan  quelconque  pour  plan 
de  projection  horizontale. 
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QUESTION  5  (page  57). 

1.  Ékmi  donnée  une  équation  algébrique,  (Tun  degré  quel- 
conque  à  coefficients  réels  ^  chaque  racine  peut  être  considérée 
comme  la  tangente  d!un  arc  réel  ou  imaginaire^  Vunité  étant 
prise  pour  rayon.  Onpropose:  !<>  de  démontrer  que  la  somme 
de  ces  arcs  est  réelle  ;  2^  de  trouver  cette  somme  à  Vq^de  des 
tables. 

Établissons  d'abord  ce  priacipe  :  qu^une  quantiyS  qoet- 
conque ,  réelle  oa  imaginaire  peut  Atre  considérée  comme  la 
tangente  d'un  arc  réel  ou  imaginaire.  On  a ,  en  général ,. 

tang.j:  =  ar— — — +. 


i.â.3   '   l.%9*4-5 
Or,  A  ««r-HV^^,  tang.Cr+»V/I5)  My+  zi/^) 

_(r±A^^ =  Y+ZI/I:T;  donc.  etc. 

Cdapooé,  soit  donc  l'équation  à  coefficients  réeb':  ^  . 

dont  les  racines  sont  r,,  r,,  r,, r«  ;  si  Je  dési^  P^r  .&. 

la  somme  des  tangentes  dont  cé&  racines  repré^ntea^  jes 
arcs,  par  S.  la  somme  de  ces  mime  tangentes  combinées 
sans  répétition  deux  à  deux ,  J*aurd ,  d*après  la  formule 
connue  : 

C         g  -4- s 

tang.(r.+r. +  r.)=    '^  J.s'"  -^sl''  " "*  ^  P®^""'     * 

S— S,....±S* 
ou  bien  =«  - — ^ — ^ttk — ,  si  m  est  impair. 

1 — aa....dCd«i.i 

Or,  ona    S,=— A,,    S.=A.,  8,=— .A,,....S«=ih A«»,- 

—  A.  +  A, ztA^i 


donc        tang.(r,-fr, -f'")  = 


l^A.. 
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quantité  réelle  ;  donc ,  la  tangente  de  la  somme  des  ares  étant 
réelle ,  la  somme  de  ces  arcs  est^aussi  réelle ,  c.  q.  f.  d. 

Connaissant  cette  tangente  en  fonction  des  coefficients  de 
réquation  donnée^  on  peut  trouver  au  moyen  des  tables  Tare 

lui-même. 

—A -4- Ai ... 

Dans  quel  cas  les  deux  termes  de  la  fraction  — — 'T  , 

1  — A,+.... 

deviennent-ils  npls?  et  comment  trouver  alors  la  vraie  valeur 
déjà  fraction  ? 

QUESTION  9  (page  59). 

3.  Inscrire  dans  une  elUpse  donnée  une  carde  tMe  que  la 
sofnm^desa  longueur  et  de  la  disiance  de  son  milieu  au  cenire 
de  VelUpse ,  soit  un  maarimium.  AppUcatUm  au  cercle. 

Désignons  ce  maximum  par  z,  la  demi-corde  par  ^,  et  la 
distance  de  son  milieu  au  centre  de  Tellipse,  par  x;  on  a 
z=X'\-%)r,  d'où  j:=z-r%^. 

S(M  réquatiou  de  cette  ellipse  rapportée  à  deux  diamètres 
conjugués,  a  et  b,  dont  Tun  est  parallèle  à  la  corde, 

«yrf^'je=âV  (1). 

Remplaçant  dans  Téquation  (1),  j:  par  sa  valeur^  on  aura  ; 

Wzy         b^(a*  —  %^) 


K«- 


a*+46*         a«+4fr« 


_2b^zàzabVa^+tt^-z- 

La  plus  grande  valeur  qu'on  puisse  donner  à  z  est  donc 
V/?+W* .  sans  quoi  y  serait  imaginaire;  or,  dan» 
2'=/ï»+fc&",  il  y  a  la  quantité  constante  a'4-6'=if;  z^=^l^+U\ 
z  dépend  donc  de  bi  donc,  quand  b  e^t  le  plus  grand  pos- 
sible ,  c*est  -à-dire  le  grand  axe ,  s  est  le  maximum  ;  on  a  alon- 
la  corde  cherchée  ; 

2r=  et    j:  = 


ka*  +  4ft«  ktf»4-46> 
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Qimd4  rettipee  devient  un  cercle,  on  a  as=fr=r,-  alors 

c'est  là  le  maximum. 

DÉMONSTRATION  DU  THÉORÈME  2  (pÉge  S7). 

3.  S(ritABC^(fig.  88),  un  triangle  équilatéral  inscrit  dans 
uncerele  dont  h  centre  est  D;  d^unpointOde  la  circonférence , 
ofi  abaiêse  sur  les  côtés  AB,  AC,  BC,  des  perpendiculaires 
OM,  ON,  OP,  qui  rencontrent  ces  côtés  endespôints  M,  N,  P.. . 
Les  points  M,  N,  P,  sontsuirune  droite  qui  passe  par  le  milieu 
êss  rayon  ODj  et  ce  milieu  est  le  centre  des  moyennes  distances 
despieds  des  trois  perpendiculaires  ^Uf  N,P. 

Des  points  P,  N»  D,  j'abaisse  sur  AB,  les  perpendiculaires 
FF,  NG ,  DH.  Les  droites  ON,  OP,  faisant  avec  AB  des  angles 
de  30^,  on  aura  : 

(t)       ON = a(NG— OM).       (2)       OP=a(OM  — PF)  . 
D'ailleurs ,  la  somme  algébrique  des  perpendiculaires  abais- 
sées ,  de  différents  points,  sur  les  cdtés  d'un  triangle  équila- 
téral, étant  invariable,  on  a  : 
(3)  ON+OM— 0P  =  3.DH. 

De  la  somme  des  égalités  (3)  et  (3),  Je  retranche  (1),  il 
Tient: 
OM=3.DH-f40M-2(NG+PF).  d'où^^±^=^^^±^. 

O  À 

Cette  dernière  égalité  montre  que  le  centre  des  trois  points 
N ,  P,  M,  et  le  milieu  du  rayon  OD,  sont  à  la  même  distance 
de  AB.  On  démontrerait  de  même  que  ce  centre  et  le  milieu 
de  OD,  sont  à  des  distances  égales  de  AC  ;  donc ,  ces  deux 
points  coïncident. 

La  situation  en  ligne  droite  des  trois  points  M,  N,  P,  est 
une  prq[>riété  connue,  et  qui  existe  même  lorsque  le  triangle 
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inscrit  est  quelconque.  Ce  tbéorèoie  a  été  découvert  par 
Robert  Simpson/ 

PROBLÈME  11  (page  59). 

k.  Inscrire  dans  une  ellipse  un  triangle  semblable  â  un 
triangle  donné. 

Par  un  points  D ,  pris  sur  TelUpse  {fig.  39) ,  je  mène  deux 
corder  DE ,  DF,  faisant  entre  elles  un  angle  EDF  égal  à  Tangle 
BAC  du  triangle  donné  ;  puis ,  Je  Joins  le  centre  0  de  TelUpse 
aux  milieux  6,  H,  de  ces  cordes,  par  les  diamètres  OG^» 
OHY.  A  partir  des  points  G,  H,  Je  prends  sur  les  directions 
GD^  HD,  des  longueurs  GI,  HL,  proportionnelles  aux  côtés 
BAy  CA  ;  par  les  points  I,  L,  Je  conduis  parallèlement  aux  dia- 
m^res  OX ,  0¥»  les  droites  IH ,  LM ,  qui  se  coupent  au  point 
M  ;  Je  Joins  le  centre  au  point  H  par  la  droite  OM  qui  coupe 
Telllpse  au  point  A',  et  enfin  par  le  point  A'  Je  mène  les  cordes 
A'fi',  A'C\  parallèles  aux  cordes  DE ,  DF.  Le  triangle  A'B'C, 
ainsi  déterminé ,  est  semblable  au  triangle  ABC. 

Car  les  diamètres  OX,  OY,  divisent  en  parties  égales  les 
cordes  A'B',  A'C,  aux  points  R,  S;  et  de  plus,  on  a: 
AR  :  A'6  ::  GI  :  HL  ::  AB  :  AC;  d'où  AV:  AV  ::  AB:  AC. 
D*ailleurs  l'angle  B'A'C  est  égal  &  Tangle  EDF;  et  par  suite 
il  est  égala  TangleBAC.  Donc  les  deux  triangles  ATfC,  ABC, 
sont  semblables,  comme  ayant  un  angle  égal  compris  entre 
côtés  proportionnels. 


LETTRE 
Ken  que  je  n'aime  pas  la -polémique  Je  crois  ne  pouvoir 
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l&isser  passer  sous  silence  rarticle  ée  if.  Perréy^  contenu  dans 
le  second  numéro  de  votre  journal. 

Jusqu'à  présent  tout  le  monde  avait  adopté  Texpression 
suivante,  qui  n'est  qu'une  façon  de  parier:  «La parabole* 
pouvant  être  considérée  comme  la  limite  de  toutes  les  ellipses* 
qui  ont  même  sommet  et  même  foyer,  a  un  centre  unique, 
situé  à  l'infini.  » 

M,  Perreg^  observant  que  la  parabole  peut  être  r^ardée 
aussi  comme  la  limite  d'une  série  d'hyperboles,  conclut  que 
cette  courbe  a  dmx  centres  situés  à  l'inflni ,  i^m  sur  l'axe , 
l'autre  sur  le  proloogement  de  l'axe. 

Cette  conclusion  est,  je  crois,  inadmissible. 

Considérons  une  ellipse  ABGD  [fig.  40  ),  rapportée  à  son 
grand  axe  AB,  et  à  la  tangente  au  sommet  A.  Soit  F»  le  foyer 
de  cette  courbe ,  situé  entre  le  centre  et  l'origine.  Prenons  les 
points  A  et  F  pour  sommet  et  pour  foyer  d'une  parabole 
GAE. 

Si,  actuellement,  ces  points  restant  fixes,  on  suppose  que 
le  centre  0  s'éloigne  de  plus  en  plus  de  l'origine,  on  obtiendra 
une  série  d'ellipses  telles  que  pour  une  même  valeur  de 
l'abscisse,  l'excès  de  l'ordonnée  de  la  parabole,  sur  l'or- 
donnée de  l'ellipse,  pourra  devenir  moindre  que  toute  quan- 
tité assignable,  si  l'on  rend  l'ellipse  sufllsamment  grande. 
C'est  là  ce  qu'on  exprime  en  disant  :  «  La  parabole  est  la  li- 
mite des  ellipses  qui  ont  même  sommet  et  même  foyer.  »  De 
même,  quand  on  dit  :  «  La  parabole  a  un  centre  situé  à  l'in- 
fini, du cêté  des  x  positifs,  n  cette  expression ,  qui  n'est,  je  le 
répète,  qu'une  façon  abrégée  de  pa  rler ,  signi  fie  :  «  Si  vous  prenez 
une  ellipse  qui  diffère  extrêmement  peu  de  la  parabole,  le 
centre  de  c^  ellipse  sera  excessivement  éloigné  de  l'ori- 
gine. » 

En  second  lieu,  si  Ton  construit  une  série  d'hyperboles 
telles  que  HAL,  ayant  A  pour  sonmiet,  F  pour  foyer,  etd«tf^ 
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le  centre,  situé  vers  les  x  négatife»  s*éloignede  fdos  en  ptos 
de  Forigine,  ces  hyperboles  auront  pour  ItmRe  la  parabole 
GAE.  Sous  ce  point  de  rue,  on  est  conduit  à  admettre  que 
la  parabole  a  un  centre  situé  à  Tinfini,  sur  le  prolongement 
de  son  axe* 

Ainsi ,  selon  que  Ton  regarde  cette  courbe  comme  limite 
d*une  série  d'ellipses  ou  d'une  série  d'hyperboles ,  il  n'e^pas 
inexact  de  dire  qu'elle  a  un  centre  à  droite  de  l'origine,  ou  un 
centre  à  gauche.  Mais  comme  les  deux  séries  de  courbes  sont 
complètement  étrangères  l'une  à  l'autre ,  qu'elles  sont  don- 
nées par  deux  modes  de  constructions  différents  entre  eux, 
on  ne  doit  pas  prendre  à  la  fbis  ce  qui  provient  de  l'une  et  de 
l'autre  série,  et  conclure  que  la  parabole  a  deux  centres. 

Du. reste,  si  dans  l'équation  y=/i(2^*)a:-f-*(*— *)-3r^» 
employée  par  M.  Perrey,  on  égale  à  zéro  la  dérivée  par  rap- 

porta  JT,  on  obtient,  pour  Tabscisse  du  centre:  xs^. 

Posant  fc=0,  il  vient  x=-f  oo ,  ou  ar= — oo ,  selon  que  l'on  re- 
garde léro  comme  la  limite  des  valeurs  positives  ou  ^  valeurs 
négatives  attribuées  à  k.  Hais  si  l'on  prenait,  m  mêmetempi, 
ar^=±QO  ,cQlareviendraità  admettre  qu'un&éqoation  de  degré 
n  peut  avoir  n-f  1  racines. Or,  cette  dernière  opinion,  émise 
par  un  auteur  à  qui  sa  position  donne  une  assez  grande  auto- 
rité dans  l'enseignement,  n'a  point  cependant  été  adoptée. 

Si  le  mode  de  raisonnement  employé  par  H.  Perrey  était 
suivi,  on  arriverait  à  conclure  :  que  la  ligne  droite  a  une  in- 
finité de  centres  situés  d'un  côté  ou  de  l'autre  de  cette  ligne  ,* 
que  la  parabole  a,  non  deux  centres  seulement,  mais  une 
infinité  de  centres,  situés  ^enx  à  deux  sur  chacun  des  dit- 
mètres  ;  que  deux  courrien  qui  parcourent  la  même  droite 
avec  des  vitesses  égales ,  dans  le  même  sens ,  se  rencanirenmi 
et  H  ioni  rencontrés  à  l'infini  positif  ou  négatif,  etc. 

Pardon,  monsieur,  d'une  aussi  longue  lettre  sur  un  sujet 
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aoflsi  simple;  mais  les  .choses  firesque  évidentes»  que  l'on 
aperçoit  d'oocoup  d'œil,  sont,  en  général,  difSciies  à  expli- 
quer ;  «t  pres^  toujours 

(npITioti  conçoit  Mes  ^énpnvt  lmHn»m9nt. 

•     Agrte,étc., 

E.  Catalan. 


QUESTIONS  PROPOSÉES  AUX  EXAMENS. 


Des  iiffénrUeê  manières  de  trouver  les  condiHons  de  rMiti , 

des  Urois  racines  de  f équation  x^+px+q  zr^O;  les  coefUcifinis 

p,  q  étant  supposés  réeb. 

*      1.  La  première  méthode  que  nous  allonsindiquer  est  fondée 

8or  cette  remarque:  sim,  /t,  sont  deux  nombres  réels  et 

m  -i-  n 

inégaux,  la  moyenne  arithmétique  — - —  entre  w  et  «,  est 

plu»  grande  qoe  la  moyenne  géométrique  l^mn;  eià  m,n, 
sont  deux  Imaginaires  conjuguées  a-f  «K— *  »  «— ^  y-^i  î 
la  moyenne  arithmétique  a ,  est  au  contraire  moindre  que  la 
moyenne  géométrique  v/a*+6'. 

Gela  admis  nous  ferons  observer  que  dans  la  recherche  des 
conditions  de  réalité  des  racines  de  Téqnation  •r^+P'^+7  -  ^» 
on  Ijeut  toujours  supposer  9<C0;car,  Téquation  proposée 
éîBtmie  degré  impair,  on  peut»  en  changeant  le  signe  des 
racines,  rendre  le  dernier  terme  négatif;  et  il  est  évident  qiie 
ce  changement  n'apporte  aucune  modification  dans  les  con- 
ditions de  réalité  des  racines. 

Pour  que  les  trois  racines  de  j/-{";;x-f  9  =  0,  soient 
réelles.  Il  faut d*abord que p  soit  négatif.  Car,  si  Ton  désigne 
'^i>ar  a,  A,  <? ,  les  trois  racines  de  x^-\-px-^qssO,  on  a  : 
iH    tf-h*-f^=^»     (2)  ab-\-aC'\'bc=p ,    (3)    ahc^—q. 
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La  relation  (1)  donne 

ab'^ac-\-bcs= — ( — !— 1;  dou  /?=— l — --r^ —   |. 

Done,  p  0St  négatif ,  lorsque  les  trois  racines  a\b,Cy  sont 
réelles* 

L*éqaation  x34-pj:+y=0,  dont  le  dernier  terme  est 
suppose  négatif  y  a  une  racine  réelle  positive  a  ;  et  si  les  deux 
autres  racines  h,  c  sont  réelles,  elles  sont  nécessairement 

a 

négatives;  car  les  égalités  (3)  et  (i)  donnent  ^c  =  — -» 

n 

6+i?s=— a;  la  première  montre  que  les  racines  fr,  e^  ont  * 

le  n)éme  signe,  et  la  seconde  fait  voir  que  ce  signe  commua 

est  le  signe  moins. 

Or,,  la  moyenne  arithmétique  des  nombres  positif  —  6, 
— c,  étant  plus  grande  que  leur  moyenne  géométrique  ,  on^ 

/b  J_  ç\a  û«  q 

a:  (      '      \  >bc^  ou  -  >  —  i ,  d'après  les.  relations  (t), 

(S)  ;  ou  bien  encore  a>  K — 4jr. 

De  plus,  on  conclura ,  de  ce  que  a  est  la  seule  racine  réelle 
positive  de  Téquation,  que  si  Ton  substitue  à  x  un  nombre 
positif  moindre  que  a ,  dans  x^-^-px-^-  q ,  le  résultat  de  la 

substitution  sera  négatif,  par  conséquent  : 

« 

(|>Z4^)3+p(pC4^)+j<0,  d'où  -.3j<-/>|^=ï^, 

— 27y'<+4/i*y;  et  en  divisant  par  —y,  qui  est  un  nom- 
bre positif, 

27y«<— 4p^    ou    V+27î»<0, 

Cette  condition  est  suflSsante,  car,  si  elle  est  remplie,  on  en 
conclura  que  la  racine  positive  a  de  l'équation  jr^+px+yrsO, 

satisfait  à  la  condition  ■t>— -  ;  et  par  suite  ( -^  1  >w. 

£t  cette  dernière  inégalité  ne  pourrait  avoir  lieu  si  b,  0^ 
étaient  des  imaginaires  conjuguées. 
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Il  esté?ident  qu'on  établira  la  condition  d'égalité  des  ra- 
cines ^  et  c  en  exprimant  que  leur  moyenne  proportionnelle 
est  égale  à  leur  moyenne  diCTérentielle.  Ce  qui  conduira  par 
des  raisonnements  semblables  à  ceux  qu'on  vient  de  faire, 
À  la  condition  Xp^+SLlq"^^. 

'2.  En  supposant  toujours  que^  reste  négatif»  l'équation 
x^  -j-^rarrf-  ^  s  0  (1) ,  aura  une  racine  réelle  positi?e  ;  dési- 
gnoDs-la  parj^ ,  et  divisons  le  premier  membre  â:^+/^+? 
par  (x— tf),  le  quotient  sera  j:* +<»«^ +/'+<»* • 

Pour  que  Téquation  (1)  ait  ses  trois  racines  réelles,  il  fautet 
il  suilltque  l'équation  du  seconddegré  j:'-|-^ij:4-/'+a'ss0  (3), 
formée  en  égalant  à  zéro  le  quotient  â;'-|-aj:-f-/H~^\  &ît  ^^ 
racines  réelles.  On  doit  avoir 

tf»_4(^-f.a*)>0    ou    — 4p— 3tf»>0,      (2) 
reiaiion  qui  montre  que  p  doit  être  négatif.  On  en  tire 


/T^. 


fl  <  V S-.  Or  la  forme  de  l'équation  fait  voir  que  des 

trois  racines  réelles,  l'une  doit  être  positive  et  les  deux  autres 
négatives,  a  étant  la  seule  racine  positive,  tout  nombre  plus 
grand  que  a  substitué  dans  (1)  doit  donner  un  résultat  positif, 
par  conséquent 


élevant  au  carré 


Cette  condition  est  suffisante ,  car  si  elle  est  remplie ,  on  en 
conclura  qu»  la  racine  positive  a  satisfait  à  la  condition 
— 4p— 3a'>0;  par  conséquentles  racines  de  l'équation  (2), 
et  par  suite  celles  de  l'équation  (1)  seront  réelles. 

3.  La  forme  de  l'équation  aux  carrés  des  dilTérences  des 
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racines  de  Téqnation  x^+px-\-q  =sO  (i),  laquelle  est 
aï+6;?z*4-V«44/^54-27^*=0(2),  établit  que  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  trois  racines  do  l'éqaa- 
tioD  x5+/ix+  q  =0  soient  réelles  est  4p^-f-27î'<0.  Car  il 
faut  et  il  suffit  que  Téquation  (2)  ne  présente  que  des  raria- 
tions  de  signe  ;  or  cette  condition  sera  remplie  r  si  Ton  à 
4^3^27^'><^0,  puisque  cette  dernière  relation  ne  peut 
subsister  sans  que  p  sott  n^^f  ;  et  99*  est  esiipntielleBient 
positif. 

4.  Lorsqu'on  applique  à  Téquation  x'-f-^yx 4*9=0,  le 
théorème  de  H.  Shurmf  on  obtient  la  suite  des  fonctions 

V,=  -V^~27yV 

pour  que  les  premiers  tenues  de  cette  suite  complète  ne  pré- 
sentent que  des  permanences,  il  faut  que  Ton  ait/'<0  et 
4/7^-f27<7'<0y  or  cette  condition  renferme  la  première;  par 
conséquent  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les 
trois  racines  soient  réelles ,  est 

4p3+27î«<0. 

5.  Lorsque  les  trois  racines  de  Téquation  j:5+j»a:+y=0  (1) 
sont  réelles ,  la  dérivée  ar*4-/7=:0  doit  avoir  aussi  ses  racines 
réelles,  d'après  le  théorème  de  Koile;  ce  qui  montre  d'abord 
que/?  doit  être  négatif. 

Supposons  q>Q,  l'équation  (1)  aura  une  racine  réelle  né- 
gative. La  dérivée  ayant  pour  racines  +  y  — ^  et  —  ▼  —5» 

3  3 

la  racine  +V  — ^  sera  comprise  entre  les  deux  racines 

réelles  positives  de  Téquation  (1).  si  cette  dernièPe  a  trois  ra- 
cines réelles.*  Par  conséquent,  dans  ce  cas,  le  résultat  de  la 

substitution  de  +  y  —  ^  pour  ce  dans  (1)  doit  être  négatif. 
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Ainsi  on  aura  ^ 

ou      *     \AIÏ+î<0    d'où    fc/»»+3fT?*<0. 

3  3 

Cefte  condition  est  suffisante ,  car  l'équation  (1)  aura  une 

racine  léelle  positive  comprise  entre  0  et  +  V  —  ^ ,  et  une 

radoe réelle  positive  comprise  entre  +V  —  g  et  +  »,  et 

par  conséquent  trois  racines  réelles,  puisque  q  étant  >0, 
elle  a  en  outre  une  racine  négative. 

6.  On  peut  établir  cette  condition  par  le  théorème  de  Des- 
cartes. Supposons  q>0,  dans  Téquation  x^+px+q^O  (1). 
Comme  il  manque  un  terme  entre  x^  eipx.p  doit  être  né- 
gatif lorsque  réquation  asestrois  racines  réelles.  Remplaçant, 
dans(l),  X  par ^-f-^,  on  obtiendra  Téquation 

y+3hy*+3h^  y+h'+ph+q  :=  0;  (2) 

+P 
faisons  disparaître  le  terme  on^,  et  pour  cela  il  faut  faire 

h  8  V  — ^  :  la  valeur  de  h  sera  réelle ,  puisque  p  est  néga- 
tif.  Uéquation  résultante,  en  supposant  qu'on  prenne  h  po- 
sitif, sera  _ 

^  +  âV^.r'+|>/-|+î=0.      (3) 

Cette  équation  doit  avoir  ses  trois  racines  réelles ,  puisque  * 
est  réel  ;  les  coeffldents  de  r*  et  de^»  doivent  donc  être  de 
rignes  contraires,  puisqu'il  manque  un  terme  entre  ces  deux 
termes.  Ainsi  on  doit  avoir 


??\/irê 


3+?<0. 
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d'où.     9<— -^V — f,    d'où  enfin    *;>*+27y'<0. 

3  3  V  ^ 

Cette  condition  est  suflOsante,  car  elle  établit  que  réquation  (3) 
a  une  racine  réelle  positiv.e.  L*équation  (1)  aura  donc  aussi 
une  racine  réelle  positive,  d*après  la  relation  xssjr^h; 
ayant  déjà  une  racine  réelle  négative,  puisqu*on  a  supposé 
q>0,  elle  aura  toutes  ses  racines  réelles. 

7.  L*équatipn  qui  donne  sin •;  ^  en  fonction  de  sin  a  est, 
en  désignant  sin  j  a  par  x  et  sin  a  par  b , 

>  x>-jR'a:+ÎR'6=:0,  {a) 

En  identifiant  cette  équation  à  Téquation  x*+px+qssO(i)^ 
on  trouve  : 

-  4r>=/?  et  lR«fc=^,  d'où  R*  =  -^  et  fr=-??, 
^  4  3  ^ 

b* 
ce  qui  montre  quep  doit  être  négatif;  en  outre  on  a  -^  <t . 

R' 
9(7*        4 
d'oùfc*<R*  ;par  conséquent -~-<— r />  d'où  4/>5+27j«<0. 

P         ^ 

Cette  dernière  condition ,  qui  comprend  la  eonâitîon/ii<<0, 

est  suffisante ,  puisqu'on  sait  que  les  racines  de  Téquation  (a) 

sont  toujours  réellesjorsque  ^7  <  i- 

On  sait  que  pour  que  deux  racines  de  Téquation  (a)  soient 

égales,  il  faut  et  il  suffit  que  ^  =  1 .  La  condition  nécessaire 

et  suffisante  pour  que  Téquation  (1)  ait  deux  racines  égales 
est  donc  *p»+27^*=0. 
On  obtient  les  mêmes  résultats  par  Téquation  qui  donne 

1  3  1 

cos  -flenfonctiondecosa,  laquelle  est x^— 7 R*x—7R"fc=0. 
3  4  4 

8.  Supposons- y>0  dans  Téquation  x^-^px-^^O  {i). 
On  peut  regarder  l'équation  (1)  comme  résultant  de  l'élimi- 
hation  dc^  entre  les  équations  ^=j:^+/;ar  (2),  et  j^= — q  (3). 
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Les  reeiaes  de  Tèquation  (1)  seront  donc  les  abscisses  des 
points  de  rencontre  de  la  courbe  (â)  et  de  la  droite  (3).  Or,  si 
p  est  positif,  la  coarbe  représentée  par  Téquation  (2)  aara  la 
forme  indiquée  (fig.  2^1) ,  et  ne  pourra  être  rencontrée  par  la 
droite  (3)  en  plus  d'un  point,  ce  qui  montre  que  tant  que^» 
sera  positif,  l'équation  (1)  ne  pourra  pas  avoir  plus  d'une 
ndoe  réelle. 

Supposons  donc/y<;Oet  remplaçons-le  dans  l'équation  par 
^,  la  courbe  j<=j:^ — kx  aura  la  forme  indiquée  {fig.  IA)\ 
AH  et  Aff  étant  égaux  à  +  Vk  et  — ViTPour  que  la  droite 
/^=3-^,  (LX),  coupe  la  courbe  en  trois  points,  il  faudra  que  q 
floit  moindre  que  la  valeur  absolue  du  maodmum  des  ordon- 
néèsde  la  branche  AH.  Pour  déterminer  ce  maximwn ,  égalons 
à  léro  la  dérivée  de  j^^^kx  qui  est  ^r* — K  On  trouve  pour  x 

et  pour  la  valeur  eorrespondante  de  y . 


3-3  -3     *»"*"""    ^■-       3      '    3- 


2  il/* 


Oo  doit  avoir 


î< 


l*vî. 


ce  qui  donne    ^*  <! 


27' 


d'où,  en  mettant^-/»  au  lieu  de  A:, 

4p»+27^*<U 

Cette  condition  est  suffisante ,  car  on  en  déduit  ' 

Pour  établir  que  deux  racines  de  Téquation  (1)  sont 
égales,  il  faudra  exprimer  que  les  deux  points  d'intersection 
de  la  droite  ^=—9  avec  la  branche  AH  se  réunissent  en  un 
seul;  il  suffit  pour  cela  que  q  soit  égal  à  la  valeur  absolue  du 

1X9.  SK  HÂTBill.  I.  ^  ^ 
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moûDinmm  des  ordonnées  de  la  branche  AH,  ce  qui  eenduil  . 
à  ét^lir  la  relation 


i^Wl  ••     -  * 


d'où    y'=-.^^,    ou  enfin    V+27î*=0. 

Déterminer  la  relaticn  qui  doit  exister  entre  les  coefficienif 
de  Véquation  x"*+PX+  Q=^  ^9  ^  coejfieients  réels ^  pour  que 
ceUeèquaiion  admette  le  plus  grand  nombre  possible  de  racines 
réelles. 

Lorsque  m  est  pair,  cette  équation  oe  peut  pas  avoir  plus 
de  deux  racines  réelles,  comme  on  peut  le  reconnaître  par 
le  théorème  de  Descartes. 

Si  m  est  impair,  Téquation  aura  au  plus  trois  racinea 
réelles ,  et  pour  cela  il  est  nécessaire  »  d'après  le  théorème  de 
Descartes,  que/?  soil  négatif. 

En  aspliquant  le  théorème  de  M.  Sturm,  à  Téquation 
x'^"\'px'\-'  gr  =r  0 ,  on  obtient  la  suite 

X=x''-^px  +  q, 
X"s=  —  (m — i)px — mçy 

qui  montre  que  trois  est  le  plus  grand  nombre  de  racines 
réelles  que  puisse  avoir  Téquation  ar**+./?a:+î=<>-  Et 
pour  «cela,  il  est  nécessaire,  que  m  soit  impair;  p<iO  et 

(  —  ^  j    -^  (  -^  j      î>  0  :  ces  deux  dernières  condi- 
tions' sont  celles   que   Ton   a   trouvées  pour  TéguatioD 
.jfi+px+4==:  0,  car  la  condition  *j»^+27y*<0,  peut  être 

mise  sous  la  formel —^j  —  (^j  >0. 

1.  Trouver  le  lieu  géométrique  des  sommets  des  hyperboles 
qui  ont  une  asymptote  et  un-foyef  commune.  • 
Prenons  pour  axe  des  :»  Tasymptote  donnée  OY  [fig.  43}  ^ 
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«t  pour  ane  des  x ,  la  perpcodiculaire  Ff>  abaissée  du  foyer 
donné  F  sur  Tasymptote.  L*équation  des  hyperboles,  qui 
auront  pour  foyer  commun  le  point  F,  sera  : 

en  désignant  par  a  l'abscisse  OF  du  foyer  F,  et  par  m^^-nx+p, 
la  distance  d*un  point  de  la  courbe  à  ce  foyer. 

Il  reste  à  exprimer  que  Taxe  des  j^  est  une  asymptote  com- 
mune à  toutes  ces  hyperboles.  On  établira  cette  dernière 
condition  en  faisant  x=sO  dans  Téquation  (1) ,  et  en  expri  • 
mant  que  Téquation  résultante  en  ^,  laquelle  est  :    "^ 

a  ses  deux  racines  infinies  »  ce  qui  conduit  aux  relations 
i— wi'tssO,      2mp  =  6. 

Lecoefflcient  m* étant  égal  à  1 ,  on  doit  avoir  p  =  0;  et 
eo  eflét,  on  sait  que  la  directrice  passe  par  le  pied  de,  la 
perpendiculaire  abaissée  du  foyer  sur  Tasymptote. 

L*équation  (1^  qu^on  peut  écrire  sous  la  forme 

deviendra  par  suite 

m  tu  * 

Cette  dernière  équation  qui  renfeme*  un  seul  coefficient 

non  déterininé  ^ ,  représente  toutes  les  hyperboles  qui  ont 
n$ 

poar  asymptote  la  droite. OY ,  et  pour  foyer  le  point  F. 

Les  coordonnées  Xy  ^^  des  sommets  de  Tune  de  ces  hyper* 
boles  doivent  satisfaire  à  Téquation  (2) ,  et  &  Téquation  de 
Taxe  focal,  qui  est: 

(3)  y=!l{a:^a). 


Digitized  by 


Google 


_  i60  — 
Par  con$éqaent,\on  aura  Téquationdu  lieu  cherché,  eo 

éliminant  - ,  entre  les  équations  (2)  et  (3).  L'équation  (3) 
-m 

donne  —  =» .  Substituant  à  —cette  valeur dans 

m  y  m  y 

Inéquation  (2) ,  on  a  :   '^ 

^»(x— fl)'— 2j:j'(j:— a)— (x— a)*j:'  =  0. 
Supprioianl  le  Tacteur  {x — <z),  qui  donne  une  solution 
étrangère  à  la  question ,  on  trouve  : 

Cette  équation  résolue  par  rapport  à^,  donne  : 


(4)-        ^  =  ±x|/^. 

On  reconnaît  immédiatement  que  ïa  courbe  représentée 
par  réquation  (&) ,  passe  par  Torigine  des  coordonnées  et  par 
le  foyer  F  f  elle  est  divisée  en  deux  parties  égales  et  symé- 
triques par  Taxe  des  x.  Bile  a  pour  asymptote  la  droite 
ar=— a,  parallèle  à  l*axe  des^,  et  située  du  c6té  des  x  né- 
gatifs à  une  distance  OF'  de  Torigine ,  égaie  à  OF.  La  portion 
de  la  courbe  située  à  droite  de  Torigine  »  tourne  sa  concavité 
vers  Taxe  des  x,  et  celle  qui  est  à  gauche,  tourne  sa  con- 
vexité vers  Taxe  des  x.  Les  tangentes  menées  à  cette  courbe, 
par  lorigiiie  des  coQrdonnées ,  divisent  en  parties  égales  les 
angles  des  axes  ÔX,X)Y.  L'ordonnée  mcLmmum  de  la  portion 
de  cette  courbe  située  du  c4té  des:r  positifs ,  divise  la  droite 
OFen  moyenne  et  extrême  raison  ,  car  Tabscisse  correspon- 
dante à  l'ordonnée  maximum ,  est  la  racine  positive  de  l'é- 
quation x'+ûx— a'  =  04  " 

Si  l'on  coupe  la  courbe  par  une  droite  FMAH'  passant  par 
le  foyer  F,  dont  l'équation  sera^  =  m(j?— a)  j  les  abscisses 
des  points  de  rencontre  seront  les  racines  de  Téqyation 
m'(a:+a)(a:— a)'  +  x'(j: — a)=0. 
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qui  se  décompose  en  (x— tf)=:0  et  (m»4-1)x*— û'm'=a. 

La  dernière  équation  montre  que  la  droite  coupe  la  courbe 
en  des  points  M,  H\  également  distants  du  point  A  de  ren- 
contre de  la  droite  avec  Tasymptote  des  h7perl)oie8.  Ces  points 
sont  donc  les  deux  ^mmets  de  Tune  des  hyperboles  dont  le 
centre  est  A.  Ainsi,  la  brancbe  fermée  de  la  courbe  est  le 
lieu  des  sommets. voisins  du  foyer  F,  l'autre  branche  est  le 
liea  des  seconds  sommets.  £t  Tasymptote  FL'  est  le  lieu 
géométrique  des  seconds  foyers  des  hyperboles^  car  AKss  AF, 
puisque  OF  =  OF.  .. 

â.  Un  cordon  BMAH  (flg.  kk)  par faiitemmi  flexible  et  sans 
poids ,  est  attaché  par  une  de  ses  extrémités  au  point  fixe  B  » 
et  passe  sur  une  poulie  fixe  en  A,  sur  laquelle  il  peut  libre- 
ment glisser;  on  suspend  en  un  point  M  du  cordon ,  un  poids 
mobile  y  au  moyen  d'un  anneau  que  k  cordon  traverse:  quel 
est  le  lieu  géométrique  du  point  de  suspension  M,  dans  les 
différentes  positions  d'équilibre  du  poids  ^  lorsque  le  cordon 
glisse  sur  la  poulie. 

Nous  supposerons  d'abord  que  la  droite  BA ,  menée  du 
point  B  au  point  A ,  auquel  le  cordon  est  tangent  i  la  poulie, 
soit  inclinée  à  Thorizon. 

Soit  M,  une  des  positions  d'équilibre  du  poids.  Le  point  M 
devra  se  trouver  dans  un  plan  vertical  mené  par  BA ,  et  de 
plus  la  verticale  MG  menée  par  le  point  M ,  sera  la  bissectrice 
de  Tangle  BMA  Concevons  menées  par  chacun  des  points  A 
et  B,  les  verticales  BL  et  AU.  M  Ton  prolonge  MB  jusqu'à 
sa  rencontre  en  P  avec  AVL,  le  triangle  AMP  sera  isocèle, 
parce  que  les  angles  MAP  et  APM,  égaux  respectivement  a 
GMA  etGMB,  seront  égaux  entre  eux.  l'ar  conséquent,  le 
point  M  sera  sur  la  ].erpendiculaire  élevée  du  milieu  Q  de 
AP.  On  obtiendra  donc  tous  les  points  de  la  courbe  décrite 
par  le  point  M ,  en  menant  par  le  point  B  drs  transversales 
telles  que  BP,  et  en  élevant  du  milieu  de  AP  une  pcrpendi- 
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cvlaire  dont  le  point  de  renoootre  avec  BP  appariieadM  to 
lieo  cherché.  La  courbe  s'étendra  à  Tinfloi,  car  le  point  Q 
pourra  d'éloigner  à  l'infini  do  point  A.  La  courbe  aara  pour 
asymptote  la  verticale  menée  par  le  miHen  de  I A ,  car  à  mm- 
sure  que  le  pdnt  P  s'éloigne  do  point  A ,  le  point  M  le  rap*- 
proche  du  point  I  ;  et  comme  le  point  M  est  aur  la  verticale 
menée  par  le  miliev  de  RA ,  il  s'ensuit  que  le  point  F  milieu 
de.  AK  se  rapproche  du  point  C*  miiieu  de  AI,  et  par  con- 
séquent te  point  M  ne  rapproche  de  CD  ;  et  eniHi  quand  la 
droite  RP^^se  confond  avec  IL ,  le  point  H  est  situé  à  llpfint 
et  le  point  F  se  confond  avec  le  point  C,  et  le  point  M  se 
trouve  sur  la  droite  CO. 

Pour  obtenir  l'équation  de  ta  courbe,  prenons  pour  origine 
le  point  B ,  pour  axe  des  jr  |a  verticale  BY  qoi  passe  en  en 
point,  et  pour  axe  des  x  l'horizontele  BX.  L'équation  de  la 
droite  BP  sera  y^s^mx  (1).  Désignant  par  a  et  ^  les  coordon- 
nées du  point  A ,  la  longueur  PS  sera  exprimée  par  ma  et 

réquatioD  de  la  droite  QM  sera^=  — -! —  (2).  ^  et  jr  étent 

les  coordonnées  du  point  H,  on  éliminera  m  entreras  ntjr 

et  j^=  — - — ;  ce  qui  donnera  l'équation  2a^ — aj — frxs=0 

Sa 

(3),  équation  d'une  hyperl>ole  équilatère,  qui  passe  en  A  et 

B,  dont  le  centre  est  le  point  milieu  de  AB,  et  a  pour 

a      b 
coordonnées  â  ^^  ô  >  '^^  asymptotes  sont  parallèles  aux  axes« 

La  branche  BN  satisfait  seule  à  la  question  proposée.  Pour 
reconnaître  à  quelle  question  appartiennent  les  points  repré- 
sentés par  le  reste  de  la.xourbe»  observons  que  l'on  obtient 
aussi  réqusttion  (%)  lorsqu'on  cherche  le'lieu  des  sommets  des 
triangles  qui  ont  pour  base  AB,  et  dans  lesquels  la  verticale 
menée  par  le  sommet  opposé ,  divise  Taogle  de  ce  sommet  ou 
l'adjacent  en  deux  parties  égales. 
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Or,  dans  l*hyperbole  équilatère,  la  Usseetrîce  de  l'angle  for* 
mé  par  deux^rdessappléineotaires  queleoDques  est  parallèie 
à  Tune  des  asymptotes.  Par  eonaéquent  les  points  de  la  bran- 
che BN  soDt  les  sonunets  des  angles  intérieurs  que  la  yertjcate 
divise  en  deui  parties  égales,  et  ceux  de  la  branche  BN',  les 
sommets  des  angles  extérieurs  au  triangle  que  la  verticale  di- 
vise en  deux  parties  égales. 

On  voit  de  même  que  les  points  de  la  branche  AK'  sont  les 
sommets  des  angles  intérieurs  divisés  en  deux  parties  égales 
par  la  verticale  ;  et  les  points  de  la  branche  AK  sont  les  som- 
mets des  angles  extérieurs  divisés  en  deux  parties  égales  par 
la  verticale. 

Lorsque  la  droite  AB  est  horizontale,  le  lieu  des  points 
cherchés  est  la  verticale  menée  par  le  milieu  de  AB. 

C.  UoeuET. 


ANALYSE  D'OUVBAGES. 


JOCJENAI.  ]>B  Crbllb,  t.  XXIU,  18il-18&2. 

Les  abonnés  qui  désireraient  des  renseignements  plus  dé- 
taillés devront  s^adresser  aux  rédacteurs  des  Nouvelles  An- 
nales. 

V'  Cahibr. 

Jagobi  (G.'G.-I.),  professeur  4e  mathématiques  à  Kœnigs- 
berg. 

JHlucidaiiimes  de  œquaiiomim  differentialium  vulgearium 
syêUmaHg  earumque  connexiane  cwn  œquationibm  differenMa- 
libuipartialibui  linearibus  primi  ardinis  (1-lOfc). 

Fac-similé  d*une  lettre  d*Euler.  Elle  contient  ce  problème  : 
un  quadrilatère  plan  à  deux  angles  opposés  droits,  et  les 


Digitized  by 


Google 


—  164  — 

sommets  de  ces  angles  sont  fixes  ;  le  sommet  du  troisième 
angle  se  meut  sur  une  ligne  donnée,  quelle  est  la  ligne  dé- 
crite  par  le  quatrième  sommet?  Si  la  ligne  donnée  est  une 
droite,  le  quatrième  sommet  décrit  une  section  conique  à 
branches  infinies. 

2*  Cahier  {i6k% 

'Raabe  (J.-L.)  ,  professeur  à  Zurich. 
Sommation  de  séries  infinies,  périodiques  et  harmoniques» 
et  à  Taide  de  cette  sommation ,  réduction  de  Tintégrale  dé- 
finie 

en  d'autres  plus  simples  (105-126). 
Les  séries  dont  il  s*agit  sont  de  cette  forme 

+ 

Les  coefiicients  numériques  forment  la  proi^ression  harmo- 
nique, et  les  coefficients  a,,  a, ...  a^  reviennent  périodique- 
ment. 

On  trouve  ici  des  intégrales  définies  qui  ne  paraissent  pas 
connue^. 

Jdrgensbn  (Ch.) ,  de  Copenhague. 

Remarques  générales  sur  les  transcendantes  à  différen- 
tielles algébriques  ;  mémoire  fort  intéressant, où  Ton  démontre 
d'une  manière  ingénieuse  plusieurs  théorèmes  sur  les  trans- 
cendantes elliptiques  et  autres  ;  écrit  en  français  (126-lfcl). 
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Note  relative  à  on  mémoire  de  M.  Richelot,  sur  quelques 
intégrales  définies  (eo  français,  p.  H2). 
Bboch  (O.-J.)  y  candidat  en  philosophie  en  Norwége. 
Mémoire  sur  les  fonctions  de  \a  forme 


J 


rbJL 
^(af)  (RCx*))      rp  dx  (pag.  145  - 195). 


f  (3f)  désigne  une  fonction  rationnelle  quelconque  de  a^; 
Pf  r,  Sj  sont  des  nombres  entiers;  7  est  le  nombre  entier 

ooDtenii  dans ;  R  (x')  désigne  la  racine  d'un  degré  en- 

P 
tier  quelconque  d'une  fonction  rationnelle  de  x'. 

Ce  mémoire,  écrit  en  français,  a  été  le  sujet  d*un  rapport 
très-laudatif»  fait  par^.  Cauchy^  il  sera  inséré  dans  le 
recueil  des  savants  étrangers. 

Extrait  du  procès-verbal  de  TAcadémie  impériale  des 
sciences  tle  Saint-Pétersbourg,  du  2i  septembre  iSii^l  (6  oc- 
tobre, p.  196-197),  en  français.  M,  Fuss,  secrétaire  de  cette 
académie,  annonce  la  publication  prochaine  qu'il  va  faire 
d'un  volume  contenant  dix  lettres  de  Jean  Bernouilli,  maître 
d'Euler;  soixante-trois  lettres  de  Daniel  Bernouilli,  fils  du 
précédent;  quatre  lettres  de  Nicolas  Bernouilli,  cousin-ger- 
main du  précédent;  deux  lettres  de  Clairaut,  toutes  lettres 
adressées  à  Euler  ;  cent  lettres  d'Euler  à  Goldbach  :  ces  der- 
nières pleines  de  recherches  sur  divers  sujets,  et  particu- 
lièrement sur  la  théorie  des  nombres;  toute  cette  inappré- 
ciable correspondance  est  inédite.  Malheureusement  les  ré- 
ponses d'Euler  aux  Bernouilli  n'ont  pas  encore  été  retrouvées 
(196-199). 

Lettre  inédite  de  Jean  Bernouilli  à  Euler,  du  11  août  1731, 
en  allemand  ;  contient  les  idées  de  l'illustre  géomètre  sur  la 
théorie  musicale.  Il  croit  que  le  beau  en  musique  dépend  des 
habitudes  et  de  l'éducation  de  l'oreille,  plutôt  que  de  la  per- 
eqrtion  d'un  rapport  entre  des  vibrations. 
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Fae-^imiie  d*un  écrit  de  Lambert»  en  allemand,  sar  la  dé- 
termination précise  de  Tannée  de  la  naissance  du  Chrfet; 
une  page. 


THÉOBËUBS  A  DÉMONTRER. 


1 .  Démontrer  que  la  circonrérence  qui  passe  par  les  milieux 
des  côtés  d*un  trian^^,  a  les  propriétés  suifantes  :  1*  elle 
passe  par  les  pieds  des  trois  baulears  de  triangle ,  et  par  les 
milieux  des  droites  qui  Joignent  le  point  de  rencontre  des 
trois  hauteurs  aux  sommets  du  triangle;  â»  elle  est  tangente 
aux  quatre  cercles  tangents  aux  trois  côtés  du  triangle. 

S.  Soit  y=rO,  une  équation  du  degré  m  i  une  seule  incon- 
nue X,  dont  les  racines  a^  b,  Cjd,e,..,  h^  sont  inégales;  et  Y. 
la  dériYée  de  V.  Supposons  qu^on  opère  comme  s*il  s'agissait 
de  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  V  et  V,  en 
ayant  soin  de  changer  les  signes  des  restes»  lorsqu'ils  serviront 
de  diviseur,  et  désignons  par  V«,  V^V^,  ...¥„,  ces  restes 
efaangés  de  signe. 

Les  polynômes  V,,  V,,  V,, ...  V«,  s'exprimeront  en  fonc- 
tion des  racines  dé  V=Oy  d'après  la  règle  que  nous  allons 
indiquer. 

La  dérivée  V,  est,  comme  on  sait,  la  somme  des  produits 
(/ïi— 1)  à  (iw— 1),  des  facteurs  (x— a),  (a>--é),  (jt— c),... 
(j>^)  ;  c'est  ce  que  nous  écrirons  ainsi  : 

\,=  l{x—b)  (X'-'C) ....  (j:— A), 

Pour  obtenir  Fexpression  dé  Y,,  on  multipliera  chacun 
des  produits  {m— 1)  à  (m— 2)  des  facteurs  (a>-^),  (x— 6), 
j>— c),  ...  (x-^),  par  le  carré  de  la  dlllérence  des  deux 
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racines  qai  n'entrent  pas  dans  le  produit  considéré  :  la  somme 
de  bes  derniers  produits,  multipliée  elle-même  par  un  fac- 
teur positif  Indépendant  de  x,  donnera  f.;  c'est-à-dire  que 

T.  =  a2(a— 6)»(x— C)  (x—d)  ....  {x—h);  a>0. 

On  a  de  même 

Y,=^{a^bna^cf(b^cy(x—d)  ....(x-A);      6>0, 

(x-e)....{x—h);     7>0, 

Cest  ce  que  Ton  propose  de  démontrer. 

Ce  théorème  a  été  donné,  sans  démonstration ,  par  M.  SyU 
vegier,  géomètre  anglais. 


ANNONCES. 


Complément  de  Géométrie  analytique,  parC.-£.  Page, 
professeur  à  l'école  d'artillerie  de  la  Fère  (*). 

Nous  donnerons  bientôt  une  analyse  détaillée  de  cet  ou- 
vrage, qui  vient  d'être  autorité  par  le  Conseil  royal  de  Pin- 
siruciion  publique. 

fiouN  (  P.-N.  ) ,  professeur  à  Tacadémie  royale  diJpsal. 

De  puneiieemgularibus  curvarum  algebraïcarum  simpUcis 
emrvaturœ  disquieitio.  In-8.  de  43  pages.  Paris,  1842; 
Bachdiêr, 

Recherchée  eur  le$  points  singuliers  des  courbes  algébriques 


(*)  Cbez  GtriUa»-G<Bary  el  VovDalmont,   éditeurs,   qoai  des  Aagastins, 
■••  39  et  41 ,  à  Paris. 
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planes,  d'aprèsles  valeurs  nuiies,  infinies  ou  indéterroinée^ 
que  prennent  en  ces  points  les  coefficients  différentiels.  Dis- 
sertation méthodique  qui  ne  renferme  rien  de  nouveau. 

FoisSY  (F.)-  -arithmétique,  Géométrie ^  Arpentage,  ln-16 
de  k  feuilles.  Limoges^  iSk^. 

Biographie  universelle  ancienne  et  uodbrne  ,  Sup- 
plément, tome  LXX,  18^:2.  On  trouve  dans  ce  volume  les 
articles  suivants  : 

l*"  Landen  (  John  ) ,  géomètre  anglais  :  né  en  1719 ,  mort  le 
15  janvier  1790.  il  est  Tauteur  du  célèbre  théorème  dont 
l'objet  est  de  trouver  un  arc  hyperbolique  égal  à  la  somme  de 
deux  arcs  elliptiques;  si  important  dans  la  théorie  des  fonc- 
tions elliptiques.  (  Auteur  :  M.  Fayolle.  ) 

%9  Laplace  (  Pierre-Simon  ) ,  né  à  Beaumont  (  Calvados),  ie 
22  mars  i7&9,  un  siècle  après  la  mort  de  Deseartes  (1650),  et 
mort  le  27  mars  1827,  un  siècle  après  la  mort  de  Newton 
(  5  mars  1837  ),  (  pages  237 -260  ).  On  y  trouve  Thistorique 
des  découvertes  de  Tillustre  géomètre ,  la  liste  de  ses  ouvrages 
et*  des  mémoires  insérés  dans  les  recueils  par  ordre  cbrono^ 
logique  :  ie  premier  est  de  1772,  et  le  dernier  de  1818.  Une 
de  ses  dernières  paroles  fut  :  ce  Ce  que  nous  savons  est  peu  de 
chose ,  ce  que  nous  ignorons  est  immense.  » 

On  a  omis  de  mentionner  la  traduction  anglaise  de  la  Méca- 
nique céleste ,  par  TamérmàaBowé&tch.  (  Auteur  :  M.  Paràel-) 

3p  Lamberg  (  Joseph'-Maximilien ,  comte  de }  »  né  en  1729, 
mort  en  1792.  Auteur  d'un  ouvrage  singulier  :  Réflexions  sur 
les  propriétés  d'une  courbe  algébrique  dont  les  contours  m€ir- 
queraient  les  traiis  d'un  i>isage.  (  Livoume,  1770.  ) 
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NOTE 


L'ÉQUATION   AUX  CARRÉS  DES  DIFFÉRENCES, 


Ancien  élèTe  de   l'École  polytecImiqQe. 


Le  théorème  de  M.  Sturm,  et,  plus  récemment,  les  pro- 
fondes recherches  de  M.  Cauchy,  ont  diminué  Timportance  de 
réquation  aux  carrés  des  différences.  Toutefois,  cette  re- 
cherche doit  rester  dans  l*enseignement  ;  elle  n'est  pas  sans 
utilité ,  au  moins  comme  exercice  intellectuel. 

On  sait  qu*une  équation  ordinaire  F  (x)  =0  étant  donnée, 
il  existe  deux  méthodes  principales  pour  obtenir  Téquation 
aux  carrés  des  différences  des  racines  de  cette  équation  :  la 
première,  en  éliminant  jc  entre  F  {x-^-j^)  et  F  (x)  ;  la 
deuxième  exige  remploi  des  fonctions  symétriques.  Lagrange 
donne  la  préférence  à  cette  dernière;  les  calculs  gont  moins 
longs  et  réquation  a  tous  les  facteurs,  et  n*a  que  les  facteurs 
nécessaires  :  cette  méthode  nécessite  la  connaissance  de  deux 
genres  de  fonctions. 

s^,s,fS^ s^  ,  sommes  des  puissances  successives  des  ra- 
cines de  réquation  F  (j:)=0. 

S.,S„S. S^(^_,)>  sommes  des  puissances  successives  des 

~ 

racines  de  réquation  dont  on  cherche  les  coefficients. 

Le  théorème  qui  fait  Tobjet  principal  de  cette  note  donne 
un  moyen  rapide  et  uniforme  pour  obtenir  ces  deux  genres 
de  fonctions  ;  on  peut  renoncer  de  la  manière  suivante  : 

Une  équation  ordinaire  F  (x)=:  0  étant  donnée ,  r  n  Fon  di- 

▲sir.  dk  Mathéii.  I  IS 
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vise  la  dérivée  F  (x)  par  F  (x) ,  les  coefficieiUs  des  termes  du 

quotient  seront  dans  leur  ordre  s«,s„s, s».»  ;  S^»  s»  l'on  ctt- 

vise  les  deux  mêmes  polynômes  ^  modifiés  par  le  clumgement 
de  X  en  %-{•  y  et  ordonnés  selon  les  puissances  décroissantes 
de  Y,  les  coefficients  de  2  en  2  des  termes  du  quotient  ^coefficients 
dans  lesquels  on  changera  partout  f.x'X  •••x"  en  So,s„s....Sy, 
seront  dans  leur  ordre  les  quantités  2So,2S„2S,...  2S  ,^^ .. 

Les  deax  parties  de  ce  théorème  sont  donc  intimement  liées  ; 
elles  sont  d*ailleurs  des  conséquences  d*un  lemme  dû  k 
H.  Starm.  Ce  lemme  étant  peu  répandu ,  je  donnerai  briève- 
ment renoncé  et  la  démonstration;  je  supposerai  en  outre ^ 
dans  toute  cette  note ,  que  Téquation  donnée  est  de  la  fonne 
x^'\'px^^^  etc.  On  reconnattrit  facilement  que  cette  supposi- 
tion est  facultative. 

Lemme  de  M.  Stwrm.  —  Une  équation  ordinaire  F  (a*)=0 
étant  donnée ,  quelle  est  la  somme  des  valeurs  que  prend  une 
fonction  entière  ip  (x) ,  dans  laquelle  on  remplace  successive- 
ment X  par  toutes  les  racines  de  F(j:). 

Si  on  divise  F'  {x)  X  ?(J?)  par  F  (x),  le  coefficient  du  pre- 
mier terme  du  reste ,  ou  le  coefficient  k  du  terme  kx"'  un 
quotient  (ces  deux  quantités  sont  les  mêmes),  donne  la  valeur 
cherchée. 

Posons  ridentité  connue 

F>)^_1_   ._!_  .     1 

F(x)        X'-a'^  x—b^ x^V 

multiplions  les  deux  membres  par  f  (or),  exécutons  les  divi- 
sions partielles»  et  réunissons  les  quotients,  on  a 

F(a:)Xf(x)_                y(a)          y(6)  ,(/) 

T(x)        '^'^^'^^'^ x^a'^  x—b^ TU/- 

Cette  identité  peut  ^tre  écrite  de  la  manière  suivante  : 
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F(x)  ^^   ^^         L(x— a)(x— 6).,..x— /J 

+ 


(x—a){x—b).,,.x—r 

H  désignaDt  TensemUe  des  termes  dans  lesquels  la  puis- 
sance de  X  est  intérieure  à  m-*—  1  :  or,  il  est  évident  que  le 
coefficient  du  terme  en  x**~'  donné  dans  le  reste  du  premier 
membre  devra  avoir  pour  numérateur  une  quantité  égale  k 

?(^)+?(^)+ ?(4;  <^  Qui  démontre  le  lemme  énoncé. 

On  voit  aussi  que  si  Ton  continue  la  division  une  fois  de  plus, 
le  coefficient  obtenu  sera  celui  de  x^'  dans  le  quotient. 

r  Recherches  des  sommes  So,s,»s, •  s^.   Soit  Téquation 

F  (x)  =Q  et  posons  x^^(f(x) ,  les  plus  bautes  puissances 
dexdansF(j?)ip(x)etF  (x)^serontm-f-^— letm;  si  donc 
on  arrête  la  division  de  ces  polynômes  lorsque  le  premier 
terme  du  reste  est  du  degré  m — 1 ,  lé  coefficient  de  ce  terme 


a*-|.ft*-j-c*-f..,../^      ou      sk. 

Si  Ton  donne  successivement  à  h  les  valeurs  0,  1,  2,  3 

2  m,  il  y  aura  toujours  égalité  entre  Taccroissement  donné 
à  ^et  Taccroissement  dans  le  nombre  des  divisions  à  effectuer 
pour  obtenir  le  reste  du  degré  m— 1  ou  le  coefficient  de  x^ 
dans  le  quotient;  donc,  ces  coefficients  seront  dans  leur 
4>rdre  les  quantités 

On  observera  que  l'emploi  du  facteur  x^  est  inutile  dans  la 
pratique  ;  la  suppression  de  ce  facteur  donnera  au  quotient 
de  F'  (x)  par  F  (x)  la  Ibrme  suivante  : 

€€  qui  démontre  la  première  partie  énoncée. 

Une  division  analogue  donnerait  les  sommes  négatives^ 
mais  ces  sommes  sont  étrangères  à  Tobj^  qui  nous  occupe. 


Digitized  by 


Google 


—  172  — 

2*  Recherche  des  80fMne$  So,9....  S^^^_^^.  Soit  TéquatiOD 

F(x)=0;  a  ^tant  une  racine  particulière,  y  la  dUKreace 
entre  a  et  une  racine  quelconque  de  cette  équation,  pomn» 
les  3  polynômes 

F(a+j^)    et    (j:-ar*=:j^>*=.^Cr); 

appliquons  à  ces  deux  fonctions  le  principe  posé  parielemme 
de  M.  Sturm,  c'est-à-dire  divisons  V{a+y)Xif(y)  par 
Via-^-y) ,  et  donnons  à  i^  les  valeurs  successives  0, 1,  2, 

m(m — 1) 
P" 2        • 

Si  dans  chaque  hypothèse  particulière ,  faite  pour  h , 
nous  arrêtons  la  division  lorsque  le  quotient  offre  le  terme 
Qx"  y  ces  temps  d*arr6t  auront  lieu  de  2  en  2 ,  et  les  coef- 
ficients respectifs ,  c'est-à-dire  les  valeur  de  Q,  seront  succes- 
sivement 

(8iA  =  2)    (a—a)^+(b—a)'+.,..(l-a)\    I 

•:  [     (A) 

.(Ah=p)    {a—ar+[b—ar+..,.(l—ayr   1 

Observons  qu'une  des  lignes ,  celle  de  l'ordre  p  par  exem- 
ple ,  du  tableau  A ,  n'exprime  que  la  somme  des  puissances/y 
des  carrés  des  différences  qui  existent  entre  la  racine  a  et  une 
racine  quelconque  de  F  (ar)=0;  la  question  est  donc  celle-ci  : 
Quelle  valeur  acquiert  la  ligne/?  si  l'on  remplace  a  successive- 
ment par  chacune  des  racines  de  F  {x)  ? 

Développons  chacun  des  termes  de  la  ligne  citée;  ordon- 
nons selon  les  puissances  de  a  :  les  changements  successifs 
exigés  apportent  les  modifications  suivantes  ': 

1*  Un  terme  quelconque  dépendant  de  a  (ka*  par  ex.)  de- 
vient k{a^+b\....  n,  c'est-à-dire  A:f«; 

2°  Un  terme  quelconque  dépendant  de  a   ou    fonction 
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de  a*  (6"  par  ex.) ,  qui  n'existait  nécessairement  qu'une  fois , 
sera  répétée  m  fois  ou  5^  fois  ; 

3°  Le  résultat  final  sera  SB,,  puisqu'un  terme  (fr*-a)*'ypar 
ex.,  sera  aussi  sous  la  forme  {a — b)^. 

Donc ,  si  dans  le  coefficient  cité  on  remplace  af^c^^cf 

^  par  5«,tf,A ^  9  1®  résultat  sera  2Sp. 

On  a  vu  d'ailleurs  que  l'emploi  du  facteur  pétait  inutile  ; 
QD  peul  aussi  reconnaître  que  la  lettre  x  mise  à  la  place  de  la 
taHre  a  simplifie  l'énoncé  du  théorème  :  par  conséquent,  si  on 
divise  V  (x^y)  par  F  {x-\-y) ,  le  quotient  obtenu  sera  de  la 
forme 

»!r.+P,r-'+B.r--+ Qr""  +B^-*+  i\r-*+ Bjr-+  eic. , 

Si  dans  les  termes  B,  D.,  etc.,  qui  font  des  fonctions  d'x , 
<»  change  x*^x\a? or^'  en  5«,5.,5.. . .  .i^,  les  résultats  seront 

2S.,  2S.....  2S^. 
Le  coefficient  m  de^"*  obéit  à  la  loi  générale ,  mais  une  re- 
marque est  indispensable.  Ce  coefficient  est  indépendant  de  x  ; 
il  doit  donc  èlre  multiplié  par  s^=sm\  dans  ce  cas  particulier, 
le  produit  m'  doit  être  diminué  de  m ,  car  les  racines  {a^a) 
(h^b) ,  etc.,  nulles  si  la  puissance  existe ,  donnent  l'unité  si 
la  puissance  est  zéro  :  cette  modification  faite  on  a 
m' — m      ou      m{m — 1)  =  28,. 

La  deuxième  partie  du  théorème  est  donc  démontrée. 

Exemple.  Lagrange  (  Résolutions  des  équations  numéri^ 
ques  de  tous  les  degrés,  p.  110 ,  2*  édition)  rappelle  que  son 
second  mémoire  (*)  sur  ce  sujet  renferme  les  équations  aux 
carrés  des  diflérences  pour  les  2*,  3*,  4«  degrés  ;  mais  il  donne, 
dans  l'ouvrage  cité,  et  d'après  Waring ,  cette  équation  pour 
le  5*  degré  f  *)»  Le  mémoire  de  Lagrange  étant  peu  répandu , 


(  *  )  Mémoirefl  de  FAcadèmie  de  Berlin ,  1 768.  Toi. 

(*')  Le  coefReieHl  d  renferme  une  erreur.  Il  faut  3vo  au  lieu  de  1200  (  p.  111  )• 

Tm. 
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j*ai  pris  pour  exemple  l'équation  aux  carrés  des  difléreooes 
pour  le  h!^  degré.  La  disparition  du  2«  terme  d'une  équation 
étant  sans  influence  sur  la  recherche  qui  nous  occupe,  po- 
sons 

Si  Ton  divise  les  deux  poljnAmes 
F{x)  5=4x»+9/?x+y,     F  (x)  =  a^+px*+qx+r , 
les  coefficients  suecessife  du  quotient  seront 

S,  =0, 

5.  =  — 2/>, 

^  =^rq---7p*q, 
3^:=^^^"^  Bp^  +  2p*— 8/>V, 

*,.=15pV— 10/7»4-10/?V—  10/>r-— 2/>*, 

s^=—ir^  +  Mprj*  +  ^*—2^lfq*-\-iSp^t'—i9p*r+S^^^ 

Si,  dans  les  deux  polynômes  cités,  on  change  x  en  or-j-^r 
et  si,  dans  le  quotient ,  on  choisit  de  2  en  2  les  coefficients  de» 
termes  des  puissances  paires  négatives  de  ^ ,  ces  coefficients , 

modifiés  par  les  changements  respectifs  de  x!*^x\s? x'  eo 

5«,5,9 s^ ,  donnent  pour  résidtat  : 

S.=:20/»'— 16r, 
S, =— 7  V + 144/?r— 68/>^ 
^ = 576r* + 64qpy" +260/>* — 928jpV, 
S,  =  —  3630/i'y' —k^rq^-^K^^^fr—hKhSSpi^-^X^mp^ , 
8,=— 7936r3— 5664;>/7"+l812Cip5j«— 24336/>*r+37824/>V' 

+2l9a^*+*IO«!p'. 
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8f  OD  siibfililae  les  yalairs  de  S.>  S.  dans  les  formules  con- 
nues, 

S.+  P8.+2Q=0. 


lescoefficientsP,  Q,R,T,  U,  V,  de  Téquatton cherchée  sont 

R  =  28/?*+  16pr-f  26y% 
T=  17/^+24/>V+48/7jr'— 112r% 
U  =  18p  Y  +21 6'7*+  B2p^r—i92pr^ + 4/»*, 
Y  =  256r3+144/>ry*— 4pV+  16/>V— 128/>V— 27î*, 
Le  théorème  précédent  est  un  cas  particulier  du  théorème 
général  suivant  que  nous  examinerons  :  Trouver  par  des  divi- 
sions algébriques  les  coefficients  d'une  équation  dont  les  ra- 
àiies  sont  des  fonctions  simples  entières  des  racines  d'une 
autre  équation. 

E.  DESMàREST, 

anc,  éL  de  l'École  polytechnique. 


NOTE 

Swr  la  somme  des  puissances  semblables  de  plusieuts  nombres 
en  frogression  arithmétique ,  et  sur  quelques  propriétés  des 
nombres  premiers. 

9AWL   m.   KXOjrVBT, 

Professeur  au  Collège  roytl  de  Louis-le-6rand. 


1.  La  formule ,  ait  moyen  de  laquelle  on  calcule  la  somme 
I»  des  puissances  entières  du  degré  m  de  plusieurs  nom- 
bres a^b,  c, ...  k,  /y  en  progression  arithmétique  est  : 

'     (w+l)r         2  2.3 

r'(5«.2— ^■')— etc., 
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dans  laquelle  r  désigne  la  raison  de  la  progression.  Nous  allons 
reprendre  la  démonstration  de  cette  formule,  en  y  introdui- 
sant une  légère  modification ,  qui  nous  permettra  de  lui  don- 
ner une  forme  plus  simple. 
On  a  les  relations 

fc=tf-}"''»    c^=>b'\'r^    rf=c4-''.-.«    /=it-f-r, 
d'où  on  déduit ,  par  la  formule  du  bindme , 

1.  1  *À  \ 

1  1  *À  1 


On  a  de  même 

Ajoutant  ces  égalités,  et  supprimant  les  termes  V^'^ ^ 
c*^  ...i"^,  communs  aux  deux  membres  de  Tégalité  résul- 
tante, il  vient 

et,  par  suite, 

Telle  est  la  formule  qu'il  s'agissait  d'obtenir. 

3.  Théorémb.  P  èUaU  un  nombre  premier  plus  grand  que^ 
et  m  un  nombre  entier  compris  entre  0  c(  P— 1 ,  la  somme 
des  puissances  du  degré  m  des  nombres  i,%*S  ...V  —  i  esi  di- 
visible par  P. 
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Pour  appliquer  la  ronnble  (A)  au  cas  particulier  des  ter- 
mes de  la  progréBioD  arithmétique -f  1,3,3... P—1.  it 
suffit  d'y  faire  a=l,  r=l ,  /=  s.sP — i.  Alors  elle  devient 

,_^  P(P"— 1)       m  m(m-i) 

(«^  ^"=-71+1 2*- ^^.^r-etc....-v 

Multipliant  les  deux  membres  de  cette  égalité  par  1»  2,  3... 

i»(m+l),  onaura 

1.2.3...  .72 (/»+l)5«=  1.2.3...  m.P(P*— 1)— A,5«-, 

— A,5„_2 — etc.. ..  — A«-i  s,  y 
A,f  A„  A,...  A».i  étant  des  nombres  entiers. 

On  voit  par  là  que  si  l'on  suppose  chacune  des  sommes 
s, ,  s, ...  8m^i  divisible  par  P,  il  en  sera  de  même  du  produit 
ly  2,  3 .. .  m (m+1)  8m  ;  mais,  parhypothèiBy  on  a  /ii<;P — 1, 
et,  par  suite,  /»+l  <P;  donc,  le  nombre  premier  P  ne  di- 
vise aucun  des  facteurs  du  produit  1,  2,  3...i7t(/7»>f-l);  donc, 

il  divise  5«.  D'ailleurs,  puisqu'on  suppose  P>>2,  la  somme 

P(P 1) 

/,  ou  — i-- — ',  est  divisible  par  P;  donc,  en  vertu  de  ce 

qui  précède,  s,  est  aussi  divisible  par  P  ;  5.  et  s,  étant  divi- 
sibles par  P,  il  en  sera  de  même  de  la  somme  83,  et  ainsi  de 
suite  jusqu'à  <p_,  inclusivement. 

3.  Théorème.  P  étant  un  nombre  fremier  plm  grand  qtie 
2  etmunnombre  entier  compris  entre  0  et  P — 1 ,  lasommeVm 
des  produits  m  à  mdes  nombres  1^2, .3  ...P — 1  est  divisible 
par  P. 

En  effet,  les  nombres  P.,  P.,  P,...Pm  et  ceux  qu'on  a  dé- 
signés précédemment  par  s,,  «.,  9, ...s»  sont  liés  entre  eux 
par  la  relation  connue 

(C)      *m— P,5«--i+P.5««2— etc....iFP«-i5,=  qrmPa,, 
dans  laquelle  on  donne  au  second  membre  le  signe— ou  le 
signe  4- ,  suivant  que  m  est  pair  ou  impair.  Or,  en  vertu  du 
théorème  précédent,  chacun  des  nombres  9,,  ^,...5m  est  divi- 
sible par  P.;  donc,  wPm  et,  par  suite,  PmesiaussidivibloparP. 
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4.  Théorème.  P  étant  un  nombre  premier,  le  produit  1 ,  S , 
3...  (P — 1)  augmenté  de  l'unité  eei  divisible  par  V^  et  réci- 
proquement,  tout  nombre  P»  qui  satisfait  à  cette  condition  j 
est  premier, 

r  Car,  si  Ton  conçoit  le  prodoit  des  P— 1  binômes  (l-fl), 
(1+2),  (1+3),  ...  [1+(P-1)]  [l+(P-2)]  [l+(P-3)], 
ordonné  suivant  les  puissances  décroissantes  de  leur  premier 
terme  1 ,  on  aura  Tégalité 

1.2.3.,.(P— l).P=l+P,+P.+P,+...H-Pp_,4-1.2.3..,{P— 1), 

dans  laquelle  P„  P. ...  Pp^  ont  la  même  signification  que  dans 
la  démonstration  du  théorème  précédent  ;  or,  en  vertu  de  ce 
théorème,  chacun  des  nombres  P,  P, . . .  Pp_,  est  divisible  par  P  ; 
d'ailleurs,  le  produit  1,  2,  3 .  .  (P — 1)  P  est  aussi  divisible 
par  P;  donc,  il  en  est  de  même  de  1,  2,  3...(P— 1)+1. 

3f  Soit  L  un  diviseur  de  P,  inférieur  à  P.  Ce  nombre  L 
serarun  des  facteurs  1,2, 3.  ..P— 1;  donc,  il  divisera  leurpro- 
duit  ;  d'ailleurs  L,  étant  diviseur  de  P,  divise  aussi  le  nombre 
1,  2,  3  ...(P— 1)+1,  qui  est  multiple  de  P;  donc  L=l; 
donc  le  nombre  P  n'admet  pour  diviseurs  que  P  et  l'unité  ; 
donc,  il  est  premier. 

Ce  théorème,  dont  /f^ann^r  attribue  Fénoncéà  Jean  ff^ilson, 
et  le  théorème  précédent  ont  été  démontrés,  pour  la  pre- 
mière fois ,  par  Lagrange  (Nouveaux  mémoires  de  l'Académie 
de  Berlin,  année  1771).  Lorsqu'on  prouve  d'abord,  comme 
Ta  fait  Lagrange,  que  tous  les  produits  P,,  P.,  P, ...  Pp_^ 
sont  divisibles  par  P,  il  est  facile  de  démontrer  ensuite ,  au 
moyen  de  la  formule  (C) ,  que  chacune  des  sommes  «,,  s,,  s,, 
...  Spu.s  est  aussi  divisible  par  P.  En  suivant  une  autre  marche, 
nous  avons  eu  pour  objet  de  mettre  les  démonstrations  de  ^ces 
théorèmes  plus  à  la  portée  des  élèves. 
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QUESTION  SUR  LES  PROBABILITÉS, 
soKunojr  wab,  m.  uvt  <*). 

Il  y  a  dans  une  urne  m  boules  qui  peuvent  être  :  ou  toutes 
blanches,  ou  toutes  noires,  ou  bien  les  unes  blanches,  les 
autres  noires,  dans  un  rapport  inconnu.  On  tire  à  la  fois  2 
boules  de  cette  urne,  une  de  chaque  main;  on  regarde  la 
boule  qui  est  dans  l'une  des  mains;  elle  est  blanche  :  com- 
bien y  a-t-il  à  parier  pour  et  contre  que  la  boule  qui  est  dans 
l'autre  main  est  aussi  blanche  ? 

Rappelons  d*abord  la  formule  suivante  : 

Cela  posé ,  puisque  avant  le  tirage  on  peut  admettre  qu*il 
y  a  dans  Turne  soit  : 

m  Manches  9 
ou    (m — 1)  bkmehes  Ot  1  notre  ; 
ou    {m — 2)  blanekes  et  2  mires  ; 
OU    (w— 3)  btanches  et  3  noires  ; 

soit  3  bUsnehes  et  (f7t  —3)  noires  i 
OU    2  bUmekes  et  (w— 2)  noires  ; 
OU    1  blanche  et  (m— 1)  noires; 
soit  m  mires* 

c'est  donc  comme  si  <uï  avait  (m+i)  urnes  qui  contien- 
draient Tune  m  mnehes^  l'autre  (m— 1)  blanches  et  1  notre; 
la  3*  (m — ft)  blanches  et  2  notrej  ;  elc,  et  on  ignore  dans  laquelle 
de  ces(in-|-l)  urnes  le  tirage  se  fait 


(*)  Célèbre  eristallograpbe ,  bon  géomètre ,  mort  en  lS4i ,  professeur  au  col- 
lège Cbarlemagne  ;  commaniqué  par  H.  Coapy,  un  de  ses  élèves. 
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Or,  chaque  urne  contenant  m  boules,  le  nombre  de  tirages 
possibles  dans  chaque  urne  est  m  {m — 1).  D'ailleurs ,  il  y  a 
m-f-l  urnes;  donc,  le  nombre  total  de  tirages  possibles  est 
(/îi+l)m(m— 1). 

[  Nous  considérons  ici  les  arrangements  et  non  les  combi- 
naisons, parce  que  l'énoncé  de  la  question  exige  bien  éyidem- 
ment  qu'on  ait  égard  à  Tordre  des  tirages.  ] 

Il  est  d'ailleurs  bien  évident  qu'il  y  a  autant  de  tirages  qui 
commencent  par  une  boule  noire  que  de  tirages  commençant 
par  une  boule  blanche,  et  comme,  par  hypothèse,  la  pre- 
mière boule  tirée  est  blanche,  il  faut  prendre  la  moitié  du 
nombre  ci-dessus  pour  avoir  le  nombre  de  tirages  possibles, 
commençant  par  une  boule  blanche.  Ce  nombre  est  donc  : 
(m+i)  {m)  {m—\) 
2  ^• 

Voyons  le  nombre  de  cas  favorables  à  l'arrivée  d'une  seconde 
boule  blanche. 

Comme  on  a  déjà  tiré  une  blanche,  on  exclut  par  cela 
même  la  (m-f-1)^^  urne  qui  ne  contient  que  des  noires. 
Restent  donc  les  m  premières  urnes. 

Or,  comme  les  2  boules  se  tirent  à  la  fois ,  le  nombre  de 
chances  d'amener  2  blanches  de  la  première  urne  qui  en 
renferme  /» ,  est  m  (/» — 1)  ;  delà  seconde  urne ,  c'est  (m — ^1) 
(iw— 2),  etc.  ;  de  la  (w— l)*"'urne ,  c'est  (2X1)  ou  2;  de  la 
m*^ ,  c'est  0  :  car,  elle  ne  contient  qu'une  blanche. 

Le  nombre  de  chances  d'amener  2  blanches  est  donc 
m(m— l)  +  (w— l)(w— 2)+(i»— 2)(m— 3).*.. 

+i.x.="'+"f''-", 

par  conséquent  le  nombre  de  chances  d'amener  1  blanche  et 
1  noire  est 

(w+l)m(w— 1)  _  (w+l)/»(m— 1)  _  (OT+l)m(w— 1) 
2  3  ""  6  * 
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Ce  qui  montre  que  ce  nombre  est  précisément  la  moitié  du 
nombre  de  chances  d'amener  2  blanches.  Ainsi,  quel  que  soit 
le  nombre  m ,  il  y  a  2  à  parier  contre  1  que  la  seconde  boule 
sera  blanche,  la  première  Tétant ,  pourvu  toutefois  que  Ton 
ignore  complètement  la  proportion  des  boules  blanches  et  des 
boules  noires. 

Ce  résultat  est  extrêmement  remarquable. 

On  peut  donner  à  ce  problème  cet  autre  énoncé  : 

On  a  deux  cartes  sur  une  table,  dont  on  ignore  la  couleur. 
On  retourne  Ihme,  elle  est  rouge;  combien  y  a-t-il  à  parier 
pour  et  contre  que  Tautre  sera  aussi  rouge  ? 

Si  ces  2  cartes  ont  été  tirées  d*un  paquet  de  cartes  pouvant 
ètreou  toutes  rouges,  ou  toutes  noires,  ou  rouges  et  noires,  en 

proportion  quelconque ,  d*après  ce  qui  précède,  il  y  aura 

2  à  parier  contre  1  que  la  seconde  carte  est  aussi  rouge.  Mais 
si  on  sait  que  ces  deux  cartes  proviennent  d*un  jeu  de  piquet 
où  il  y  a  16  rouges  et  16  noires ,  alors  non-seulement  on  ne 
pourra  plus  parier  2  contre  1 ,  mais  pas  même  1  contre  1  que 
la  seconde  carte  est  rouge.  En  effet,  il  n*y  a  plus  que  15  rou- 
ges ,  tandis  qu'il  y  a  encore  16  noires  :  il  ne  faudra  donc  pa- 
rier que  15  contre  16,  ou  0,9375  contre  1  que  la  seconde  est 
aussi  rouge.  Cet  exemple  nous  fait  bien  saisir  qu'il  est  indis- 
pensable, pour  que  la  solution  du  problème  soit  exacte,  que 
l'on  soitdansune  complète  incertitude  sur  le  nombre  de  choses 
d'une  couleur,  et  le  nombre  de  choses  de  l'autre  couleur. 

Nous  nous  sommes  appuyé  sur  la  formule  suivante  : 

3 

qui  n'est  qu'un  cas  particulier  de  ce  problème  fort  simple  : 

Trouver  la  somme  des  produits  obtenus  en  multipliant  terme 

à  terme  tant  de  progressions  arithmétiques  que  l'on  voudra.  - 

Nous  allons  démontrer  cette  formule  par  un  autre  moyen. 
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Rappelons  d'abord  que ,  de  même  qa'il  y  a  des  arrange- 
ments  avec  répétition  (  Voir  1. 1*' ,  pag.  kh  des  Nouvelles 
annales),  il  y  a  encore  des  combinaisons  avec  répétitions,  ap- 
pelées aussi  combinaisons  complètes.  Ainsi,  dans  les  com- 
binaisons complètes  de  m  lettres  a,b,e,  etc. ,  n  à  it ,  on  a  des 
produits  tels  que  ceux-ci  : 

a\        *•,        e% 

a''^h\  àr^c",....  etc.... 
En  appelant  Riii,tt  le  nombre  de  combinaisons  complètes 
^e  m  lettres  n  à  n ,  nous  supposons  connue  la  formule  f  )  : 

_m(m-j-l)(m+2)....(m+n^l) 
*•"••'"  1,2:3.... /i  • 

Cela  posé ,  désignant  par  Rm,  n.Ie  nombre  de  combinaisons 
complètes  de  m  lettres  n  à  n,  ces  combinaisons  se  partagent 
en  2"  groupes  j  l""  celles  qui  ne  contiennent  pas  la  lettre  a  ; 
3^  celles  qui  renferment  cette  lettre.  Le  nombre  des  pre- 
mières e6t  Rf».i,  n.  ^Toutes  les  secondes  sont  divisibles  par  a^ 
et  on  a  pour  leur  nombre ,  après  les  avoir  divisées  toutes 
par  rt ,  R«i,  fi-i  ;  donc,  on  a  R», « = Rm_i, ,  +  Rm, »-i . 

Cette  égalité  est  vraie  quel  que  soit  m;  changeons-y  m  suc- 
cessivement en 

OT— 1,     m — 2,     m — 3,    m — 4,    m — 5 2,     1, 

on  aura 

Rm—I,R  =  Rm— 2,  n  -}-  Rm— 1,  «— I  , 
R*i— 2,ii==Rm— Sjn-pRm— 2,»— I  y 


R,,  «  =  Ri/n— i.  Car  R©,  «  =  0, 

«d'où 

Riii,ii^Riii,  n-l  -f-Ri»-.|,«-.|-f-Rm— »,«-.i-f-...  .-|-R|,»— I  y 

r)  NoQvellet  Annales,  p.  •?. 
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ou 

m(m+l)....(m+n  — 1)  ^  m{ni-^i)..,.lm+n—^) 

1.2.3....  n  "■  1.2.3....  (n—1) 

{m—i)m(m+i)...(m  +  n^B)  ^    3.4...  (n+l) 

"^  1.2...  (n-l)  + "^  1.2.3...  («-1) 

2.3.... yt  1.2....(y^— 1) 

"^  1.2.. .•  (n—1)  "^  1.2....  (/»-l)' 
ou 

m(/n-fl)(TO+2)...(OT4-»— 1) 

^  ^  =  1.2.3...(»— l)+2.3.4...if 

+  3.4.5..../i  +  l+....-f  (m— l)/n(i7i+l)....(m+ii— 3) 

+m(m+l)...,(m+n— 2). 
Cette  formule  est  vraie  quel  que  soit  n  ;  falsons-y  n=  3. 

^  =  1.2+2.3+3.4+4.5+.. .+(/ii—l)m+m(m+l). 

Cela  est  vrai ,  quel  que  soit  m  ;  changeons  donc  m  en  m — 1; 
nous  aurons 

(/n— l)/w(/îi+l) 

=1.2+2.3+3.4+.. . +(111— 2)(/îi—l)+(in_l)m. 

C*est  la  formule  que  nous  voulions  démontrer. 


PROBLÈMES  PROPOSÉS  AUX  EXAMENS. 


SO&VTXOVS  1>S  M.  I 

RépéUtear  au  Collège  royal  de  Loui^te-Grand. 


PREMIÈRE  QUESTION. 

1.  Quelles  mtU  les  conditions  ttécessairès  et  suffisantes  pour 
que  les  longueurs  des  trois  côtés  d'un  triangle  rectangle  soient 
exprimées  par  des  nombres  commensurahles? 
ou  »  ce  qui  revient  au  même , 
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Quelles  sont  les  cùndilions  nécessairea  et  suffisanies  pour  que 
la  somme  de  deux  carrés  parfaits  soit  elle-même  un  carré  par- 
fiUt? 

Soient  a,  b,  c  trois  nombres  commensurables  exprimant 
les  longueurs  des  trois  côtés  d*tio  triangle  rectangle,  a  celle 
lie  Thypoténuse ,  ^  et  c  celles  des  deux.o6tés  de  Tangle  droit  » 
il  faut  et  il  suffit  : 

1**  Que  a  soit  la  somme  de  deux  carrés; 

2°  Que  b  soit  la  diflérence  de  ces  mêmes  carrés  ,- 

3^  Et  que  c  soit  le  double  produit  des  racines  carrées  de  ces 
mômes,  carrés. 

Si  ces  trois  conditions  sont  remplies,  le  produit  abc 
de  ces  trois  nombres  forme  toujours  un  nombre  divisible 
par  eo, 

D*abord,  il  est  clair  que  ces  conditions  sont  suffisantes  ;  car 
si  Ton  a,  par  exemple , 

^  =  m'  -j-  n*, 

c  =  2mn , 
on  en  déduit 

a'=(m'  +  ny  =  (m^—ny  +  im'n'  ou  û's=*»+c\ 

De  plus  r  chaque  cAté  est  plus  petit  que  la  somme  des 
deux  autres,  donc  le  triangle  est  possible  ,  et  il  est  rec- 
tangle. 

Il  reste  à  établir  que  ces  conditions  sont  nécessaires, 
tf»=fc*+c»    donne    b^=a*^c^={a+ç){a—c)^ 

pour  qu*un  nombre  soit  un  carré  parfait ,  il  faut  et  il  suffit 
que  ses  facteurs  premiers  soient  élevés  à  des  puissances  paires  ; 
donc,  si  Tun  des  nombres  (a-^-c)  ou  {a — c)  n*est  pas  un 
carré  parfait,  il  faut  que  tout  facteur  premier,  éleyé  k  une 
puissance  impaire  dans  Tun  de  ces  deux  nombres,  se  retrouve 


Digitized  by 


Google 


-  185  - 

éleyé  à  une  puissance  Impaire,  dans  Tattire;  de  sorte  que 
(â-f  c)  et  (a — c)  sont  de  la  forme 

a  —  c  =/>/*, 


doù 


.b=pqt. 

Toua  les  triangles  semblables  jouissant  des  mêmes  pro- 
priétés ,  on  dnit  prendre  pour  valeurs  élémentaires 

mais  les  longueurs  des  trois  cAtés  du  triangle  étant  expri- 
mées en  nombres  commensurables^  peuvent  et  même  doi- 
vent être  supposées  exprimées  en  nombres  entiers ,  d*où  il 
vuH  que  ^  et  /  doivent  être  tous  les  deux  pairs  ou  tous  le 
deux  impairs  : 

i*"  Tous  les  deux  pairs  ?  =  2  M         /  =  âN. 

a  ^  2M«+2N'  =  (M-fNr  +  (M— Nr, 
6  =r4MN  =  (M+N)«— (M  — N)% 

c  =2M«— 2N'  =  2(M+N)  (M— N). 

Les  trois  nombres  a^  b,  c  oiit  bien  la  forme  énoncée. 
2*  Tous  deux  impairs;  =  211+  1      /=2N+i. 

tf  «  2M*+2MH- 1 -haN'4.2N  *  (M-f^  N-h  1)'+ (M-^N)% 
6=4MN-f-2M+2N-f-i  =(M-|-NH-i)'— (M— N)% 

«  =  2M'  +  2M— 2N'— 2N       =2(M4-N+i)  CM— N); 

Les  trois  nombres  a,  b,  c  ont  bien  encore  la  forme  énonoée  ; 
donc  9  les  conditions  énoncées  sont  nécessaires  et  sufiBsantes. 

Ces  trois  conditions  étant  remplies,  le  produit  des  trois 
«ombres  a,  b^  c  forme  un  nombre  divisible  par  60  : 
â  =  m'-f-'''>     b  =  m^ — «',    c=2m/i. 

A«JI.  5E  MATIltlI.  I.  '  13 
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Il  suffit  de  démontrer  que  le  produit  abc  admet  les  di- 
viseurs 3,^,5,  et  même  il  suffit  de  ne  raisonner  que  daos 
l'hypothèse  où  chacun  des  nombres  m  et  n  est  premier  avec 
ces  nond)res;  car  autrement  c  admettrait  ces  diviseurs,  et 
conséquemment  le  produit  abc  les  admettrait  aussi. 

1*  Tout  nombre  premier  avec  3  est  de  la  forme  Sp±^i; 
son  carré  9p*±:6p -(- 1  est  de  la  forme  3//-(-l  ;  donc ,  m  et  n 
étant  premiers  avec  3,  le  nombre  b^m^^-^n^  est  divisible  par 
3 ,  et  par  suite,  le  produit  abc  Test  aussi. 

2*  Tout  nombre  premier  avec  (  e9l  de  fai  forme  ^p+i  ; 
son  carré  4p*+4/>+l=V(p+1)+l  est  de  lalbrttie  8p^+î  ; 
donc,  m  et  Fi  étant  premiers  avec  h ,  les  nombres  a,  b,  csont 
de  la  forme 

a  =  2(4m'+W-f  1), 

b  =  S(m!—n!), 

c  =2(2m'+i)(2«'+l). 

Quand  même  par  saRe  de  la  similitude,  on  supprtaierait  le 
facteur  2  commun  ka^b  étc,\e  produit  abc  seraA  encore 
divisible  par  k, 

3^  Tout  nombre  premier  avec  5  est  de  Tune  des  formes 
bpàzl  ou  5^=b2  leurs  carrés. 

25p*±:iqp-|-1, 
259'±'20^4-4, 

Bont  de  Tune  des  deux  formes    5n±:  1 , 

m  et  n  étant  premiers  avec  5 ,11  est  clair  que  Tun  des  deux 
nombres  a  ou  b^ 

est  nécessairement  divisible  par  5  ;  donc  aussi  le  produit  abc, 
ce  qu'il  fallait  démontrer. 

DEUXIÈMB  QUESTION. 

Dans  kmt  quadriUUêre  circonscrit  à  un  cercle  ouànmei- 


Digitized  by 


Google 


—  187  - 

lipsf ,  ta  droite ,  qui  jùinA  le$  milieux  de$  diagaturiti,  passe 
par  le  eenire  de  ta  eêurbe. 

Si  k  quadrilatère  dreonsmi  m»  cercle  esi  un  paredUlO' 
gramme  j  ce  parall&ogramme  M  un  hsemge  dofU  les  diago^ 
noies  «  cùupent  au  centre  du  cercle. 

Si  te  fuaitiUUére  eirconscril  à  Vellipse  est  un  paralléh" 
gramme  j  sesdiaganales  se  cùUpent  au  centre  de  V ellipse  et  for^ 
mmtwn  sjfstême  de  diamètres  conjugués,  Quelle  que  soit  ladi- 
ret^ion  des  côtés  du  parallélogramme. 

V  Soit  le  quadrilalère  ABCD  (/ig.i&)  circonscrit  au  cercle 
dont  le  centre  est  au  point  E,  soit  H  le  milieu  de  la  diago- 
natte  AC,  la  droite  BfE  prolongée  coupe  l'autre  diagonale  BD 
en  un  point  N,  ()ui  est  son  milieu. 

Pour  cela,  il  suffit  de  démontreir  que  les  triangles  BME, 
OME  sont  équiv^ents  ;  car  alors  la  base  E  M  étant  la  même , 
les  bailleurs  BF,  BG  sont  égales ,  et  les  triangles  rectangles 
BNF,  DNG  sont  égaux ,  comme  ayant  les  angles  égaot  et 
on  eAté  de  Tangle  droit  égal ,  et  par  suite,  les  hypoténuses 
BN»  ND  le  soat  aussi. 

H  étant  le  nrilieu  de  AC,  les  triangles  BM  A  et  BMC,  AME 
et  CME ,  DMA  et  DMC  sont  équivalents  :  c^  posé  , 

BME=3BEA— BMA— AME, 
BME  =xBMC+GME— BEC,  • 

ajoutant  et  réduisant , 

2BME  =  BEA— BEC  =  ^?^  (AB -BC)  ; 

DME  =  DEA  +AME— DMA , 
DME  =  DMC—  DEC  — CME , 

ajoutant  et  réduisant , 

2DME  =  DEA—  DEC  =!!ï2îî.(AD— DQ  , 
le  quadrilatère  étant  eircoDScriptible, 

AB-f-HC  =  AD+BC    d'où    AB-^BC  =  AD>-IK1 
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Donc,  les  triangles  BME ,  DMB  sont  équivalents,*  ce  quiil 
follait  démontrer. 

ScHOUB.  Cette  égalité  AB— BC:=AD— BG  monti^ 
que  Vom  peut  considérer  A  et  G  comme  les  foyers  d'une  hj- 
perbole  passant  par  les  points  B  et  D,  M  milieu  de  AC  comme 
son  centre ,  et  MN  comme  le  diamètre  conjugué  de  cdul  qui 
est  parallèle  à  6D,  alors  HN  doit  passer  par  le  sommet  de 
Tangle  circonscrit  è  Thyperbole ,  et  dont  la  corde  de  contact 
est  BD  ;  toute  tangente  étant  bissectrice  de  Tangle  des  rayons 
vecteurs  menés  au  point  de  contact ,  les  côtés  de  cet  aqgle 
sont  bissecteurs  des  angles  ABC,  ADC,  et  par  suite  le  rencon- 
trent au  centre  du  cercle  ;  le  sommet  de  cet  angle  doit  se 
trouver  à  la  fois  sur  M^  et  au  centre  du  cercle  ;  donc  MN 
passe  par  le  centre  du  cercle  ;  ce  qui  forme  une  autre  démons- 
tration. 

2*  Même  théorème  pour  Tellipse. 

Toute  ellipse  peut  être  oonsidérée  comme  la  section  d'un 
cylindre  droit  à  base  circulaire  par  un  plan  <rt>lique  è  l'axe , 
et  sa  tangente  comme  Tintersection  de  son  plan  et  du  plan 
tangent  au  cylindre ,  son  centre  est  à  la  rencontre  de  son  pbn 
et  de  l'axe;  en  un  mot ,  ce'  cylindre  est  le  cylindre  projetant 
Tellipse  ;  la  projection  du  milieu  d'une  droite  est  toujoora  le 
miHeu  de  la  projection  de  la  droite  et  réciproquement. 

Donc,  le  théorème  étant  vrai  pour  le  cercle,  est  encore 

vrai  pour  rellipseO. 

Théorème. 

Tout  parallélogramme  circonscrit  à  un  cercle  est  un  lo- 
sange, et  ses  diagonales  passent  par  le  centre. 

Les  droites  AE,  BE»  CE,  DE  (fig.  b6),  étant  bissectrices 
des  angles  du  parallélogramme,  chacun  des  quatre  triangtos 


(')  Le  tMoréme  est  de  NeirlM  (  Princ.  malh.,  lib.  I,  eoroll.  3,  Imi.  «  ).  Il 
ciisie  «uni  pour  le»  c<MiH|MS  à  trêtkchtt  infliii«s.  Tm< 
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AÂE;  bec,  CED,  DEA  est  égal  à  celui  qui  le  suit,  comma 
ayant  les  angles  égaux  et  un  côté  commun;  donc,  ces 
quatre  triangles  sont  égaux  entre  eux ,  et  les  quatre  angles 
au  centre  sont  droits  ;  ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

Théorème. 

Les  diagonales  de  tout  parrallélogramme  circonscrit  à  une 
ellipse  passent  par  le  centre  et  forfnent  un  système  de  dia- 
mètres conjugués. 

Supposons  l'ellipse  rapportée  à  son  centre  et  à  ses  axes ,  et 
ABCD  (  fig.  VI  )  le  parallélogramme  circonscrit ,  les  équa- 
tiodk  des  quatre  côtés  seront  de  la  forme 

AD  y=mx+Vm'a^+b'\ 

CB  r  =  "^^—  \/w"«'+6% 

AB  y^px  +  Vp'a^+b\ 

CD  y  =/;x  — l/p7+7'. 

Le  point  A  rencontre  de  AD  et  de  A B  aura  pour  coor- 
données. 


j:.= 


\/ii*"a'+  b'  —  V/pW+b' 


p — m 
A  cause  de  la  symétrie ,  le  point  C  aura  pour  coordonnées 

r.  =  — r,      et      j:.  =  --j:,. 
Donc,  A  C  passe  par  le  centre;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 
Son  équation  est 
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L'éqoation  de  BS  s'obtiendra  en  changeant  dans  «^e  de  AC 
le  signe  de  l'on  des  deux  radicaux. 

BD       Y  =  — —  •'^  ~  T      ' 

^,       y,       p*m*a'-{-p*V—mYa*—m*V_      b* 
X.  ^.  X,  ~'  m'a'  +  b'  —p'a' — If'  a*' 

Donc ,  ces  diagonales  forment  un  système  de  diamètre» 
conjugués. 


NOTE 

kE   RAPPORT  DE  LA  CIRCONFÉRENCE  AU  DIAMÈTRE; 
PAR  S.  €ATA&A«. 


On  sait  qu'en  désignant  par  A  Faire  d'un  pelygone  régulier 
inscrit,  par  6  Taire  du  polygone  circonscrit  semblable,  par 
A'  et  B'  les  quantités  analogues  pour  deux  polygones  d'uu. 
nombre  doyble  de  c6tés ,  Ton  a  : 

A'=1/AB,      B==2^^n, 

Représentons  par  Ao,  A^, A«-.i,  A^,  les  aires  des  po- 
lygones suocessirs  inscrits  ,^  par  Bo,  Bi , B^^i ,  B»,  les  aires 

des  polygones  circonscrits,  nous  aurons  les  deux  relation», 
générales , 

(Am)'  =  A«-,.B«-.,  (1) 

B.=r2^-"^7';  (2) 

Aw— I  +A« 

d'où,  parla  division,. 

-»!L= L_.  (3) 

(A«)'        A««.-fA«  ^' 

(')  Cette  expresfion  est  de  S«urin ,  membre  de  PAeidémie  des  scienees,  iT»,^ 
D.  lO.  Tin« 
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L^équatioD  (â)  doooe  catte  sotte  â*éqiuUoiis  : 

A,„-.i+A«' 


B,_,=2 


A..B. 


d*où,  par  la  mulUiAication , 

B-  — â*IL Ao>A,.A,....Ai,w| 

'^•^^  ^(Ao+A.)(A.+Aj....(A^i+A.)-    ^  ^ 

Si  nous  divisons  cette  équation  par  Téquation  (3) ,  B«  se 
irouyera  éttminé ,  et  il  Tiendra  : 

/A.vj-.o«^n  Aq.Ai.A,»...  Am—i ^ 

(A-)- -2    ,Bo  ^^^^j  (A.+AO....  (A«_+ A<^0    <*^ 

Si  y  dans  cette  dernière  équation ,  nous  changeons  m  en 
m — i ,  nous  aurons 

fk       *« Q*^'B  A,.A,.»..A«,— a 

^        '^  ""  •  (Ao+  A.)(A.+A.)....(A^+A.-,)-  ^  ^ 

Enfin ,  si  nous  divisons  (6)  et  (G)  membre  è  membre ,  nous 
arriverons  à  cette  relation  remarquable  : 

Ainsi ,  les  aires  des  polygones  successifs  inscrits  sont  les 
termes  dCune  suite  telle,  que  le  carré  de  chaque  terme  est  égal 
au  double  du  cube  du  terme  précédent ,  divisé  par  la  somme  de 
celui^  et  du  terme  qui  k précède. 

Prenons  pour  unité  le  rayon  dû  cercle ,  et  partons  du  carré 
inscrit.  Un  calcuHlirect  donne  pour  Taire  de  cecarré  le  nombre 
2,  et  pour  celle  de Toctogone inscrit,  21^2.  Ainsi, 

A^  =  2,      A,  =  24/2. 
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Pour  obtenir  Taire  du  polygone  inscrit  deseizeofttés,  J'< 
ploiela  formule  ci-dessus;  elle  donne 

(AJ'=  2-i?^  =  î^=16l/2(l/^2-l)=16(2-l/2). 
2+21/2    ,_,_v/2 

Donc 

A,=  4k^2-l/i. 
Prenant  m  égal  à  3, J'obtiens  de  même , 

2|/a+*|/2— 1/2  1/2+2^2  —  1/2 

(2--J/2)  y/i— F2C2t/2  — |/a— 1/2] 
—  ^  4(2— 1/2)— 2 

""  3—21/2 

=  32(2—1/2)  (3+21/2)^^2— \/2  [2 1^2— l/»-l/2} 
=  32(2+l/2)ï/2'^IV2[2  i/2— i/2— !/&! 
=  32(2+1/2)  [2  (2— V2)— 1/2(2— l/2)J 
=  32  [a  (4—  2)  — J/2  (2  — 1/2)  ^+ 1/2)*  J 
=32[4— Kï^+Vâj]  =64[2— \/2+l/2], 
et  enfin 

A,«8  V  2  — ï^a+\/2. 
On  voit  que  la  complication  du  calcul'  augmente  rapide^ 
qaent.  Nous  engageons  les  commençants  à  formei;,  en  partant 
des  valeurs  de  Â,  et  de  A„  l'expression-de  A^ ,  laqqdl»,  toutes 
réductions  faites,  devient 


A,  =  16  Va-  \/2+  k^2+K2  ; 

dnsi  que  nous  le  démontrerons  plus  loin. 

Je  reprends  l'équation  (7),  et,  afin  d'arriver  à  une  relation 
^lus  simple  entre  les  aires  successives,  je  renverse  la  flraction 
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dut  le  McoBd  «iMBbre  de  cette  équatton,  ce  qui  donne 

d'abord 


oa 


(^)'  =  l[fe+«]- 


1^   O 


FMant  alors 

A.=-,  .  (8) 

j'obtiens 

S ,  comme  ci-dessus ,  nous  partons  du  carré  inscrit,  nou& 
«oroDs  d'abord 

A.  =  2,      A.=  2l/2, 

d*oa 

t  *  ^«         |y^ 

«•  =  2'     «'-p^a'     J.=  ^^. 
iprès  quoi  la  formule  (9)  donnera  successivement  : 


a,  a, 

-*  =  V  a+J/a+'kî+l/a,  etc., 

Taleor  dont  la  loi  est  complètement  évidente.  Ces  valeurs 
donnent  ensuite, 

fl.=»ll/2>^3+t/2,  a3=^l/2V^2+i7îl/^2+|/2+p2,  elc. 

Substituant  dans  l'équation  (9)  »  nous  aurons  donc 

2  2  2 

A,  =  2— :,      A.==2-==X 


1/2'         *         »/§       1/2+^2' 
2  2  2 

A.=a.-^x  X      ,  =^,  etc. 
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La  limite  des  aires  Ao ,  A, ,  A. ,  est  Taire  da  cerote  du  raji» 
1 .  laquelle  est  représentée  par  it  ;  donc  : 

^  _J_  ^  ^  '^  ■  (iO). 

Le  second  membre  de  cette  équation  est  composé  d'un 
nombre  infini  de  facteurs,  tous  plus  grands  que  l'unité,  qui 
est  leur  limite.  Cet  exemple  prouve  donc  combien  il  est  né- 
cessaire d'insister  sur  cette  proposition  :  La  puissance  n* 
d'une  quantité  plus  grande  que  runité,  peut  dépasser  UmU 
limite^  lorsque  n  est  suffisamment  grand. 

L'équation  (10)  peut  être  écrite  autrement.  En  effet, 

^        i  2  * 

1/2 


1/^'    i/2+i72    v/l±ii'' 
y     9 


2  1 


etc. 


Or, 


oos|; 


donc. 


8'  V  ■ 


'i+i/i±!d 


Donc, 


«=«S'     V     S =  00*  — ,ete 


|=SéC.|.8éC.|.8éC.^.8éc.-^ (tl) 


Cette  formule  élégante  n'est  pas  nouvelle  ;  elle  a  été  donnée 
par  Euler  (nov.  comm.  Petrop.,  année  1760-61 }.  La  con- 
struction géométrique  est  évidente ,  et  elle  a  ceci  de  remar- 
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quable ,  qœ  chaque  opération  conduit  à  deux  valeurs  de  plus 
en  plus  approchées  de  l .  l'une  par  défaut,  l'autre  par  excès. 

Si  Ton  avait  pris  pour  point  de  départ  un  polygone  régu- 
lier inscrit  diflérent  du  carré ,  on  aurait  trouvé  des  résultate 
aussi  curieux  qjio  les  précédents,  mais  moins  simples. 

Reprenons  l'équation  (7),  et  posons 

de  telle  sorte  que* 


a. 


A  l'aide  de  cette  substitution ,  nous  obtiendrons 

'»■'■  =  iE^-  '"' 

On  a,*  

ft,=2,  fc,=K2,  d'où  fc.=|/2-\/â;  fr.=V  2-1^2+1/2. 
De  ces  deux  valeurs ,  on  conclut  : 

pour  reconnaître  si  cette  relation  a  lieu  géiréralement, 
admettons-la  pour  un  instant,  et  posons  : 

(^«)«  =  2  —  ^/4-(6«-,)^  (14) 
Par  le  changement  de  m  en  (m— 1) ,  nous  obtiendrons  faci- 
lement                                       

b„^%  *=  6«-i  yi—îbZIÎf- 

Or,  en  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (13),  on  la 
transforme  en  une  identité  ;  la  loi  se  trouve  vérifiée ,  et  l'on 
a  généralement: 

b^=V     2— V  2+»/2-|-l^243  :       (15) 
le  nombre  des  radicaux  étant  m. 
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Par  suite ,  la  valeur  de  Am  devient,  à  cause  de  (12), 

A«=2*v/2— ^^2+t/2+r..;         (16) 

ainsi  que  nous  Tavions  annoncé. 

La  limite  du  premier  membre  de  cette  dernière  équation 
est  Taire  du  cercle  ;  donc 

n=Umilede  9*  V  2— V  â+l/a+.l/";       (17) 
ce  qui  est  assez  curieux. 

Si  Ton  compare  les  deux  valeurs  différentes  trouvées  pour 
km  y  on  trouve  la  relation 

2=1/2.  K2+|/2.*^24.\/2+|/2.... 

xV  2-.\/24.|/2+v~i  m 

dans  laquelle  le  nombre  des  facteurs  avant  le  dgne  x  est  égal 
au  nombre  des  radicaux  qui  suivent  ce  signe.  Ainsi,  par 
exemple  : 

2  =  1/2  XK2,     2  =  1/2.  V/2+ 1/2  X  ^2 — 1/3, 

2=l/2|/a-|.V/2V  24-j/24-\/2"x  k^2— Ï/24V2,  Ole, 
Pu  reste,  ces  égalités  se  vérifient  immédiatement. 

CONSIDÉRATIONS 
SUR  LE  TRIANGLE  RECTILIGNE. 

(  Suite ,  iHiyes  p.  79.  ) 

Théorème. 

22.  Dans  un  triangle,  les  trois  hauteurs  se  coupant  en  six 
segments  ;  les  milieux  des  segmentSr4pii  parteni  des  angles  ; 
les  pieds  des  hauteurs  ;  les  milieux  des  cAtésdu  triangle,  don- 
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béni  neoT  {KriàU  ailaés  sor  la  mèiBe  circonlërence  ;  le  centre 
de  cette  circonférence  est  sur  le  milieu  de  la  droite  qui  joint  le 
centre  du  cercle  circonscrit  au  peint  de  rencontre  des  trois 
hauteurs  ;  le  rayon  de  la  circonférence  est  égal  à  la  moitié  du 
rayon  du  cercle  circonscrit;  et  cette  circonférence. touche 
intérieurenient  le  cercle  inscrit  /  et  extérieurement  ^  les  trois 
cercles  ex-inscrits. 

Démonsiraiion.  Soit  ABC  le  triangle  ;  nous  consenrons  les 
mêmes  lettres  et  les  mêmes  notations  qu'on  troute  à  la 
page  80  ;  de  plus  : 

W  »  centre  du  cercle  passant  par  les  neuf  points  ; 

G',  centre  du  cercle  ex-inscrit  touchant  le  côté  AB  et  les 
deux  côtés  AC,.BC  prolongés; 

p'  rayon  de  ce  cercle  ex-inscrit  ; 

G'Es=€", 

Les  trois  points  milieux  des  côtés,  le  pied  d*une  hauteur, 

sont  éfidemment  les  quatre  sommets  d'un  trapèze  ayant  deux 

diagonales  égales.  Ce  trapèze  est  donc  inscriptible.  Donc,  les 

trois  pieds  des  hauteurs  et  lestrois  points  milieux  sont  sur 

une  même  circonférence  :  ces  derniers  trois  points  et  un  point 

milieu  d*un  segment  des  hauteurs  adjacent  à  un  angle  for* 

ment  un  quadrilatère  ayant  deux  angles  opposés  droits  ;  il  est 

donc  inscriptible  :  d*où  Ton  conclut  que  les.  neuf  points  men^ 

tiennes  sont  sur  une  même  circonférence ,  ayant  pour  rayon 

R 

—  et  on  voit  facilement  que  son  centre  H'  est  situé  au  milieu 

2 

deEHi 

Menons  les  trois  droites  GE ,  GH',  GH  ;  on  a 

2GH'*=GB'+GH' —  (Legend..  liv.  III,  pr.  XIV), 

oa  •         2GH"  =  e'+/'-^: 
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remplaçant  e ,/,  k  par  leurs  valeors (pages  8t  et  82) ,  oa 
trouve 

2GH'*=^-2R(.+V*,    <J'où    GH'  =  |  — p; 

ainsi ,  ta  distance  GH'  des  deux  centres  est  égale  à  la  diffé- 
rence des  rayons  ;  donc»  le  cercle  des  neuf  points  toache  in* 
térieurement  le  cercle  inscrit  au  triangle  ÂBC. 

Menons  les  droites  G^H,  &B!,  G'E»  on  a,  par  la  proposition 
eitée, 

2G'H''  =  G'E'+G'ff-^5|1    ou    Xt'nr=é^+/"—^i 

On  peut  càiciiier  éy  f  directement ,  mais  on  peut  déduire 
ces  valeurs  de  celles  de  e  eif  en.  changeant  p  en^,  et  rem-^ 
plaçant /»  par  a-|- ^ — <;  ;  car 

f~a-\-b—c' 
ainsi,  on  obtient 

4 

r'=R'+2Rp', 

*•  =  9R'— 8Rp'+V*— ■^^^^~^', 
d'où 

2G'ff»=|+2Rp-|-2f'%    et    G'H'=^  +  p^ 

ainsi,  la  distance  G'H'  desdeux  centres  est  égalée  la  sommedes 
rayons  ;  donc ,  le  cercle  des  neuf  points  touche  extérieure- 
ment le  centre  du  cercle  ex-inscrit,  tangent  au  côté  AB;  il 
en  est  de  même  pour  les  deux  autres  cercles  ex4nscrits  ,  etc. 
C.Q.F.D. 
23.  On  a  (p.  84): 

~P=^.     ainsi    2R.GH'=GH*; 
ce  qu'on  peut  énoncer  sous  cette  forme  de  théorème  :  La 
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distanoe  des  centres  dee  cercles  inscrits  et  circonscrits  à  un 
triangle  est  une  moyenne  proportionnée  entre  le  diamètre 
du  cercle  cireonscrit  et  la  distance  du  centre  du  cercle  in- 
sent  au  centre  du  cercle  des  neuf  points. 

âfc.  GénéralisaiUmdûMoréme.lintTi^ 
une  section  conique ,  si  par  cbaque  sommet,  on  mène  une 
droite  transversale  respectivementconJuguéeaucôtéopposéC), 
ces  trois  droites,  se  rencontrant  en  un  point,  forment  six  seg- 
ments ;  les  milieux  des  segments  qui  partent  des  angles,  lespieds 
des  transrersales ,  les  milieux  des  côtés ,  sont  neuf  points  si- 
tués sur  une  seconde  section  conique ,  semblable  à  la  conique 
circonscrite  et  semblabiement  placée ,  et  elle  touche  une  troi  - 
siènie  section  conique  inscrite  au  triangle  semblable  aux 
deux  premières,  et  semblabiement  placée. 

La  méthode  des  projections  cylindriques  snflGIt  pour  trans- 
porter du  cercle  à  Tellipse  certaines  propriétés  des  diamètres 
conjugués,  des  tangentes,  des  intersectlqns  de  lignes,  des  pro- 
portions géométriques,  des  mo|emies  distances.  Il  n'en  est 
pas  ainsi  pour  la  parabole  et  Thyperbôle  ;  ces  courbes  exigent 
des  démonstrations  spéciales  ;  car  on  ne  peut  les  oonsidérer 
que  comme  des  projections  coniques  du  cercle.  Or,  ni  les  dia- 
mètres coi^ugués,  ni  lés  proportions  géométriques,  ni  les 
points  de  moyenne  distance  ne  restent  tels,  quand  on  les  pro- 
jette coniqnement.  Il  faut  alors  aroir  recours  à  la  proportion 
harmonique  qui  se  projette  cylindriquement  et  coniqaement  i 
G*0Bt  celle  qu*on  rencontre  le  plus  fréquemment  ^  c'est  celle 
dont  on  ne  s'occupe  d'aucune  manière,  dont  le  nom  n'est  pas 
même  prononcé  dans  les  traités  officiels. 

Obtervatian.  La  dénomination  de  cercle  ex-inscrit  a  été 
introduite  par  Simon  Lhuillier  (Annales  de  Gergonne ,  tome  1, 
pag.  156,  année  1812). 

(*)  Deux  droites  sont  conjuguées  lorsqu'elles  sont  parallélej  à  deux  dia^ 
mètres  conjugués. 
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25.  Soient  p,  p',  p",  p" ■;  /;/',  /",  /*"  les  rayons  des  quatre  cer- 
cles tangents  aux  c6té8  do  triangle  et  les  distances  des  qnalre 
centres  au  centre  du  cercle  circonscrit;  un  calcul  très-racile 
donne 

p'+p"+p'"  =  4R+p, 
.     S* 

Jji   î    Jtju _\    Jjn z^ 

PP  +P  f    -T??    —  "7» 
P 

S* 

99  ?    — — , 
P 

p'pV'=p(pV'-fpY"+py'), 

Connaissant  donc  les  trois  rayons  des  cercles  ex-inscrits,  on 
peut  trouver  le  rayon  du  c^cle  inscrit,  le  rayon  du  cercle  cir- 
conscrit et  Taire  du  triangle;  et  par  conséquent»  les  coeffi- 
cients de  réquation  do  troisième  degré  qui  a  pour  racines  les 
trois  cAtés  du  triangle. 

36).  Conséquenuneijit»  lorsque  deux  triangles  ont  les  rayons 
des  cercles  ex-inscrits  proportionnels , .  les  triangles  sont 
semblables.  En  général ,  lorsque  trois  quantités  déterminant 
eompUiemeni  les  côtés  d'un  triabgle ,  ces  trois,  quantités 
données  variant  proportionnellement ,  les  ç6tés  varient 
dans  le  même  rapport  et  le  triangle  reste  semblable  ;  car^ 
chaque  c6té  est  nécessairement  une  fonction  linéaire  homo- 
gène ,  rationnelle  ou  irrationnelle  de  ces  quantités  :  or» 
lorsque  ces  quantités  augmentent  ou  diminuent  toutes  dups 
le  même  rapport»  il  est  dans  la  nature  de  ces  Tonctioiis 
d'augmenter  ou  de  diminuer  dans  le  même  rapport. 

Tu. 
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CENTRE  DE  GHAVITÉ 

D'^Hh  are  quelconque  à'héUee  tracée  $ur  wa  cylindre  droit  à  base 
circulaire. 

Soit  H  (Fig,  48)  un  arc  quelconque  d'hélice  moindre  qu'une 
spire.  Soit  A  Tare  de  cercle  qui  lui  sert  de  projection  sur  la 
base  dueyUndre  ;  Je  di9  que  le  centre  de  gravité  de  H  se  trouve 
à  l'intersection  de  la  perpendiculaire  élevée  par  le  point  g^ 
eaitre  de  gravité  de  l'arc  A,  et  du  plan  parallèle  à  la  base, 
mené  à  ^ales  distances  des  deux  extrémités  de  H. 

Pour  le  démontrer,  remarquons  que  la  tangente,  en  un 
point  quelconque  de  l'hélice ,  fait  constamment  le  même  angle 
avec  le  plan  de  la  base  du  cylindre  ;  ou  autrement,  que  cha- 
que élément  de  cette  courbe  est  également  incliné  sur  ce 
plan. 

Gela  posé ,  il  est  facile  de  voir  que  si  tous  les  éléments  de  H 
sont  chargés  de  poids  égaux  ;  les  éléments  de  Tare  A ,  pro- 
jection de  H,  seront  aussi  chargés  de  poids  égaux. 

Donc ,  le  centre  de  gravité  de  H  se  projette  en  g ,  centre  de 
gravité  de  A  ;  donc  la  première  partie  de  la  proposition  que 
nous  avons  eu  en  vue  est  démontrée. 

Quant  à  la  seconde,  savoir,  que  le  centre  de  gravité  de  H 
est  sur  le  plan  parallèle  à  la  base  qui  coupe  Tare  H  en  deux 
parties  égales,  elle  est  évidente  d'elle-même,  parce  que  ces 
deux  parties  peuvent  se  superposer  comme  les  deux  moitiés 
d'un  arc  de  cercle  se  superposent. 

Si  l'arc  d'hélice  est  composé  d'une  ou  de  plusieurs  spires, 
son  centre  de  gravité  tombe  évidemment  au  centre  o  de  la 
base  du  cylindre,  et  le  poids  dont  ce  centre  est  chargé  est 
proportionnel  au  nombre  des  spires  dont  se  compose  Thélice. 

Enfin,  si  l'arc  d'hélice  se  compose  d'un  nombre  Bxact 

Anii.  DE  Matdkm.  I.  ^^ 
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d'hélices  pluf  de  Tare  H,  bous  rcprésenteroiis  tout  à  la  fols 
par  o  le  centre  de  gravité  de  toutes  ces  spires  et  leur  poiëi; 
de  sorte  que  si  ^continue  d'être  le  poids  et  le  centre  de  gra- 
vité de  l'arc  H ,  U  suffira  de  partager  la  distance  og  en  parties 
inversement  proportionnelles  aux  poids  o  et  ^  pour  avoir  la 
projection  du  centre  de  gravité  de  l'arc  total  d'hélice  que  l'on 
considère.  Soit  it  ce  point  :  arrivé  là,  U  ne  restera  plusqu'à 
couper  la  perpendiculaire  au  plan  delabase,  par  un  plan 
paraUèle  à  cette  base,  àégales  distances  des  deux  extrémités 
de  l'arc  dont  on  s'occupe. 


CENTRB  DE  GRAVITÉ 

Dt  la  surface  d'un  filet  de  vU  carré  ou  triangulaire  ^  compriee 
entre  deux  positions  de  la  génératrice» 

Soit  d'abord  une  portion  d'héliçoïde  H,  moindre  que  cdie 
qui  correspond  à  une  spire ,  Je  dis  que,  dans  ce  cas,  le  centw 
de  gravité  de  cette  portion  se  trouve  sur  la  perpendiculaire 
élevée  par  le  centre  de  la  projection  de  H  sur  le  plan  tiorizoïi- 
tal,  et  encore  sur  le  plan  parallèle  à  la  base  de  la  vis,  mené 
à  égales  distances  des  deux  génératrices  qui  limitent  la  por- 
tion d'béUçolde  H. 

Pour  le  démontrer,  remarquons  que  Ton  peut  considérer 
tous  les  points  qui  composent  la  surface  du  filet,  conune ap- 
partenant à  des  hélices  décrites  sur  des  cylindres  de  même 
axe,  mais  de  rayons  différents  ;  et  si  l'on  reiMPéseate  par  mo  el 
no  y  les  projections  sur  le  plan  de  la  base,  de  la  génératrice 
considérée  dans  deux  positions  différentes»  il  est  aisé  de  vcir 
que  tous  les  arcs  d'hélice  compriseotreces  deux  p«sitioiis,iODt 
des  arcs  semblables ,  c'est-à-dire  dont  tous  les  élémeats  soot 
parallèles,  chacun  à  chacun,  et  par  conséquent  en  mAne 
nombre,  se  projetant  selon  des  arcs  de  cercles  semblable 
mn,pq rs,  ce  dernier  étant  sur  l'axe  delà  vis  (/Vf.  M). 
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Or ,  tous  ces  ares  (T hélice  étant  chargés  de  poids  égaux,  les 
veimn^pq....  rs  sont  aussi  chargés  de  poids  égaux  entre 
eux;  d*où  il  suit  que,  si  par  le  centre  de  gravité  de  la  por- 
tion de  secteur  circulaire  m/trf,  on  élèye  une  perpendiculaire 
k  ce  plan ,  cette  perpendiculaire  ira  passer  par  le  centre  de 
gravité  de  H ,  donc  la  première  partie  de  la  proposition  que 
J*ai  en  vue  est  démontrée. 

Quant  à  la  seconde ,  savoir:  que  le  centre  de  gravité  de  H 
est  sur  le  plan  parallèle  à  la  base ,  à  égales  distances  des  deux 
génératrices  qui  MmHenttl,  elle  est  évidente  d*elle-méme, 
parée  que  oes  deux  portions  peuvent  se  superposer,  comme 
les  deux  BK^iés  d*uB  secteur  de  cercle  se  superposent. 

911a  portion  de  la  surface  H  correspond  à  un  nombre  exact 
4e  spires,  son  centre  de  gravité  tombe  évidemment  au  centre 
dé  ta  bise  do  eyMndre,  et  le  poids  dont  ce  centre  est  chargé, 
est  proporticnnel  au  ncmibre  des  q^ires  qui  corraqKmdent 
IH. 

Enfin,  si  B  correspond  à  un  nombre  exact  de  spires  plus 
àaiiè  poitioa  de  spire,  on  opérera  comme  on  a  opéré  dans 
furQde  précédent,  lorsqu'il  était  question  de  Tare  dliélioe 
empesé  de  plusieurs  spires,  plus  d'un  arc  moindre  qu'one 
sphe. 

Fbrriot, 
j4wsien  reeêeur  de  f  Académie  de  Grmobk. 

SâinC-Imier,  prés  GreaoMe,  si  mtrt  1S42. 
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ANALYSE  D'OUVRAGES. 


Complément  de  géométeie  analytique»  par  C.-E  Page., 
professeur  à  TËcole  royale  d'artillerie  de  La  Fère.  Paris , 
1841 ,  in-8'  de  180  pages,  4  planches  f)- 

Làs  anciens  attachaient  à  la  droite  et  au  cercle  des  idées 
particulières  de  beauté  et  de  perfection  ;  en  conséquence  de 
cette  disposition  snperstitiense,  ils  ont  désigné  ces  deux  li- 
gnes sous  le  nom  par  excellence  de  lignes  géométrique;  nom 
qu'elles  ont  conservé  dans  les  mathématiques  modernes, 
science  où  il  règne  encore ,  comme  nous  aurons  souvent  Uea 
de  le  remarquer,  beaucoup  de  'superstitions.  Les.  propriétés 
principales  de  ces  deux  lignes,  celles  des  aires  et  volumes  les 
plus  simples ,  qu'elles  sont  susceptibles  d'engendrer,  remplis- 
sent les  15  livres  et  les  données  ((iola)  d*Euclide ,  ainsi  que  les 
8  livres  de  Legendre.  On  n'y  rencontre  que  la  proportion  dite 
aussi  géomiirique,  qui,  lorsqu'elle  devient  continue,  donne 
lieu  à  la  moyenne  géométrique  et  à  la.  section  bizarrement 
désignée  par  moyenne  et  extrême  raison.  Presque  toutes  i 

les  propositions  relatives  à  cette  espèce  de  proportipn  sont  i 

fondées  sur  ce  qu'elle  se  projette  cylindriquement  sur  un  plan 
sans  s'altérer,  tandis  qu'elle  s'altère,  généralement  parlant , 
dans  les  projections  coniques  (*"). 

C'est  dans  l'école  de  Platon ,  livrée  à  des  recherches  d'en- 


n  Chei  Garilian-GoDury*  et  VorDalmont,  éditears,  quai  des  Aogustiiis, 
no*  89  et  41 ,  à  Paris. 

(**)  La  projeelioii  cylindrique  s'obère  par  oo  système  de  droites  parallèles,  ei 
la  proJectioD  coDique  par  un  système  de  droites  convergentes  vers  un  mêoie 
point  Sxe. 
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tités  métaphysiques,  que,  parune  exception' assez  inattendue, 
on  s*est  occupé  d'autres  lignes  que  la  droite  et  le  cercle,  et 
principalement  de  celles  que  donne  l'intersection  du  cône  et 
du  plan  ;  mais  les  propriétés  de  ces  Jignes  exigent  qu'on  fosse 
attention  à  une  autre  sorte  de  proportions  et  de  sections  de  la 
droite ,  dites  harmoniques ,  et  qui  se  projettent ,  sans  s'al- 
térer, cylindriquement  et  coAiquement;  on  rencontre  ces  sec- 
tions, pour  ainsi  dire,  à  chaque  pas.  Aussi,  les  géomètres  s'eç 
sont-ils  beaucoup  enquis  Jusqu'au  dix-huitième  siècle  ;  alors 
ces  propriétés  ont  disparu  des  traités  didactiques ,  et  elles 
n'appartenaient  plus  qu'à  l'histoire  «et  à  la  science ,  lorsque  le 
oélèbreCarnot  publia,  en  1803,  sa  géométrie  de  position ,  qu'il 
arait  fait  précéder  de  considérations  sur  les  corrélations  des 
flgureS.  La  théorie  des  transversales  de  ce  géomètre,  en  1806, 
et  les  trayaux  graphiques  de  l'École  polytechnique  ont  ra- 
mené l'attention  sur  les  proportions  et  les  progressions  har- 
moniques, sur  les  inyolutions  de  Desargues,  sur  les  pôles  et 
polaires  :  c'est,  grâces  à  cette  nouvelle  impulsion,  que  la 
géométrie  doit  les  immenses  progrès  qu'elle  a  faits  dans  ces 
derniers  temps,  comme  s'exprime  M.  LiouviUe  f  ). 

La  géométrie  des  coniques ,  lignes  et  surfaces  a  fait,  depuis 
un  demi-siècle,  d'immenses  progrès;  mais  les  livres  classi- 
ques qui  en  traitent  sont  restés  stationnaires ,  et  sont  au  même 
point,  et  peut-être  même  en  deçà,  où  nous  ont  laissés  Rivard, 
Marie,  Lacallle,  et  certainement  très-arriérés  sur  Sauri  et 
Mauduit.  On  dirait,  à  en  juger  par  certains  ouvrages ,  que 
Descartes  a  introduit  l'analyse  dans  la  géométrie,  non  pour 
l'enrichir,  mais  pour  l'appauvrir.  Heureusement  que,  dans  la 
capitale  du  moins,  beaucoup  de  professeurs  suppléent  par 
l'enseignement  à  la  maigreur  du  programme  officiel;  mala  il 
était  à  désirer  qu'on  pût  mettre  entre  les  mains  des  élèves  un 

(*)  Journal  des  malbénatiques,  t.  VI,  p.  346.  I84t. 
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ouvrage  p«n  vetamipeox  et  raifermant  les  priDc^pales  910^ 
posittoDS  de  la  géooiétrie  des  transversales. 

M.  Page,  airtear  du  livre  que  nous  allons  analyser,  renylit 
parftdtenient  cette  condition.  Si  nous  disions  que  oe  livre  ei 
utile,  nous  ne  serions  Justes  qu'à  demi  ;  car  ce  livre  e4iodi^ 
pedsable*à  tons  ceux  qui  tiennent  à  se  mettreà  labauteor4e 
rétat  actuel  de  l'ensdgnement  dans  beaucoup  de  collèges  ds 
^ris. 

Lintroduction  (1-29)  est  entièrement  consacrée  à  la  théorie 
analytique  des  fonctions  et  de  leurs  dérivées,  et  des  discussiom 
qu^elles  présentent  lorsque  ces  fonctions  admettent  des  fré- 
teurs rationneb»  irrationnels,  égaux  ou  inégaux,  finis  ou  ia- 
finis,  réels  ou  imaginaires.  L'auteur  donne  la  théorie  des  li- 
mites. Mais  Lagrange  a  déjà  fait  observer  que  la  so«s4ao- 
gente  n'est  pas  la  limite  des  sous-sécantes.  Aussi  Tautear 
donne  une  démonstration  ingénieuse,  qui  n'est  pourtant  pu 
à  l'abri  d'une  objection,  de  l'existence  de  la  foncttoa  pvine  ; 
démonstration  qui  rentre  dans  celle  d'Ampère.  Au  fond  tout 
revient  à  démontrer  que  le  plan  des  xy  coupe  la  surftce  re- 
présentée par  réquation/(j>4-z)— /.rssi(^. 

Après  l'établissement  des  théorèmes  de  Taylor  et  de  Mao- 
laurin  y  viennent  les  interprétations  de  certaines  valeurs  pv^ 
ticulières  des  dérivées,  les  valeurs  maxiiiMiyMtmMi^  etc. 
On  aurait  désiré  que  l'auteur  indiquAt  le  beau  théorème  de 
•  Lagrange ,  modifié  par  M.  Gauchy,  pour  évaluer  le  reste  de 
la  série  de  Taylor.  Cette  évahiation  peut  seule  légftiMr 
l'emploi  de  la  série. 

L'ouvrage  est  divisé  en  6  livres. 

Le  premier  livre  (81  à  kW)  est  oon^^oré  à  des  génfaulftésiv 
l'dgèbre ,  l'homogénéité  et  sur  la  manière  de  détemteer  la 
position  d'un  point. 

«c  On  peut  définir  Falgèbre ,  en  disant  qu'elle  consisté  sim- 
plement à  intervertir  l'ordre  des  opérations.  »  —  Je  ne  oom* 
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praiéiftftiilledéfiBition,  malgré  Te^iMealioB  qui  la  mit. 
Le  nppoft  enharmomque  a  été  intradiiit  par  Chartes  C).  Il 
aprtoe,  um  droite  étant  divisée  m  liois  segnenlB  »  leqno- 
tieat  do  produit  des  segnents  extrêmes  dirisé  par  le  produit 
4m  legmeot  moyen  et  delà  ttgne  entière.  Cette  déflaition, 
damée  pur  M.  Page ,  est  plus  précise  qoe  celle  de  M.  Chastes. 
Lon|se  ce  qnetfant  est  ranité ,  la  vqiport  est  harmonique  ; 
st  lorsiiae  te  prodoit  de  d^iix  rapports  eoharmoûiqiies  est  égal 
è  l'unité,  ces  rapports  soats  dits  mumtms.  Parmi  les  quatre 
fsinls  qoe  firaroit  la  divisioB  d'une  droite  en  trds  segments 
tarmoniques»  le  premier  et  le  troisièflM,  sont  dits  canpêgui$ , 
^iasi^ie  le  deuxième  ^  le  quatrième^ 

Vit¥9obUiati  qn*on  doit  à  Desargaes  oonsistie  en  ceci  : 
Soient  six  p^ots  situésen  ligne  droite  et  désignés  par  les  nom- 
taBsl,St  3,  k,  6, 64  regardons  1  et  4,  3  et  5^  3  et  6,  comme 
tepoiats  réciproquement  eopjugués  ;  si  quatre  quiconque» 
de  ces  points  ibumissent  un  quotient  enharmonique  égal  ou 
iovenak  leurs  coofugués^  les  points  sont  ditsAtre  en  inyota- 
Uon;  il  exista  alors  uu  septième  point  nommé  centre  dlnvo- 
loliODiSiir  la  droite,  tel  que  le  produit  de  sas  distances  à  deux 
fiintsooi^ugiiésest  constant,  etréciproqueoient,Jorsqu*untel 
KftièflM  point  exista ,  tes  six  autres  sont  en  inyoluiion.  On 
feitcçBUBentles  coordonnées  d'une  hyperbole  rapportée  à  ses 
a^piiptotes  «  peuvent  servir  à  mettre  des  points  en  involution. 

lid  livre  2  (48  à  61)  est  consacré  à  la  théorie  des  transver- 
lales,  des  pAles  et  polaires  des  droites  n  ;  de  la  propriété 
des  transversales  Tautour  déduit  directement,  et  d'une  ma- 
nière simple,  ces  théorèmes  qu'il  suffit  d'énoncer. 

1*.  Si  da«x  Wangtos  ont  leurs  sommets  situés  trois  droites 


iBélrie ,  iii-4.  tm. 

O  Le  mol  p6le  pm  dant  ce  lenf  a  été  iolroilait  par  M.  Senroit.  (  Journal  de 
Gergomie ,  1. 1 ,  p.  IS7.  1I09.) 
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concourant  en  un  point,  les  trois  points  de  feneonlfa te 
cAtés  opposés  sont  en  ligne  droite  (p.  53). 

2""''.  Dans  tout  hexagone  inscrit  à  deux  droites^  les  trcris 
points  de  recentre  «des  cAtés  opposés  sont  en  ligne  droite 
(cas  particulier  de  Tliexagranune  de  Pascal ,  et  déjà  énoncé 
dans  la  collection  de  Pappus).  Après  avoir  expliquéce  quVm 
entend  par  faisceaux  enharmoniques  et  harmoniques,  l'auteur 
passe  au  quadrilatère  complet  et  démontre  focilement  que  ks 
milieux  des  trois  diagonales  sont  en  ligne  droite;  et  si  Fon  coupe 
par  une  transversale  les  quatre  côtés  et  les  deux  diagonales 
d'un  quadrilatère  simple ,  les  six  points  d'intersection  sont  en 
involution  (cas  particulier  du  théorème  général  de  Desargnes). 
Le  troisième  livre  (65  à  79)  traite  des  lieux  géométriques  et 
des  courbes  engendrées  par  la  variation  d'un  de%coeffiGienti 
de  l'équation  de  la  droite  ;  l'auteur  déduit  de  là  le  théorème 
connu  de  Camot,  relatif  aux  segments  formés  sur  les  oMés 
d'un  triangle  par  une  circonférence  qui  les  traverse ,  et  en« 
suite  ce  théorème  de  Desargues  ;  les  quatre  côtés  d'un  quadri- 
latère inscriptible  et  la  circonférence  circonscrite  sont  coupés 
par-une  transversale  quelconque  en  six  points  en  involution. 
La  théorie  des  courbes  commence  au  livre  quatrième  (80  a 
117).  On  y  trouve  les  théorèmes  de  Newton  et  de  Gamot  sur 
les  segments.  Les  recherches  sur  les  centres»  tangentes,  nor- 
males, points  singuliers,  d'inflexions^  pohits  multiples,  bran- 
ches infinies,  asymptotes,  sont  exposées  avec  clarté  et  conci- 
sion (»  à  115). 

n  y  a  cinq  exemples  de  discussion  de  courbes  du  troisième  et 
quatrième  degré  ;  on  explique  la  génération  des  couii>es  en- 
veloppes d'une  droite.  On  dcmne  pour  exemple  la  courbe 
engendrée  par  une  droite  de  Icmgueur  constante,  dont  les  ex- 
trémités sont  constamment  sur  les  côtés  d)in  angle  droit  ;  la 
courbe  est  du  sixième  degré,  non  du  huitième,  et  aurait  dû 
être  discutée. 
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Le  doquièiiie  lint,  eo  S9 pages,  doqs  proeure on  traité' 
*  complet  des  Hgnes  dasecood  ordre ,  infinioMit  plus  complet 
que  ce  qu'on  noos  racoflte  là*4es80s  dans  des  oayrages  dix 
fois  ptas  toltuninenx.  Cet  arantage  est  le  résultat  des  théories 
générales  développées  dans  les  livres  précédents.  Outre  le» 
propriétés  vulgaires  concwnant  la  dasaiflcation ,  les  diamè- 
trescoiijiignés,  les  axes  principaux,  les  foyers»  on  lit  (p.l38) , 
tout  ce  qui  concerne  les  pAles  et  polaires,  exposé  par  une 
ana^  courte  et  bcfle.  Ayant  établi  la  génération  des  coni-^ 
qoes ,  au  moyen  de  deux  droites  mobiles  pivotant  autour  de 
points  fixes»  tbéorème  qu^on  doit  au  pasteur  Braikenridgei 
Tauteur  dénMntre  facilement  le  théorème  de  Desargues,  rap^ 
porté  ci-dessus,  mais  généralisé»  et  le  célèbre  hexagramme  de 
Pwcid,  si  fécond  et  si  propre  à  résoudre  tant  de  problèmes»  rien 
qu'avec  la  règle  seulement,  sans  compas.  De  là»  l'auteur  passe 
aux  coniques  considérées  comme  enveloppes  d'Une  droite  et 
démontre  la  belle  théorie  de  H.  Brianchon  sur  lespolaires'rô- 
ciproques  C)  ^t  l'hexagramme  circonscrit  du  même  géomètre» 
formant  le  pendant  de  l'hexagramme  inscrit  de  Pascal.  L*ou- 
vrage  est  terminé  par  six  problèmes  pour  construire  les  coni- 
ques» au  moyen  de  dnq  données  consistant  en  tangentes  ou 
enpohits. 

Eff  finissant  l'examen  de  cet  excellent  écrit»  nous  nous 
ptrmettrons  quelques  observations  critiques.  Le  titre  n'est 
pas  exact  ;  ee  n'est  pas  un  eomplémeni;  il  faudrait  y  ajouter 
peu  pour  en  lUre  un  traité  élémentaire  complet  de  géo- 
métrie analytique  à  deux  dimensions;  toutefois,  quelques 
propositions  essentielles  manquent;  entre  autres,  ce  beau 
théorème  qu'on  doit  à  M.  Poncelet  :  Deux  coniques  étant 
dans  le  même  plan  »  si  on  mène  une  tangente  à  la  première , 
qu'on  en  cberehe  le  pôle  par  rapport  à  la  seconde  ;  le  lieu 

(*)  JovBâl  de  nÊeole  polyiectaniqQe,  cahier  X,  p.  14. 1819. 
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de ce  p6Ie  eil  vme  tioiaièiiia  eoBiqse,  et  vie$  vmê.  fmâr 
dtre  AOflsi  l'auleiir  d'&-441  pas  toujoiurs  tiré  ams  parti  * 
de  la  méthode  aoalytlqvei  Toutes  kapropiîMéa  de  Te^acq 
doirent  se  déduire  de  la  théorie  des  équationa,  de  Félintaa- 
tlon  et  da  ohangement  de  coordonnées.  U  n'est  pas  nne  pfo* 
position  de  cette  théorie  qui  ne  poisse  se  tradotre  en  pro- 
priété grapMqne.  C'est  ainsi  qne  la  géométrie  sert  à  éclairdr 
l'analyse ,  et  ceMe-ci  à  enrichir  la  géométrie,  et  c'est  le  Téii- 
table  esprit  de  la  méthode  qu'on  doit  «n  génie  siAMme  d'an 
Français ,  le  plus  grand  philosophe  du  dix-«eplième  sièda. 
Pour  miUidme  exemple,  nous  citerons  le  beau  mémoire  de 
M.  LiouTiUe  sur  l'éUnapation  (*) ,  si  riche  en  infestigatiOBS 
géométriques ,  et  dont  nous  noua  proposons  d'entretenir  nos 
j  lecteurs  prochafaiement.  Tv. 

Théorie  des  paraixAles,  par  F.  Durand  de  Monestrai» 
ingénieur  géùmètre.  Pans,  1838.  In-8%  38  pages,  sans 
planches ,  imprimé  à  Draguignan.  ^ 

Le  onzième  axiome  du  prenûer  li?re  d'Eocdide  est  ainaî  Utr 
téraloBent  énoncé  : 

Deux  Ugnes  droites  étant  coupées  par  une  troisième»  de 
telle  sorte  que  les  deux  angles  intérieurs  d'un  aaâme^eftté 
soient  ensemble  phis  petits  que  deux  ang^  droits,  se  t^m- 
contrent,  suffisamment  prolongées,  du  même  côté.  Lm  no* 
dernes  ont  cessé  de  regarder  cette  proposition  comose  un 
axiome ,  et  ont  essayé ,  mids  tmijours  yainement,  d'en  donaar 
une  démonstration.  Ces  essais  peuvent  se  raa«w  sous  trois 
cat%>ries  : 

1«  Dîmittttlio»  de  la  dwtoncjs.  Lorsque  la  somme  des  attcta 
intérieurs  est  moindre  que  deux  angles  droits,  on  i 


(*)  Journal  de  nuUiéiiMliqaef ,  t.  YI,  p.  8«$.  &84i 
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bcUemeot  (fue  les  perpendiculaires  abaissées  sur  une  de  ces 
droites,  de  points  situés  sur  l'autre ,  yont  en  diminuant  en 
s*approcliant  du  point  de  rencontre  ;  ces  perpendiculaires 
peuTent-elles  devenir  plus  petites  qu'aucune  longueur  don- 
née? Voilà  ce  qu'il  faudrait,  et  qu'on  n'a  pas  encore  su  dé- 
montrer. 

8*  Sinnme  amUante  des  anglm  dtwi  triangle.  La  théorie  des 
parallèles  admise,  on  démontre  Tacilement  que  la  somme  des 
angles  d'an  triangle  est  constamment  égale  à  deux  angles 
droits ,  etnra  vend,  si  cette  proposition  était  démontrée,  on 
ra  déduirait  aisément  toute  la  théorie  des  parallèles.  On  est 
panrenn  k  proufer  que  s'il  existe  un  seul  triangle  qui  ait  la 
somme  de  ses  angles  égale  à  deux  angles  droits,  il  en  serait 
de  même  dans  tout  autre  triangle  C^)  ;  mais  on  n'est  pas  en- 
core panrenu  à  prouTer  la  possibilité  d'un  tel  triangle. 

3*  Aire$  infinia.  H.  Bertrand  de  Genèfe  est  le  premier,  Je 
crois ,  qui  ait  fait  usage  de  cette  sorte  de  considérations  que 
Legendre  n'a  pas  désapprouTées,  et  la  brochure  de  M.  de  Mo- 
nestral  appartient  à  cette  catégorie  et  à  la  précédente.  Les 
principales  propositions  appartenant  à  ce  genre  de  démons- 
tration se  réduisent  aux  suivantes  : 

r  L'aire  du  plan  est  infinie  ;  car,  quelle  que  soit  Vaire  d'une 
ligure  fermée  tracée  sur  ce  plan ,  on  peut  en  cos^yoir  une 
seconde  qui  lui  soit  égale  et  tracée  sur  ce  même  plan  ;  ainsi , 
Taire  du  plan  est  plus  grande  qu'aueuoe  aire  finie  ;  donc ,  etc.  ; 

Sr  L'aire  d'un  angle  droit  est  infinie  ;  car,  si  cette  aire  était 
une  étendue' finie,  quatre  fois  cette  «ire  serait  aussi  une 
étendue  finie  ;  mais  quatre  fois  l'angle  droit  renfSenne  1^  plan 
entier;  donc,  etc.; 

8*  L'aire  d'un  angle  quelconque  est  infinie  ;  il  suffit  de  le 
dénonlveF  pour  un  angle  aigu. 

n  lUniMl  <l9SéOBélri« ,  ^  éditipn. 
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SiTangle  droit,  divisé  par  Tangle,  donne  un  quotient  com- 
mensurable ,  la  proposition  se  démontre  par  le  même  raison- 
nement que  la  précédente  ;  si  le  quotient  est  incommensu- 
rable, on  a  recours  au  principe  des  limites.  L'auteur  n*énonce 
pas  explicitement  ces  propositions,  mais  il  faut  les  supposer. 
Ceci  posé ,  il  démontre  ainsi  la  proposition  XIX  du  premier 
livre  de  Legendre  :  savoir  que  la  somme  des  trois  angles  est 
égale  à  deux  angles  droits. 

Soit  le  triangle  ABC  ;  prolongeons  BC  vers  G,  CB  vers  D , 
AB  vers  E ,  et  AC  vers  F  :  Tangle  ABC  est  égal  à  son  opposé 
au  sommet  DBE;  il  en  est  de  même  des  angles  BCA ,  GCF  ; 
ainsi  l'on  a 

angle  ABC  -f  angle  ACB  -f  angle  BAC  =  angle  DBE 
-I-  angle  GCF  +  angle  EAF  ; 

mais  ces  angles  sont  proportionnels  aux  aires  infinies  qu'ils 
renferment  ;  on  peut  donc  remplacer  ces  angles  par  ces  aires; 
mais  l'aire  infinie  DAFest  égale  à  l'aire  fermée  du  triangle  BAC, 
plus  l'aire  infinie  ouverte  EBCF  ;  négligeant  le  fini  par  rapport 
à  l'infini ,  l'équation  devient ,  entre  les  aires 

ABC+ACB+BAC=  DBE+GCF+EBCF. 

Le  second  meml^re  renferme  même  aire  que  deux  angles 
droits  ;  donc , 

ABC-f.ACB+BAC  =  2«. 

Passant  des  aires  aux  angles ,  on  en  déduit»  etc. 

L'auteur,  sans  doute,  en  vue  d'être  concis ,  supprime  tous 
ces  raisonnements;  mais  ils  sont  nécessaires  et  doivent  être 
sous-entendus. 

Le  reste  de  la  brochure  contient  les  autres  propositions 'du 
premier  livre  de  Legendre. 

Par  inadvertance,  l'auteur  dit  que  la  proposition  d'Eoclide 
est  un  pottulaiwn ,  tandis  qu'elle  est  un  axiome;  ce  qui  est 
fort  différent.  Le  premier  livre  contient  iro\%  posMtUa  qui  ne 
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flool  reiatîfe  4a*à  dtfconstructioiisà  faire,  et  tum-h  des  pro- 
poâiions.  L'aiiomed'fiuclide  peut  être  remplacé  avantageu- 
semeot  par  un  autre  de  M.  Gergonoe  ;  savoir  :  Par  le  même 
point ,  ne  peuvent  passer  deux  parallèles  à  une  droite  donnée. 
Cette  proposition  a  l'évidence  intuitive  d*un  axiome  et  suffit 
à  tout.  H.  Uonnet  a  adopté  cet  axiome  comme  base  de  ta 
théorie  des  paraDèles  :  c^est  un  exemple  à  suivre.    Tm. 


EXTRAITS  DES  JOURNAUX. 


JoDEHAL  DB  Crjbllb  ,  ISbl ,  tome  22 ,  1"*'  cahier. 
Les  abonnés  qui  désirent  des  renseignements  plus  détaillés 
doivent  s'adresser  aux  rédacteurs. 
SiBBN  (A)  à  Goettingue. 
Sur  la  résolution  des  équations  transcendantes  (p.  1  à  62). 

Ce  mémoire  a  «emporté  le  prix  proposé  sur  ce  sijtjet  en 
1837,  par  TAcadémie  des  sciences  de  Copenhague. 

L'auteur  indique  une  méthode  pour  trouver  les  racines 
réelles,  avec  toute  approximation  désirable  dans  les  équa- 
ticms  munériquei  transcendantes  i  une  inconnue  y  et  aussi 
pour  découvrir  l'existence  des  racines  imaginaires.  Cette  mé- 
thode est  fondée  sur  le  théorème  de  Fourrier,  pour  trouver 
le  nombre  des  racines  réelles,  à  Taidedes  dérivées  successives, 
la  seule  qu'on  puisse  Jusqu'ici  employer  pour  les  équations 
tFanscendantes;  on  sait  que  M.  Sturm  a  trouvé  depuis  une 
autre  suite  de  fonctions  pour  les  équations  algébriques, 
fonctions  qui  ne  sont  que  les  dérivées  combinées  avec  les  ra- 
cines de  l'équation  aux  carrés  des  différences  C).  Nous  donnons 
quelques  équationa  résolues  par  M.  Stem  ; 

C*)  Voir  N4mTeU«ft  Aniiaiet ,  p.  166. 
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lo  :t1ogxr=100>  X  ent^  8,S9TS850  et  a^Mnfêl.   . 
Euter  avait  trouvé     j:  =  3,5972882  ; 
2o  X— co8j:=0,      j:==  0,73908512  à  10"*  près; 
Euler  trouve  0,7390847, 
3o  X— taagx  s:  0 ,      ;r= <h,<h93M964  à  10^  près; 

ce  qui  répond  à  un  arc  de  25r.a7M3^,268;  Euler  trouve 
4,<h93iik0834  ;  et  Poisson  4,<h9331;  ou  il  y  a  une  faute  typo- 
graphique à  la  quatrième  décimale  f)  ;  on  indique  ici  la  va- 
leur de  la  plus  petite  racine;  il  est  évident  qu'il  existe  une 
infinité  de  valeurs  positives,  et  que  la  n^^^  est  comprise 
entre^tret  (n+7)7r; 

4*"  6*ssjr,  n*a  que  des  racines  imaginaires,  et  rauteor  trouve 

x=  0,318133  ±,  1,337238 V/—1;  par  un  autre  procédé, 

M.  Cauchy  trouve  x  =  0,3181317  ±  1,3372357  \/^ 
(Leçons  sur  le  calcul  intégral.  Leçon  14). 

L*auteur  montre  (p.  59),  comment  la  nouvelle  méthodede 
M.  Cauchy,  pour  approcher  delà  valeur  des  racines  réeDes, 
dans  les  équations  algébriques  ou  transcendantes,  peut  de 
déduire  de  la  méthode^de  Fourrier.  (Toy.  Compte  Rendu  de 
l'Académie  des  sciences,  n*"  10,  1837.)  Nous  donnerons  les 
deux  méthodes  prochainement. 

M.  OBTriNOBR,  professeur  à  Fribourg ,  dans  le  Brisgau. 

Sur  la  décomposition  des  fractions  algébriques  flraction- 
nakes  et  rationnelles  en  fractions  partieOes  (63  à  95). 

Par  des  procédés  combinatoires,  Tauteur  indique  une  mé- 
thode focile  pour  trouver,  directement,  chaque  coeflBcient 
dans  les  numérateurs  des  fïractions  partielles.  Les  signes  com- 
binatonres  n*étant  pas  connus  en  France,  nous  ne  pouvons, 


(*)  Mémoires  de  rAcadémie  des  Sciences,  tome  VIO,  p.  4io  ;  ponr  U  file» 
de  la  seconde  racine,  on  donne  ici  7,tS74t ;  la  Traie  Yalevr  est  T,fM. 
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sans  tfop  allonger ,  rendre  compte  de  cet  intéressant  trafail. 
M.  Gauss  ,  professeur  à  GoetUngoe  (p.  96^ 
Dédoctten  élénaentaire  d'un  théorème  de  Trigonométrie 
sphérique  dû  à  Legendre. 

NoBS  croyons  atUe  de  faire  précéder  cette  élégante  déduc- 
tion, de  quelques  éclaircissements  élémentaires. 

1*  Soient  a,  b,  e.  A,  B,  €,  16s  nleurs  drculaires  eipri- 

nées  eo  degrés  et  parties  de  degrés,  des  trois  côtés  et  des 

trois  «iglesd*un  triangle  sphérique  tracé  sur  ue  q>hère  d*iin 

layoB  R  donné  en  unités  métriques,  et  soit  T  l'aire  de  ce 

triante  enq>riméê   en  unités  superficielles  métriques;   on 

^     'a+B+C— 18(r      „,    ,       ^.    ^     .. 
aura  T  =  — ■ — j— .ir.  R*;  la  partie  fractionnaire, 

ainrifuetr,  sont  des  nombres  afaatraits.  Cette  érahiation  qu'cm 
troufe  maintenanl  dans  tous  les  ouvrages  classiques,  a  été 
indiquée  pour  la  première  fois  par  Girard  (Albert)  (*)  et  dé- 
aontré  ensuite  par  Gayalleri  (Bona?enture)  (**)  ; 

V  Faisant  A+B+C—180»=A»,  et  a+6+carS^,  et 
sappo6(m8/i  <  2*  ;  Ton  a 

1113 

4co$*-aco8*-écos*xCsin*-«=8in/win(/> — a)sin(p — 6)sin(p — c), 

si  a,  b^c  diminuent,  o»  diminue.  En  effet,  il  suffit  de  démon- 
trer que  0»  diminue  avec  r,  lorsque  a  et  6  conservent  leurs 
Taleurs;  or  cosî  ^ ,  cos?  6  ne  changent  pas;  cos^c  augmente  \ 
le  second  membre  peut  se  mettre  sous  la  forme 

j  [cosa— cos  (ft+c)]  [cos  {b — c)  — cosa] , 

les  deux  facteurs  sont  essentiellement  positifs,  etc  diminuant» 
chaque  facteur  diminue  ;  donc ,  etc.  ; 


(*)  iBTenlioQ  noiMne  en  «igèbre.  AmfMrdtm,  i<«9. 

D  Né  à  Milan  en  1S98,  mon  le  s  décembre  i«94  ;  eoy.  ton  Hfredortiim  ge- 
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3*"  Supposons  que  sur  une  autre  sphère  de  rayon  R'>R, 
on  trace  un  triangle  sphérique  dont  les  c6tés  aient  mAmes 
longueurs  métriques  que  les  côtés  du  triangle  tracé  sur  la 
sphère  R ,  les  valeurs  circulaires  de  ces  c6tés  seront  diminuées 

dans  le  rapport  de  R  à  R';  elles  deviennent  -^^  -^, ,  =7; 

K       K      n 

donc  dans*  ce  second  triangle  la  valeur  de  «»  est  mdndre  que 
dans  le  premier.  Augmentant  indéflniment  R,  Texcès  3«i  dm 
trois  angles  du  triangle  sur  deux  angles  droits  ira  sans  cesse 
en  décroissant,  et  il  est  facile  de  voir  que  zéro  est  la  limite  de 
ce  décroissement ;  car,  lorsque  le  rayon' devient  infini ,  te 
sphère  se  réduit  à  un  plan ,  le  triangle  devenu  rectUigne,  te 
somme  des  angles  est  égale  à  deux  droits  et  Texcès  est  nul; 
ainsi  sur  une  sphère  d*un  rayon  égal  au  rayon  moyen  .de  te 
terre,  si  Ton  trace  un  triangle  éqailatéral  de  40,000  mètres 
de  c6té,  l'excès  est  réduit  à  r.W; 

V  Soient  a',  b\  c\  les  longueurs  métriques  des  arcs  a,  b, 
c;  ona 

,       ^      "^       ti        b       —        ,        cic  ^ 

avec  a\  b\  d^  construisons  par  la  pensée  un  triangle  rec- 
tiligne  A'FC';onaura 

A— A'+B— B'+C— C  =  3a», 


soit 


d'où 


A— A'=<»+x, 
B-B'=«+j., 


supposons  R  très-grand  et  qu'on  peut  négliger  R"^.  On  a» 
àcet  ordre  près,  j:=y  =  «:=0,' de  sorte  que 

A'  =  A— w,    B'=:B— 6),    C'=C— » 
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ce  qui  revient  à  cet  énoncé  :  Lorsque  les  côtés  d*un  triangle 
qphérique  sont  très-petits,  relativementau  rayon  delà  sphère, 
oopeut  traiter  ce  triangle  comme  s*il  était  rectiligne ,  sauf  à 
difliiouer  les  angles  du  triangle  sphérique  chacun  du  tiers  de 
Texcès  de  la  somme  de  ses  angles  sur  deux  angles  droits. 

Tel  est  le  théorème  que  Legendre  a  énoncé  le  premier  en 
1787  f  ) ,  il  en  a  donné  une  démonstration  fondée  sur  les 
développements  en  série,  en  Tan  YII,  1799  (**).  La  même 
année,  Lagrange  a  modifié  cette  démonstration,  dans  son 
célèbre  mémoire,  intitulé:  Solutions  de  quelques  problèmes 
relatifs  aux  triangles  sphériques ,  avec  une  analyse  complète 
de  ces  triangles  {Journal  de  V  École  Polytechniquej  VP  cahier). 
Mémoire  qui ,  selon  la  marche  habituelle  de  Tillustre  géo- 
loètre,  poursuit,  développe  et  enrichit  un  semblable  travail 
d^Eoler.  M.  le  docteur  Gauss,  un  des  plus  grands  analystes 
contemporains,  a  traité  le  même  sujet,  dans  le  présent 
Mémoire.  Faisant  un  moindre  emploi  des  séries,  sa  démons- 
tration est  plus  élémentaire. 

S"  Conservant  les  mêmes  notations  que  ci-dessus,  décom^ 
posons  2*  en  trois  angles  A',  V,  G  et  faisons 
A  =  A'+«, 

C  =  C'+«, 

on  a  (Legendre,  Trig.  ^h.  prop.  1.  XXXI), 

cos4(A+B+C)cosi(B+C— A)       8in|fc>sin(A'— i») 
Mn   d —     «^M- —    ■      ■  ■  ■      -"~  ■ 

sinBsinC  sinCF+wjsinCG+w)' 

„  _cosi(B+A— C)cos-(A-fC— B)_sin(B^— ^)sin(C— ift)) 

sinBsinC  ~"  (ânff+wJCsinC+w) 

(*}  Mémoire  sur  les  opérations  (rigonométriques ,  dont  les  résultats  dépendent 
de  la  figure  de  la  terre.  Mém.  de  TAcadémie  des  sciences,  1787,  p.  352.    . 

(**)  Méthode  analytique  pour  la  détermination  d'un  arc  du  méridien.  Note  II, 
page  is.  Il  fait  Toir  qu'à  Taide  du  triangle  polaire,  le  même  théorème  peut  ser- 
vir à  résoudre  un  triangle  droit  qui  a  deux  angles  très -aigus;  Legendre  a 
donné  la  même  démonstration  dans  ses  Éléments  ;  dans  le  précédent  ouvrage , 
p.  M,  Delambre  donne  une  vérification  du  théorème. 

Asif.  DE  Matbém.  I.  15 
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^57i;"'ïta'CB'+»)rin(B'+i»)8in*<Gf+»)"n(C'-T-) 
on  (Âttent  tino  éqnatloù  analogue  en  changeant  a  en  b,  A 
en  Betneevmà;  «risanttoiffemière équation  par  la  ae^ 
«,ri4e.ïDen*r0à«e»»bw,etext«y.ntlâ«oiBecairôe.  on 

■^■ih?ï*       rih(»+«)8ln»(ir-î«i  ' 
or, Von  a  ^ 

je'    , 
a'«ù,  U»rt^»e  «  «*trèH>*i*. 

coiiia=Bl— ^+ 

de  mAmc 

etlo««ïuele.66t68a,6,c:8ont  petite,- est «w-âtrès-pettt®; 
le  second  membre  est  donc  à  très-peu  t>rt«  ^»  *  gfai'B'' 
ainsi,  on  a  à  des  infiniment  petite  du  «piatrième  ordre  près 

a»  __  sin^A  a  _.  ^^  . 

F~sin'B     ^     *       8inB  ' 

c'est  le  tbéopème  de  Legendre. 
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ê*  Le  triangle  tpliérique  est  formé  par  trois  tignes  de  phis 
courtes  distances  entre  trois  points  situés  sur  une  spliàre^ 
étant  donnés  trois  points  sur  une  surface  quelconque,  les 
trois  plus  courtes  distances,  forment  un  triangle  sur  cette 
surface.  M.  Gauss  a  étendu  le  théorème  de  Legendre  à  ces 
trianfi^  en  général,  dans  un  ouvrage  intitulé  :  Disquisitiones 
gmeraUs  drca  iuperficiBu  curvas, 

7' L'équation  (1)  du  paragraphe  II,  n'étaht  pas  dans  les 
éiéments ,  nous  devons  la  démontrer;  on  a 

co8i(à4J^-C)=cos^Aco8iBeo«iC--cosi 


iBrin^AsiB^— cosiCsin^Asin^B  )  ' 


(2) 

dndsinc  '  sinfeinc 

Oo  a  des  valeurs  analogues  pour 

sin|B,    cosf^B,    sin^C,    cos^C, 
fobstituant  dans  Téquation  (2) ,  il  vient 

•      '  sintfsinfrainc 

Vsin/isin  (/?— a)8În(/i— 6)  sin  {p—c)  , 
àtïp — «in(/>— it)=2sin.^tfco8i(64"^), 

sIn  (/i— c)4-8in  (/>— 6)  ==:  2sin  i^tf  cosf  (i -f-c) , 
sinas:2ainfâoo8^a; 
dott 


co$i(A4.B4.Q=  ^^sinjysin(/>— tf)sin(f — fc)sin  {p--  c) 
^     ^    "^  —aeos^acosifccofic  ' 

or 

sinf«=^co8i(A+B+C); 

<^  qui  donne  la  formule  (1)  ; 

8»  Les  trois  cordes  AB ,  AC ,  BC  du  triangle  sphérique  ABC 
sont  les  trois  côtés  d'un  triangle  rectiligne.et  égaux  respec* 
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tivement  à  2siii|c,  âsin^6,  2sin^a;  le  rayon  étant  pris 
pour  unité.  Nommant  a  l'angle  que  Tont  les  cordes  AB,  AC, 
on  a  la  relation 

cosa  =  cosAcos-6cos-c— sin  7  6sin7C. 

Cagnoli  C) ,  se  sert  de  cette  relation  pour  comparer  les 
petits  triangles  sphériques  aux  triangles  rectilignes.  On  la 
démontre  facilement  (yoy.  Nouvelles  jinnales ,  p.  35). 


COMPTBS  BBNDUS  MENSUELS  BE  L'ACADâBOE  BE  BERLIN  (  Be- 

richt  ûber  die ,  etc.  ).  Août ,  septembre ,  octobre  18U. 

P06GENBORFF.  Méthode  pour  déterminer  la  force  électro- 
motlye  dans  letf  chaînes  galvaniques  à  courants  non  constants. 
(Pag.  263-377.) 

Lbjeune  DmiGHLET.  Recherches  sur  les  fonctions  homo- 
gènes du  troisième  degré  et  des  degrés  supérieurs. 

Soit  la  fonction  homogène 

ajr^-\-2bj:y+ejc*  =  m,  (i) 

a^byC,  m  sont  des  nombres  entiers ,  et  il  s*agit  de  trouver 
des  nombres  entiers  pour  x,  y  qui'  satisfassent  à  Téquation. 

Considérant  x  eiy  comme  les  coordonnées  d'une  ligne ,  la 
question  ne  présente  aucune  diflSculté  lorsque  Téquation  pré- 
sente une  elUpse,  une  parabole  ou  deux  droites  conver- 
gentes. 

1*"  Ellipse.  Par  un  changement  de  coordonnées ,  on  fait 
disparaître  le  rectangle ,  et  on  parvient  à  Téquation 

x*  +  Bz'  =  M,  (2) 


(*)  Traité  de  trigonométrie  rectiligne  et  sphérique,  par  M.  Cagnoli  ,  p.^l. 
Paris,  1786.  Le  traité  le  plus  complet  sur  cette  partie  de  la  science.  L'ourragc  a 
été  traduit  de  l'iulien  par  M.  Chompré^  sous  les  yeux  de  Tauteur. 
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où  B  et  M  sont  des  nombres  entiers  ;  il  suffit  de  multiplier 
réquation  donnée  par  a,  et  de  faire  ensuite  ay-\~bx=-z  ;  pour 
résoudre  Téquation  (2),  il  faut  rendre  M— Bz^  un  carré  par- 
fait ;  on  essaye  à  cet  effet  tous  les  nombres  entiers,  0, 1,  2,  3, 


.'à  .=/?. 


jusqu'à  z= V  •^.  Si  parmi  ces  valeurs  on  trouve  un  carré, 

Z'^— fez* 

on  aura  la  valeur  de  x,  et doit  être  entier.  Si  ces 

a 

deux  conditions  ne  peuvent  être  remplies  à  la  fois,  le  pro- 
blème est  impossible. 

â*  Paraboh.  Il  faut  pour  la  possibilité  que  le  premier  mem- 
bre de  réquation  soit  un  carré  parfait,  et  par  conséquent, 
il  fout  que  m  soit  un  carré;  extrayant  la  racine,  on' parvient  à 
une  équation  du  premier  degré  cj^-^-dx^^n,  qui  est  tou- 
jours possible ,  lorsque  c  et  ^  sont  premiers  entre  eux. 

3»  Deux  droites  convergentes  ;  dans  ce  cas ,  réquation  (1) 
prend  la  forme 

(mx  +  njr)  {px  +  qjr)::=m; 

soit  m= e/y  posant 

mx'\'ny=z  e, 
px+qj^=f; 

les  valeurs  dex,  ^,  tirées  de  ces  équations,  doivent  être 
des  nombres  entiers ,  sinon  la  question  est  impossible  ;  il  faut 
essayer  autant  de  solutions  que  m  peut  se  décomposer  en 
deux  facteurs ,  parmi  lesquels  il  faut  comprendre  Tunité. 

Ih"  Hyperbole.  La  solution  dépend  de  la  réduction  en  frac- 
tion continue  d*une  équation  du  second  degré  (  v.  pag.  1  ). 
M.  Geronoa  développé  cette  solution  dans  ce  journal.  Il  suffit 
de  remarquer  ici  que ,  par  un  changement  de  coordonnées, 
on  ramène  réquation  à  cette  forme  : 

<>-(.(ac-^&*ju'  =  1.  (3) 

Si  on  représente  par  T  et  U  deux  nombres  entiers  qui  satis- 
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qui  satisfont  à  Véquation  (1) ,  on  trouve  «ne  infinité  d*auUei 
sohifieDs,  à  Talde  de  cette  formule  due  à  Enler  : 

n  est  un  nombre  entier  quelconque ,  positif  oii;négatil^y  ^d^ 
Teloppant  et  égalant  sépar^ent  les  parties  rationnelles  et  ir- 
rationnelles ;  on  trouye  deux  équations^dn  premier  degré  qui 
donnent  les  valeurs  de  x  et  de  j^.  La  difficulté  est  donc  ré- 
duite à  trouver  X  et  Y.  Monsieur  L.  D.,  par  des  considérations 
fort  simples ,  en  renfermant  la  valeur  du  premier  menAre  de 
l'équation  (4),  entre  des  limites  données,  ramène  la  recherche 
de  X  et  Y  à  un  petit  nombre  d'essais. 

De  là  Fauteur  passe  à  la  solution  des  fonctions  homogènes 
du  troisième  degré ,  à  trois  variables,  de  la  forme 

(x^^^+a-»)  (x-hgr+p»z)  (j:+ir-}-7'z)  =  i». 

">  P»  7  9  étant  les  trois  racines  incommensurables  deréquation 
algébrique  5'-|-^*-j-fr5-f-c=0 ,ona,  b^  c, sont  des  nombres 
rationnels  donnés  (p.  280-85).  Voir  aussi  Legendre ,  Théorie 
des  nombres.  Novembre  18&1. 

1"*  Le  professeur  I^bitmann  db  KAniosbero.  Lois  de  la 
double  réfaction  de  la  lumière  dans  les  corps  comprimés  ou 
dans  les  corps  non  cristallisés ,  et  non  uniformément  échauffés 
(p.  930  à  353). 

Le  mémoire  est  divisé  en  trois  sections.  Dans  la  première , 
TauteuT  considère  les  lois  de  la  double  rérraction  dans  les  corps 
non  cristallisés ,  uniformément  dilatés  ou  comprimés  ;  la  se- 
conde section  contient  les  formules  relatives  ani  couleurs 
produites  par  la  lumière  polarisée  dans  les  corps  uniformé- 
ment dilatés.  Ces  deux  sections  servent  de  base  à  la  troisième, 
qui  traite  de  la  théorie  des  couleurs  qu'une  inégalité  distincte 
de  température  développe  dans  les  corps  transparents  non 
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çfMalIJs^  l*autQur  appli({ue  ses  formules  aux  cercles  colo- 
rés que  OQianifeste  upe  spbère  de  température  unirorme 
et  plongée  cUos  ua^  fluide  dont  la  température  est  plus  ou 
moiA9  éleyée  que  celle  de  la  sphère;  les  éq;uatioDs  diffè- 
reaUelles  auxquelles  monsieur  N.,.  parvient  pour  déterminer 
let  irstème  4es  dUatatiops  d*im  corps,  pour  une  distribution 
quelconque  de  température  ,  s'accordent  avec  celles  de 
li  Duhamel  (M^m.  4es  say.  étrangers ,  t.  V.  1838.) 

1UGNI79-  Sur  la  dilatation  dçs  gaz  par  la  chaleur  (p.  367- 
3Ï3)- 

Vo^  lea  co^fQcients  moyens  de  la  dilatation  pour  divers 

gai: 

Air  atmosphérique.  .  .  .    0,366508 

Hydrogène 0,365659 

Acide  carbonique 0,369087 

Acide  sulhirique 0,385618 

Us  dUlèfeiit  du  coeflOcient  0,375  admis  dans  les  traités  de 
physique. 


MÉMOIRE 


LES  SECTIONS  CONIQUES, 

VAa    O.    B.    VAOB) 

ProiesMor  à  l'Éooto  rpjMf  «T^flttlerle  4e  U  Fére. 


1.  Dans  les  cours  de  géométrie  analytique,  on  a  coutume 
4e  se  hotn^  à  démontrer  Tidentité  des  courbes  du  second 
ordre  Siyec  les  sections  plaqes  du  cône  droit  à  base  circulaire  ,- 
ou  si  Ton  étend  la  démonstration  au  cAne  oblique ,  c*est  au 
moyen  de  calculs  assez  diffus ,  et  qui  ne  peuvent  s'appliquer 
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au  cas  où  la  directrice  n'est  pas  une  circonférence.  Je  me  sus 
proposé  de  traiter  la  question  d'une  manière  plus  étendue 
et  de  trouver  les  formules  générales  de  transformation  au 
moyen  desquelles,  étant  donnée  Téquation  d*nne  courbe  ser- 
vant de  directrice  à  la  surface  d'un  c6ne,  on  puisse  trouver 
immédiatement  l'équation  de  la  courbe  résultant  dé  Tinter- 
section  de  cette  surface  par  un  plan  donné. 

S.  Soit  KK'  (fig.  50)  un  arc  de  courbe  servant  de  direc- 
trice au  o6ne  dont  le  sommet  est  au  point  S.  En  supposant 
cette  surface  coupée  par  un  plan,  nous  pouvons  toujours  me- 
ner par  le  sommet ,  un  plan  perpendiculaire  à  la  fois  au  plan 
coupant  et  au  plan  de  la  courbe.  Prenons  ce  plan  pour  plan 
vertical  de  projections  et  le  plan  de  la  courbe  pour  plan  ho- 
rizontal. 

Soit  XX'  la  ligne  de  terre. 

La  trace  horizontale  du  plan  coupant  sera  une  droite  OY 
perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre  ^  et  sa  trace  verticale  une 
droite  OA  faisant  avec  la  ligne  de  terre  un  angle  égal  à  celui 
que  le  plan  coupant  fait  avec  le  plan  horizontal. 

Une  droite  quelconque  menée  par  le  sommet  rencontre  le 
plan  horizontal  et  le  plan  coupant  en  deux  points  que  l'on 
nomme  points  homologues;  par  conséquent  les  points  homo- 
logues des  deux  courbes  sont  ceux  qui  sont  situés  sur  une 
même  génératrice. 

Un  plan  quelconque  mené  par  le  sommet  coupe  ces  deux 
mêmes  plans  suivant  deux  droites  que  l'on  nomme  lignes 
homologues;  il  est  évident  que  deux  lignes  homologues  doi- 
vent toujours  venir  se  rencontrer  en  un  même  point  de  la 
trace  horizontale  du  plan  coupant. 

Par  le  sommet  S  menons  une  droite  parallèle  à  la  ligne  de 
terre ,  cette  droite  ira  rencontrer  le  plan  coupant  en  un  point 
A  de  sa  trace  verticale ,  ie  point  homologue  du  point  A  sur 
le  plan  horizontal  sera  situé  à  TinOni. 
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Par  la  droite  SA  et  par  on  point  quelconque  M  de  la  di- 
rectrice, faisons  passer  un  plan  y  ce  plan  coupera  le  plan  ho- 
rizontal suivant  une  droite  Mx  parallèle  à  la  ligne  de  terre, 
et  le  plan  coupant  suivant  une  droite  qui  joindra  le  point  A 
au  point  a,  où  la  première  rencontre  la  trace  horizontale  du 
plan  coupant. 

Par  le  sommet  S  menons  une  droite  parallèle  à  hi  trace 
verticale  du  plan  coupant,  cette  droite  ira  rencontrer  le  plan 
horizontal  en  un  point  B  situé  sur  la  ligne  de  terre ,  le  point 
homologue  du  point  B]sur  le  plan  coupant  sera  situé  à  l'infini. 

Par  la  droite  SB  et  par  le  point  M  faisons  passer  un  plan , 
ce  plan  coupera  le  plan  horizontal  suivant  la  droite  BM  et  le 
plan  coupant  suivant  une  droite  parallèle  à  la  trace  verticale 
AO  et  passant  par  le  point  p,  où  la  ligne  BM  coupe  la  trace 
horizontale  OY. 

La  ligne  d'intersection  des  deux  plans  SAM  et  SBM,  se 
confond  avec  la  génératrice  qui  joint  le  point  S  au  point  M , 
parconséquent,  le  point  d'intersection  de  la  droite  menée  par 
le  point  p ,  parallèlement  à  la  trace  verticale  AO ,  avec  la 
droite  qui  joint  le  point  A  au  point  a,  est  le  point  homo- 
logue du  point  M  sur  le  plan  coupant. 

Si  l'on  fait  tourner  le  plan  coupant  autour  de  la  trace  OY 
comme  charnière  pour  le  rabattre  sur  le  plan  horizontal ,  la 
trace  verticale  OA  se  confond  avec  la  ligne  de  terre ,  le  point 
A  vient  prendre  hi  position  a ,  la  droite  qui  joint  le  point  A 
au  point  a  se  confond  avec  la  droite  aa,  la  droite  menée  par 
le  point  p ,  parallèlement  à  la  trace  verticale  OA  se  confond 
avec  la  droite  menée  par  le  point  p  parallèlement  à  la  ligne 
de  terre;  par  conséquent,  le  point  m  intersection  de  cette 
droite  avec  la  droite  aa  est  le  rabattement  sur  le  plan  hori- 
zontal du  point  homologue  du  point  M. 

Au  moyen  des  deux  points  a  et  B  on  peut  construire  le 
rabattement  de  la  courbe  d'intersection  sur  le  plan  horizon- 
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tal,'  en  effet,  8iq>p<Mûns  qw  deux  ù/toUm  iK)lH)eft  doot  Vqne 
tourne  autour  du  point  B  et  dont  Tautre  reste  paraUèle  h  te 
ligne  de  terre,  soient  assii^ties  à  se  eoup(9r  ca«s^mmeiitsQi 
la  directrice,  ces  deux  droites  renowtreront  la  trace  OY  en 
deuK  points  mobiles ,  la  première  au  poU^t  ^  et  la  seconde  «a 
point  a;  maintenant,  aupposons  que  deux  autres  droites 
nM>Ules,  dont  Tune  tourne  autour  du  poipt  a  et  dont  Tautre 
reste  parallèle  à  la  ligne  de  terre,  soient  dirigées  dans  Uw 
mouvements,  la  première  par  le  point  mobile  a  et  la  seçoade 
par  le  point  mobile  0,  le  point  d'întersectioE  de  ces  deui 
dnrites  décrira  la  courbe  demandée. 

Cette  construction  va  nous  conduire  sa9S  p^^e  à  la  solution 
du  pr(d>lème  que  nous  nous  sommes  proposé* 

3.  Soit 

jr  =  <f{x),  (!) 

réqnation  de  la  directrice  rapportée  aux  axes  OX  .et  OY. 
Représentons  les  distances  constantes  Oa  par  a ,  et  QB  par 
b ,  les  distances  Yariabies  Oa  par  a,  et  Op  par  p. 
L*équation  de  la  droite  mdiHle  B^  sera 

bjr+px=bp.  (2) 

L'équation  de  la  droite  mobile  menée  par  le  point  a  paral- 
lèlement à  Taxe  OX  sera 

r  =  «.  (3) 

Les  yariabies  a  et  p  sont  liées  entre  elles  par  la  condiUoo 
que  les  deux  droites  mobiles  se  coupent  sur  la  directrice;  on 
obtiendrait  une  équation  exprimant  cette  condition  en  éli- 
minant cr  et  ^  ratre  les  équations  (1) ,  (2)  et  (3). 

L*équation  de  la  droite  mobile  ao^  est 

L*équation  de  la  droite  mobile  menée  par  le  point  p  pa- 
rallèlement à  Taxe  OX  est 

y=p.  (5) 
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On  obliendra  Téquation  du  lieu  géomôtriqpie  engendré  par 
le  point  d'intersection  de  ces  deux  droites,  en  éliminaAt  «  et 
3  entre  ces  deux  dernières  équations ,  et  Téquation  résultant 
te  rélimination  de  x  et  de  j^  entre  les  trois  premières,  n  8*en 
soit  que  Ton  aura  Téquation  de  ce  Heu  géométrique  en  éU* 
minant  les  quatre  TarlaMes  «,  |3 ,  x  et  ^  entre  les  cinq  équa- 
tions 

j.«ç(x),  (i) 

6j^+px=&p,  (2) 

r  =  «,  (3) 

ay+«j/=a«,  (4) 

y=P;  (5) 

des  équations  (3) ,  (3) ,  (4)  et  (5) ,  on  tire 


.     a— x" 


a— x'' 


En  remplaçant  x  et  j^  par  ces  valeurs  dans  Téqùation  (1),  on 
obtient  Téquation  cherchée  entre  x'  et  y. 

Les  constantes  a  ti  h  sont  parfaitement  déterminées, 
quand  on  connaît  la  position  du  sommet  du  cône  et  ceUe  du 
plan  coupant;  par  conséquent,  les  formules  t^  sont  les  formules 
générales  dé  transformation  au  moyen  desquelles  on  peut 
trouver  immédiatement  l'équation  de  la  courbe  résultant  de 
l'intersection  d'un  c6ne  donné  par  un  plan  donné. 

Si  dana  une  équation  algébrique  d'un  degré  quelconque , 
on  remplace  x  et^  par  les  formules  â,  le  degré  de  l'équa- 
Uon  ne  change  pas,  d'où  l'on  conclut  que  toutes  les  courbes 
résultant  des  intersections  d'une  même  surface  conique  par 
différents  plans  sont  des  courbes  du  même  degré. 

4.  Appliquons  ces  formules  au  cône  droit  ou  oblique  à  base 
circulaire. 
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La  directrice  étant  une  circonférence,  Téquation  (1)  est  de 
la  forme: 

(^_c')>+(j:-c)>  =  R^ 

en  remplaçant  dans  cette  équation  j:  et  j^  par  les  formules  ^, 
on  a  une  équation  transformée  du  second  degré ,  représen- 
tons cette  équation  par 

nous  aurons 

A,=  a% 
B.=  2c'a, 

d*où 

B.»— 4A,C.=4a»(R'— 6»+2te— c*)  =  4a*(R— c+ft)  (R+c— 6)  ; 

lorsque  b  est  compris  entre  G-{-R  et  G— R,  ce  produit  est 
positif,  il  est  négatif  lorsque  b  n*est  pas  compris  entre  C-j-R 
et  G— R.  Enfin  il  est  nul  lorsque^  est  égal  à  G+R  ou  à  G— R. 
On  en  conclut  que  la  courbe  d'intersection  est  une  hyperbole 
lorsque  la  trace  horizontale  du  plan  mené  par  le  sommet, 
parallèlement  au  plan  coupant,  rencontre  la  circonférence  de 
la  base  en  deux  points ,  la  courbe  est  une  ellipse  quand  cette 
trace  horizontale  ne  rencontre  pas  la  circonférence  de  la  base; 
enfin  y  eUe  est  une  parabole ,  quand  cette  trace  horizontale 
est  tangente  à  la  circonférence. 

6.  Maintenant  supposons  que  la  directrice  soit  une  courbe 
quelconque  du  second  ordre,  son  équation  sera  de  la  forme 

V-'+B^+Cx'+Dk+Ex+F^O;  (A) 

remplaçant  xeiy  par  les  formules  A,  nous  aurons  une  équa- 
tion transformée  du  second  degré, 

Ay'+B^y+C.a/'  +  Dy+E.x'+F.=0, 


Digitized  by 


Google 


—  289  — 

B,  =  — Ba6— Da, 

d'où 

B.'— 4A,C.=^*  [(B— 4AC)  6«+2(BIV-2AE)fc+D»— 4AF]. 

En  discutant  cetteexpression,  il  est  facile  d'en  conclure  que 
la  courbe  d'intersection  est  une  hyperbole  quand  la  trace  du 
plan  mené  par  le  sommet  parallèlement  au  plan  coupant  ren- 
contre la  directrice  en  deux  points;^ que  la  courbe  est  une 
el&pse  quand  cette  trace  ne  rencontre  pas  la  dire<itrice  ;  et 
qu'elle  est  une  parabole  quand  cette  trace  est  tangente  à  la 
directrice. 

6.  Maintenant  proposons-nous  la  question  suivante:  Un 
cAne  qui  a  pour  directrice  une  courbe  quelconque  du  second 
ordre,  peut-il  toi^^ours  être  coupé  par  un  plan  suivant  une 
circonférence? 

Pour  que  la  courbe  d'intersection  soit  une  circonférence, 

il  faut  qu'on  ait 

B.  =  0    et    A.  =  C.; 

ce  qui  donne  les  deux  équations 

B6+D  =  0,        (1)        et        Aa*  =  W+E6  +  F.        (2) 

Occupons-nous  d'abord  de  la  première,  on  en  tire 

or  l'équation  du  diamètre  qui  divise  en  deux  parties  égales 

un  système  dejcordes  parallèles  à  l'axe  Aesy,  est  comme  on 

sait 

_      B:c,+D 

•^''"~      2A      *' 
si  dans  cette  équation  on  fait^,=0,  on  en  tire  pour  l'ab- 
scisse du  point  où  ce  diamètre  va  rencontrer  l'axe  OX , 

_      D 

x,^      g. 
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Il  suit  de  là  que  le  point  B  doit  être  sttité  sur  le  diamètre  qui 
divise  en  deux  parties  égales  un  système  de  cordes  parallèles 
à  Taxe  OY,  c'est-à-dire  à  la  trace  horizontale  du  plan  cou- 
pant ifig.  51). 

Mettant  à  la  place  de  6  sa  valeur  dans  l'équation  (2),  on 
en  tire 

"^""AB»      AB"*^A* 

Si  Ton  met  cette  même  valeur  à  la  place  de  x  dans  Téqua- 
tion  A,  et  qu'on  repréftente  par^,  la  valeur  correq)ondante 
de  ^ ,  on  ^en  Cire 

.^_CD^       ED      F 

d*où 

a'  =  —y. 

La  valeur  de  a  est  réelle  quand  celle  de^  estimagmairo  et 
réo^oquement;<oe  ^jsâ  fait  voir  que  la  trace  borisontaledu 
plan  mené  par  le  sommet  parallèlement  au  plan-coiq^t,  ne 
doit  pas  rencontrer  ladireétrioe. 

Si  la  courbe  est  une  parabole  en  appelant  m  ie  point  ou 
elle  rencontre  le  diamètre  qui  passe  par  le  point  B,  et  p'  le 
paramètre  de  ce  diamètre ,  on  aura 

y^=pf.mR    d'où    a^^  —  pf.rnR.  {a) 

Si  la  courbe  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole,  le  diamètre 
qui  passe  par  tepoiiit  B  la  rencontre  en  deuspdnts  m  etin^ 
<c«i appelant <^ te  mofUéde  ce «diamètreet  i'.lainûlti&de son 
conjugué ,  on  aura 

a'       B/n.Bn 


6" 


{b) 


7.  On  peut  démontrer  géométriquement  que  toutes  les 
fois  que  les  conditions  ci-dessus  sont  satisfaites,  la  courbe 
d'intersection  est  une  circonférence. 
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SapposoDsqve  la  directrice  soit  aneellipfle  ifig.U);  par  le 
diamètre  mn  et  par  le  soratnet  S ,  faisons  passer  ob  plan.  Ce 
plan  cotqpe  la  saiforce  du  cAne  suivant  deux  géoérair iœs  Sm 
et  Sn  qai  se  projettent  verticalement  suivantes  ésmx  do^ites 
&fn!  et  Sn!.  Son  intersection  ayeb  le  plan  coupant,  ^t  une 
droite  parallèle  à  BS,  par  conséquent  perpendicslaire  à  DE 
et  qui  rencontre  les  deux  génératrices  Sm  et  Sn  en  dcfux 
points  6  et  H  projetés  yerticatettielit  en  g  et  h. 

Le  triangle  SBn  semblable  «u  triangle  HCn  et  le  triangle 
SBm  semblable  au  triangle  itiCG  donnent 

BS  _B«  8S  _aw 

CH""Cn    ^^     CG""G/it' 


d*où 

mais 

on  a  donc 

d'où  Ton  tire 


BS*         Bn.Bm 


(MOG'^iin.Qm* 
BS  =  OA  =  a, 
BS*      Bft.Bm 

CD'  =  CH.CG. 


On  démontrerait  que  cette  relation  a  lieu  pour  toutes  les  or- 
donné^ de  la  courbe  d'intersection  en  menant  par  chacune 
de  ces  ordonnées ,  un  plan  paraUèle  au  plan  horizontal ,  on 
en  conclut  que  la  courbe  d'intersection  est  une  circonfé- 
rence. 

8.  Le  problème  de  couper  une  surface  conique  dont  la 
directrice  est  une  courbe  quelconque  du  seoond  ordre ,  de 
manière  que  la  (j^urbe  d'intersection  Mit  une  circonférence, 
se  trouve  donc  ramené  au  suivant  : 

Trouver  sur  le  plan  d'une  courbe  du  second  ordre,  un 
point  B  tel  ^ue  la  droite  qui  j<»nt  ce  point  à  un  point  donné 
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P,  soit  perpendiculaire  à  la  direction  conjuguée  du  diamètre 
quipasBepar  le  point  B,  et  que  Téquation  (a)  ou  l'équation 
(b)  soit  satisfaite ,  suivant  que  la  courbe  est  une  parabole  ou 
qu*elle  a  un  centre. 

Occupons-nous  d'abord  du  cas  où  la  courbe  est  une  para- 
bole (fig.  82). 

iSoit 

y^^2px  (1) 

l'équaUon  de  cette  parabole  rapportée  à  son  sommet  et  à  ses 
axes. 

Soient  P  la  projection  du  sommet  du  cAne  sur  le  plan  de 
la  courbe , 

h  la  hauteur  du  sommet  au-dessus  de  ce  plan , 

B  le  point  cherché , 

p'  le  paramètre  du  diamètrequi  passe  par  le  point  B. 
On  devra  avoir 

B/  +  A'  =  — /./uB. 

Soient  a  et  p  les  coordonnées  du  point  P, 
jct  et^.  les  coordonnées  du  point  B , 
X  et  ^  les  coordonnées  du  point  m  ; 
on  aura 

mB  =  j:,  —  j:  , 
d*où 


(2) 


il  ne  s*agit  plus  que  de  remplacer  dans  cette  équation  x,  et 
y,  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  x  et  de^. 
On  a  d*abord 

la  droite  PB  est  perpendiculaire  à  la  direction  coi^uguée  du 


Digitized  by 


Google 


—  238  - 

diamètre  But,  par  conséquent  perpendiculaire  à  la  tangente 
menée  par  le  point  m,  son  équation  sera  donc 

P 
d'où  Ton  tire  en  remplaçant^,  par  sa  yaleur^ , 

remplaçant  x,  et^,  par  leurs  valeurs  dans  Téquation  (2) ,  il 
Tient 

'--^'•+(f-)+-(7+*')(é-f+H' 

eflèctuant  les  déyeloppements  et  les  réductions,  il  yient 
remplaçant  y  par  sa  valeur  2/7x9  il  vient 

Pour  que  le  problème  soit  possible, Une  suffit  pas  qnecette 
équation  admette  une  racine  réelle  positive,  il  faut  en  outre 
que  la  position  correspondante  du  point  B  soit  extérieure  à 
la  courbe,  c'est-à-dire  que  les  valeurs  correspondantes  des 
coordonnées  x,  et  ^^ ,  satisfassent  &  Tiné^té 

y:>^pjo,,    or   y^^y=2px,    d'où    x>x,; 
à  la  place  de  x,  mettant  sa  valeur,  on  a 

>g>       ^^_+«— />    ou     x—{^^p)>      ^P      . 
dbV/2px  zt\/2px 

Quelque  soit  le  signe  de  p,  à  cause  du  double  signe  du  ra- 
dical, il  7  a  toi^ours  une  des  deux  valeurs  du  second  membre 
de  cette  inégalité  qui  est  négative ,  il  suffit  donc  que  l'équa- 
tion admette  une  racine  qui  satisfasse  à  la  condition 

X>:i—p. 
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Lorsque  a  est  négatif,  cette  condition  est  évidemment  sa- 
tisfaite, car  réquation  admet  une  racine  réelle  positive; 
lorsque  a  est  positif  en  remplaçant  dans  (3)  x  par  a— p,  on 
obtient  un  résultat  négatif  dont  Téquation  admet  une  racine 
positive  plus  grande  que  a — p. 

Il  résulte  de  cette  discussion  que  le  problème  est  tou^Jours 
possible;  c'est-à-dire,  qu'un  c6ne  dont  la  directrice  est  une 
parabole,  peut  toujours  être  coupé  par  un  plan  suivant  une 
circonférence.  Gomme  nous  avons  déjà  démontré  qu'un  cAne 
dont  la  direétrice  est  une  courbe  quelconque  du  second  or- 
dre y  peut  toujours  être  coupé  par  un  plan  suivant  une  para- 
bole» nous  serions  en  droit  d'en  conclure  qu'un  cAne  dont 
la  directrice  est  une  courbe  quelconque  du  second  ordre, 
peut  toujours  être  coupé  par  un  plan  suivant  une  circonfé- 
rence; néanmoins  nous  aUons  résoudre  directement  le  pro- 
blème dans  le  cas  où  la  courbe  serait  une  ellipse  ou  une 
hyperbole. 

9.  Soit 

^y^J^Vx^^a^h\  (I) 

l'équittion  dune  ellipse  (/?;.  53)  rapportée  à  son  centre  et  k 
ses  axes. 
Soient  P  la  projection  du  sommet  sur  le  plan  delà  «ourbe, 
h  la  hauteur, 
B  le  point  cherché, 

d  le  demi-diamètre  passant  par  le  point  B, 
V  le  demi-diamètre  conjugué  de  a!. 
On  aura 

/iB'+A'       Bi».Bm 


W 


Soient  a  et  p  les  coordonnées  du  point  P, 
i*.  et^,  les  coordonnées  du  point  B, 
xet^  les  coordonnées  du  point  m. 
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On  aura 

;,B'=(*.-a)*+(j'.-p)% 

mettant  ces  valeurs  dans  Téquation  (S),  il  vient 

il  ne  s*agit  plus  que  de  remplacer  dans  cette  équation  x,  eiy, 
paf  leurs  valeurs  en  fonction  de  x  et  de  ^« 
L'équation  du  diamètre  mn  est 

la  tangente  de  Tangle  que  le  diamètre  coi^ugué  du  diamètre 

mn  fait  avec  Taxe  des  jt  est  —  V- 

Par  conséquent  l'équation  de  la  droite  menée  par  le  point 
V  perpendiculairement  à  ce  diamètre  est 

Pour  déterminer  x,  et^, ,  on  •  donc  les  deux  équations 


on  en  tire 


d'où 
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mettant  ees  Taleun  dans  l'équation  (3),  il  vient 

remarquant  que 

6**'+  «tr* =a*6*(a'+**— X*— y) , 
il  Tient  en  simplifiant 

=  [a««y+6*pV— xy  (a*-ô7](a'+*'  -  oT—y); 

en  remplaçant  dans  cette  équation  y  par  sa  valeur  6* ^ 

et 

on  obtient  une  équation  du  sixième  degré»  qui  ne  contient 

que  des  puissances  paires  de  x.  Posant  ar*=2,  on  obtient 

une  équation  du  troisième  degré  qui  a  toijjours  une  raHne 

réelle. 

La  marche  des  calculs  serait  la  même  dans  le  cas  où  la 

directrice  serait  une  hyperbole. 

SOLUTION  DU  PROBLÈME  10  (p.  56). 

VAA  K.  A.  ]IS.BXJLV8A€fl, 

Elève  «a  collège  de  VenaUlei. 

La  base  AB  d'un  triangle  rectiligne  ABC  est  donnée  de 
grandeur  et  de  position,  la  somme  des  deux  autres  cAtés  AC, 
BC  du  triangle  est  égaie  à  une  droite  donnée;  on  suppose  que 
ce  triangle  tourne  autour  d*un  axe  rectiligne  DE  tracé  sur  son 
plan  ;  déterminer  le  sommet  C  du  triangle ,  de  manière  que 
la  somme  des  surfaces  décrites  par  les  deux  cAtés  AC,  BC, 
adijacents  à  la  base ,  soit  un  maximum  ou  bien  un  minimum. 

On  sait  que  lorsqu'un  système  de  droites  tourne  autour 
d'un  axe  situé  dans  son  plan,  la  surface  décrite  parce  système 
est  égale  à  la  somme  des  génératrices  multipliée  par  la  cir- 
conférence que  décrit  le  centre  de  gravité  du  système,  donc 
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pour  résoudre  le  problème,  il  suffira  de  chercher  parmi  tous 
les  triaDgles  que  Tod  peut  cotostruire  avec  les  données  de  la 
question,  ceux  dans  lesquels  les  centres  de  gravité  des  c6té8 
variables,  seront  l'un  le  plus  éloigné,  Tautre  le  plus  rappro- 
ché de  la  droite  DE. 

Or,  siq>posons  que  le  triangle  ABC  {fig.  56),  résolve  le 
problème  ;  prenons  le  point  G  milieu  de  AG,  le  point  K  mi- 
lieu de  BC  menons  la  droite  GK  et  divisons-la  en  deux  parties 
GM  et  KM  teUes  que  Ton  ait 

(1)  aC:BC::MK:MG. 

Le  point  M  sera  le  centrede  gravité  du  systèmedes  droites  AC 
et  CB.  n  nous  suffit  donc  de  chercher  les  coordonnées  de  ce 
point.  A  cet  effet,  posons  AC+GB=:2a,  AB=2c  et  a*— c'sft*. 
Prenons  pour  axe  des  x  la  droite  AB,  pour  axe  àssy  la 
perpendiculaire  EF  menée  par  son  milieu,  et  appelons  jd  et 
/  les  coordonnées  du  point  G.  Ce  point  doit  évidemment  se 
trouver  sur  une  ellipse ,  ayant  pour  foyers  les  points  A  et  B, 
et  pour  grand  axe  20,  nous  aurons  donc  entre  jt' et  y,  la 
relation  : 

(2)  fly  +  ftV=:aV. 

Cela  posé,  si  nous  appelons  X  et  Y  les  coordonnées  du  point 

y 

M ,  nous  aurons  Y  ="^ ,  d'où  Ton  tire 

(3)  y  =  2Y, 

et 

X=OP— MK=ii^'— MKO-  . 

D*ailleuf  s  la  proportion  (1)  donne 

ÂC4«B  ou  2a:AG::llK+MGou  c:MKd'oùMK:^~^, 

2a 

O  La  poipendicaltirt  KP  tur  AB  est  omiM  dans  It  figure. 
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et  remplaçant  le  rayon  vecteur  AC  par  sa  valeur  — ^ —  ,  il 

Yieiidra  MK  =i!fLt^  et  par  suite 

c  +  x'-     £(a^£c^)_   If 

d'Où  (4)  x'  =  ^'x. 

Remplaçant  alors  dans  l'équation  (2)  j/  et  y  par  leurs  ra- 

4a* 
leurs,  nous  aurons  4a*Y*  +  -— X'  =  a'6*,  ou 

(5)  ft'Y'+a'X'ariw. 

Telle  est  la  relation  à  laquelle  doivent  satisfaire  X  et  Y,  et 
Ton  voit  d'ailleurs  facilement  par  cette  équation  que  le  lieu 
géométrique  du  point  M  est  une  ellipse.  Maintenant  puisque 
le  triangle  ACB  résout  le  problème ,  le  point  M  est  sur  ce  Heu 
le  point  le  plus  éloigné  ou  le  point  le  moins  éloigné  de  1» 
droite  BK;  il  doit  donc  se  trouver  au  point  de  contact  d'une 
tangente  menée  parallèlement  à  DE. 

Or,  dans  Téquation  de  cette  tangente ,  le  coeflBcient  de  x 
est  égal  à  la  dérivée  prise  par  rapport  à  X,  dans  FéquatioD 
de  la  courbe ,  divisée  par  la  dérivée  prise  par  rapport  à  Y ,  le 
tout  précédé  du  signe  inoios  ;  de  plus  puisque  cette  tangente 
est  parallèle  à  DE ,  si  nous  appelons  g  la  tangente  de  Taogle 
EDQf  ),  g  devra  être  aussi  le  coefficient  de  x  dans  son  équa- 
tion y  nous  aurons  donc  la  relation 

a"X     :,  ,     -,         a-X 
®  ^'Y  Vg 

Et  remplaçant  Y  par  sa  valeur  dans  Téquation  (6) ,  il  viendra 

^  +  a'X'  =  i6*     ou    a-X'(a-+6-g-')=îftV, 


C)  Q  est  sur  le  prolongement  de  BD. 
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d'où  Ton  tire  ^ 

X  =  dr r  «t  par  suite  Y  =  qr 


Revenons  enfin  aiix  égalités  (3)  et  (k) ,  et  nous  en  déduirons 

x'  =  ifc— r~=r    et    y=:q=- 


Telles  sont  les  coordonnées  des  points  cherchés;  il  est  d'ail-- 
leurs  évident  que  les  signes  supérieurs  doivent  être  pris  en- 
semble, et  les  signes  inférieurs  aussi  ensemble.. 

D*après  les  valeurs  de  x'  et  de  y,  on  voit  que  les  deux 
points  cherchés  sont  symétriques  Tun  de  Fautre,  par  rapport 
aux  deux  axes,  de  plus  les  coordonnées  de  chacun  d'eux 
seront  de  mêmes  signes,  si  l'angle  EDQ  est  obtus,  et  de  signes 
contraires ,  si  ce  même  angle  est  aigu. 

Enfin  si  Ton  pose  OB=i/,  l'ordonnée  du  point  qui  donne 
le  maximum  devra  toujours  être  de  signe  contraire  à  /,  et 
rordonnée  du  point  qui  donne  le  minimum  devra  toujours 
être  de  même  signe  La  position  des  deux  points  cherchés  est 
donc  déterminée. 

Pour  que  le  problèn^e  soit  possible,  il  faut  d'abord  que  x^ 
et  y  soient  des  quantités  réelles ,  ce  qui  exige  que  b  le  soit, 
c'est-à-dire  que  l'on  ait  a*>c'  ou  a>c;  mais  cette  condi- 
tion ne  suffit  pas;  il  fout  encore  que  l'on  ait,  abstraction  laite 
des  signes,  j/<a  et  y  <  ^ ,  ce  qui  a  toujours  lieu  ;  d'où  l'on 
eonehit  que  le  problème  est  possible  toutes  les  fois  que  la 
somme  des  cêtés  variables  est  plus  grande  que  la  base  don- 
née. D  pourrait  arriver  que  ,1a  droite  DB  coupât  un  des 
triangles  qui  résout  la  question ,  ou  même  tous  les  deux  ; 
alors  pour  que  la  solution  que  nous  venons  de  proposer  puisse^ 
s'appliquer  aussi  à  ce  cas,  il  faudrait  regarder  comme  néga- 
tive la  surface  engendrée  par  la  révolution  des  droites  qui  se 
trouveraient  au^essous  de  l'axe  de  rotation. 
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Il  pourrait  encore  arriver  que  Taxe  de  rotation  fat  paral- 
lèle à  la  base  donnée  AB.  Pour  envisager  ce  cas,  il  sulfit  dans 
les  valeurs  de  a!  et  dey  de  faire  ^ssO ,  on  aura  alors  x=0 
et  y =qz6.  On  est  donc  ainsi  conduit  au  théorème  suivant; 
De  tous  les  triangles  de  même  base  dont  les  côtés  variables 
font  une  somme  doqnée  et  qui  tournent  autour  d*un  axe  sitaé 
dans  leur  plan  parallèlement  à  la  base,  celui  dans  lequel  la 
surface  engendrée  par  les  côtés  variables  est  un  maximum  oa 
un  minimum,  est  le  triangle  isocèle. 

Ce  cas  comprend  évidemment  comme  cas  particulier,  celui 
où  Taxe  de  rotation  se  confondrait  avec  la  base,  c*est-à-dire 
celui  où  les  triangles  tourneraient  autour  de  leur  base. 

Enfin ,  il  peut  arriver  que  Taxe  de  rotation  soit  perpendi- 
culaire à  la  base;  pour  envisager  ce  cas,  il  nous  suffit  dans 
les  valeurs  de  x'  et  dey  de  faire  ^=oc,  nous  aurons  alors 
:r==t:a  et  j^  =  0,  et  nous  serons  ainsi  conduits  à  cet  autre 
théorème  : 

De  tous  les  triangles  de  même  base  dont  les  côtés  variables 
font  une  somme  donnée  et  qui  tournent  autour  d'un  axe 
situé  dans  leur  plan  perpendiculairement  à  leur  base,  celui 
dans  lequel  la  somme  des  surfaces  engendrées  par  la  révolu- 
tion des  côtés  yariables  est  maximum  ou  minimum,  est  le 
triangle  dont  les  côtés  variables  diffèrent  entre  eux  d*ooe 
quantité  égale  à  la  base  ;  triangle  qui  se  réduit  à  une  droite. 


SOLUTION  DU  PROBLÈME  5  (p.  123). 
VAB  K.  Mxaxjonrz  (^dovabd). 


Quel  est  le  plus  court  chemin  d'un  point  à  un  autre,  en 
.  passant  par  deux  droites  situées  dans  l'espace. 
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SOLUTION; 

Soient  A  et  B  les  deui  points  et  D  et  IX,  les  deux  droites 
données.  Noos  avons  vu  (p.  1&3],  comment  on  détermine  le 
plus  court  chemin  d'un  point  à  un  autre,  en  passant  par  une 
droite  donnée;  si  donc  nous  cherchons  les  plus  courts  che- 
mins du  point  A  aux  points  succes^rs  de  D' en  passant  par  D, 
noos  obtiendrons  une  surface  ayant  pour  directrices  les  deux 
droites  et  la  circonférence  décrite ,  en  prenant  pour  rayon  la 
perpendicuhiire  abaissée  de  A  sur  D  ;  nous  trouverons  de 
même  la  surface  contenant  les  plus  courts  chemins  du  point  B, 
aux  diflérents  points  de  D  en  passant  par  IX;  les  intersections 
de  ces  deux  surfaces  seront  les  plus  courts  chemins  demandés. 

Cherchons  l'équation  d'une  de  ces  surfaces. 

Déterminons  le  plan  des  xy  tel  que  l'axe  des  % ,  perpendi- 
culaire à  ce  t>lan,  soit  Tune  des  droites  données,  D  par  exem- 
ple, et  tel  aussi,  d  eXd  étant  les  projections  de  IV  sur  les 
plans  des  xy  et  desj^z,  que  d  soit  perpendiculaire  à  l'axe 
des  x;  nous  aurons  dans  le  premier  plan  x^a,  a  étant  la 
distance  de  l'origine  kd^eX  dans  le  second  z= 17^  ;  ce  sont 
là  les  équations  de  V.  De  même,  on  aura  pour  les  équations  de 
la  droite  génératrice  M ,  x  ^pz-^^q,  ^= ?'*+?;/>»  p\  î»  ?'» 
étant  des  coefficients  qu'il  faut  déterminer  ;  appelant  n  la 
hauteur  (au-dessus  du  plan  iesxy),  du  cercle  perpendicu- 
laire à  D ,  nous  aurons  z = n ,  et ,  cherchant  la  projection  sur 
le  plan  desa^^f  ^+^=^"1  ce  sont  là  les  équations  du 
cercle,  son  rayon  étant  r. 

Cela  posé ,  nous  devons  trouver  dans  l'équation  de  M  la 
même  valeur  de  z,  soit  que  nous  fassions  a:~0,  ou^=sO;  la 

a  Ç  P        J^ 

première  est  z= — ^;  la  seconde  z= — — ,,  donc  i-  =  s—. 
•  •  P  *  ^       î 

Dex=a,  xszpz-^^q^  nous  tirons /iz=: a — ^,  z5=  — -. 

P 
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1— «y 
donc 

a — q  mq' 

p  1  —  mp'' 

Nous  avons 

r*=x'+y\     x=pz+^,    y=p'z-^q\     z^n^ 
û'où 

^  =  ifn+qr  +  (p'n+qr. 

Nous  avons  donc  cinq  équations ,  savoir  : 

x=/>z-f^,  (1) 

jr=:p'z+q\  (2) 

q        q' 
^nl^^Sai—  •    (4) 

r»=(;iii+yy+(;//i+y')'.         (5) 
Des  quatre  premières ,  nous  tirons 
x{x — a) 


P'  = 


zx — amy 
zx — amy' 


ax^z-^my) 
q  =  I 

'         zx — amy 
,     ,  ,  ,      aûr(%—myl  \ 

*         zx — amy 

et  substituant  ces  valeurs  dans  la  cinquième,  nous  trouvons 
réquatlon  cherchée  du  k^^^.(ieffé 

,*^{^+y^  r«(x~ar-f  ^(»~»y)1' 

L  %x—amy  i 

Comme  il  n*y  a  pas  de  quantité  toute  connue ,  cette  surface 
passe  par  Torigine. 
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tfssO.  Les  deux  dsoites  jSoniiOonyergeBtoi;  on  t  alon 
r"z*=(i"(d^-fy)  ;  c'est  UD  cèpe  ^roit  ;  et  j:=0;  c'est  le  plan 
des^z  qui  résout  la  question. 

n=0»  r:^0.  Le  cercle  est  rédqit  à  son  centre  qui  est  k 
Torigine,  et  l'équation  devient  «'(jr'+y)  (z— my)*=o, 
qnise  décompose  en  x^-^-y^O,  qui  représente  rorigine.et 
z=2my,  la  projection  de  D  sur  le  plan  des  yz. 

r=  0.  B  Tient  :  {x*^^)  (a^n-^amy+nx— any=0 ,  cTest- 
k-dire  jr'-f^^'ssO,  encore  l'origine,  et  un  plan  dont  l'équa- 
tion est  az — amy-^nx-^anssO^ 


SOLUTION  DU  PROBLÈME  6  (p.  58). 

LUOTB  DE  LAGRANG  . 


— Ax"^,  — Rr*"%  — O*^,  etc.,  étant  les  termes  néga- 
titi  d*uiie  équation  algébrique  à  coefficients  réels,  du  degré 
m:  on  aura  une  limite  supérieure  des  racines  positites,  en 
additionnant  les  deux  plus  grandes  des  quantités  J^A,  |/^B, 

|/C,  etc. 

DémonsiraHùn.  Le  cas  le  plus  défoyorable  est  évidemment 
celui  où  l'équation  ayant  tous  ses  termes  négatifis,  à  partir  du 
second,  est  de  cette  forme  : 

*•— A,x*^— A^*^— , .  .—Kpx"^—. . .— Ar  x*"^— . . . 

-.A«=0,      (1) 
d'où  l'on  tire 

-I+(^)"-(^-)V...(Ç)V...(^')'h- 

Soient  l^Ap ,  k  Ai-  »  les  deux  plus  grandes  quantités  de  la 
suite  Al ,  Kï],  M^AJ^,  etc.. 


(2) 
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Soit  de  flmp'TpzsznÇ^Âr,  n  étant  d'abord  plus  grand 
que  ruDité;  faisant  x=J^Ap+|^A;=(/i+t)f^Ar,  la  frac^ 

tion  ^— ^  devient  égale  à  -7-7 ,  toutes  les  autres  flractions 

— ', î ,  etc.,  seront  plus  petites  que  — r-^,  vu  que  k  Ar, 

est  plus  grand  qu'aucune  des  quantités  A,,  k  A,,  etc.; 
donc  le  second  membre  de  l'équation  (3)  en  y  subsUtoant 
cette  valeur  de  x,  devient  plus  petit  que  la  somme 


^^  (A  -J-»t^«  ^^  M  _L  »\î  ^^ 


1+n^(l+iir^(l+n)»^-(t+«)'^"'(t+iir 


<-^^'- 


/i-j-i»  étant  plus  grand  que  l'unité,  cette  somme  est  pins 
petite  que  -  +  (  -t-ï —  )  —  77-1 — tl  ;  or,  ce  trinôme  «t 
plus  petit  que  l'unité;  en  effet,  on  voit  fadlement  que 
TT-: — :=  < ;  il  suffit  de  diviser  de  part  et  d'autre  par 

»— 1 ,  donc  en  remplaçant  x  par  l^Â^+Ï^Âr ,  le  premier 
membre  de  l'équation  (2)  devient  à  fortiori  plus  grand  que  le 
second  membre  ;  il  en  est  de  même  dans^  l'équation  (1),  etc. 
Lorsque  n  =1  ;  la  somme  (3)  est  remplacée  par  la  progres- 
sion géométrique  -+    H-'+sa»  phis  petite  que  l'unité. 
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RECHERCHES 


DBl 

PROPRIÉTËS  DES  DIAMÈTRES  GOIQUGUÉS, 

d'après  M.  GBRGONNBn. 


1*  Les  recherches  de  ces  propriétés  étant  présentées  d*une 
BMinière  prolixe  et  diflSciie  dans  les  traités  classiques ,  je  crois 
utile  de  rappeler  la  méthode  simple,  facile,  proposée  il  y  a 
plusieurs  années  par  le  vénérable  recteur  de  l'Académie  ée 
MontpMlier. 
3*ElUpse, 

aspremier  demi-diamètre  principal,  axe  des  x, 
b=:  second  demi-diamètre  principal,  axe  des^, 
a\  Vz=z  deux  demi-diamètres  conjugués, 
x',y=  coordonnées  de  l'extrémité  de^,  ■. 
y,  y  =  coordonnées  de  l'extrémité  de  h*  ; 


)8ons 

•^    -vu 

b  -*' 

€/              yrr 

3*  On  a  donc 

X""+r"=i, 

X'X"  +  Y'Y"=0. 

n  Annalet  dei  matbéfflatiqvei,  tomt  V,  p.  ^p 
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Les  deux  premières  équations  expriment  que  les  extré^ 
mités  des  diamètres  dy  V  sont  sur  l*elUpse,  et  la  troisième 
exprime  que  ces  diamètres  sont  conjugués. 

Or,  on  sait  qu*un  tel  système  d'équations  peut  toujours  être 
remplacé  par  celui-ci  : 

(X'Y"— yxv^i, 

et  remplaçant  X',X",Y',Y" car  leurs  valeurs,  on  a 

mais  ji/'+yï=a%  a:'*+y"=^%  donc  a"+6'"=a'+*'; 
première  propriété. 

^y-^^'  est  Taire  du  parallélogramme  construit  sur  les 
demî^iamètres  conjugués  ;  donc  cette  aire  est  équivalente  au 
rectangle  construit  sur  les  demi-axfa  principaux  4  deuxième 
propriété. 

k*  Hyperbole;  même  cateul  et  aussi  pour  lés  surfaces  du 
second  degré.  Tm. 


PROBLÈlfES  ET  THËORËIIBS  A  DÉMONTRER. 


23.  Déduire  des  propriétés  du  triangle  rectangle  que  le  mo- 
dule de  la  somme  de  deux  types  imaginaires  est  plus  petit 
que  la  somme  des  modules  de  ces  deux  types,  et  plus  grand 
que  leur  difTérence^Le  type  id^ginalre  est  représenté,  conune 

on  sait»  par  a+6Ï^— l,  et  son  module  par  Ka'+6*,  pris 
positivement. 
2<h.  Pour  mesurer  un  angle  solide,  on  conçoit  une  q[>hàri 
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de  rayon  quelconque,  ayant  son  centre  au  sommet  de  Tangto  ; 
la  portion  de  la  surface  sphérique  interceptée,  di?isée  par 
le  7  de  la  surface  totale,  donne  un  quotient  proportionnel  à 
l'angle  soUde.  Ainsi,  Tangle  solide  tri-rectangle  a  4>our  me^ 
sure  Tunité,  et  la  somme  de  tous  les  angles  solides  du  cube 
est  égale  à  8.  Quelle  est  la  somme  des  angles  solides  dans 
chacun  des  quatre  autres  corps  réguliers  ? 

ObiervaHon,  H.  Catalan  a  trouvé,  à  l'aide  du  calcul  inté^ 
gral,  la  mesure  de  Tangle  solide  du  c6ne  inscrit  dans  un  seg^ 
ment  sphérique ,  c'est-à-dire  d'un  cAne  ayant  son  sommet  sur 
la  sphère  et  pour  base  celle  du  segment.  Cette  mesure  est 
exprimée  en  fonctions  elliptiques.  (J.  de  Mathématiques, 
tome  6,  p.  ^19,  année  18(^1.) 

25.  De  tons  les  cAnei  inscrits  dans  un  segment  q>hérique , 
celui  qui  a  poursommet  lepAle  de  la  base  a  le  plus  petit  an^^e  so- 
lide r  la'  somme  des  dmix  angles  solides  desc6nes  qui  ont  pour 
sommets  respectib  les  pAlès  de  la  base  commune  est  égale  à  h. 

26.  Dans  un  quadrilatère  inscriptible,  on  prolonge  lescAtés 
opposés  pour  former  le  quadrilatère  complet.  Si  l'on  mène 
les  bissectrices  des  deux  angles  extérieurs  et  qu'on  prolonge 
ces  lignes  Jusqu'à  ce  qu'elles  coupent  les  côtés  du  quadrila- 
tère, les  milieux  des  portion»  de  ces  bissectrices  interceptées 
dans  le  quadrilatère  et  les  milieux  des  diagonales  du  quadrila^ 
tère  sont  sur  une  même  droite. 

27.  Étant  données  deux  équations  algébriques,  chacune 
à  «ne Inconnue,  tr»ii?er  une  troisième  équation  qui  ait  pour 
racines  les  diflërences  que  l'on  obtient  en  retranchant  suc*- 
cei^ement  chaque  taeine  de  la  seconde  équation  de  chaque 
racine  àe  la  première?    .       * 

28.  Parmi  les  m  quantités  a, ,  a,,  a,.;.i  eu  ,il  f  tkp  qoantttés 
négatif  es.  Combien  y  a4^1  de  ternes  négatifo  dans  le  dé?e- 
loppement  de  (a,*|-a^7|*tf,+*-*^'«r>  '''  ^^^  ^  4K>mbrB 
entier  positif? 
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39.  Par  un  poikit  A  sHué  dans  le  plan  d'nne  conique,  oa 
mène  un  diamètre ,  une  seconde  droite  conjuguée  à  ce  dia- 
mètre et  une  troisième  droite  quelconque  rencontrant  la  courbe 
en  deux  pointe;  menant  deux  tangentes  par  ces  deux  points, 
elles  coupent  la  seconde  droite  en  deux  points  également 
distants  du  point  A. 

30.  Trouver  la  loi  du  développement  de 
!•  0in  (û,-H»,+a,+...a«).  2*  de  cos  (a.+fl.-fa,-f...ii«) 
3*  En  déduire  les  formules  connues  pour  sinus  na,  cos  na. 

AVIS. 
Désirant  publier  les  solutions  données  par  les  élèves  qui  ont 
remporté  les  prix  de  mathématiques  aux  concours  entre  les 
collèges  de  Paris  depuis  la  première  année  de  Tinstitution, 
nous  prions  les  lauréats  de  vouloir  bien  nous  adresser  des 
copies  authentiques  et  les  noms  des  professeurs  :  nous  en 
ferons  tirer  un  certain  nombre  d'exemplaires  à  part  pour 
les  tenir  à  leur  disposition. 
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17.  Cahiers  de  Géométrie  élémentaire ,  trotsième  cahier,  par 
Jules  Hanche.  In- 8  de  k  feuilles,  plus  une  planche.  Amiens, 
18b2. 

18.  Cours  de  Mathématiques  élémentaires,  par  M.  Tabbé 
D.  Lecart.  Paris,  18S2.  Prix  :  2  fr.  60  c. 

i9.  Nouveau  Traité  élémentaire  d* Arithmétique  dédniaie, 
par  f .  George  fils,  k*  édition  in-18  de  k  f.  et  demie.  Paris, 
Têtu.  Pr.  :75  c,  1843. 

90.  Problèmes  d'Algèbre  et  Exercices  de  calculs  algébri- 
ques, avec  les  solutions,  par  H.  Georges  Ritt,  3*  éditiofi  in-S 
de  25  r.  Pr.  :  5  fr. 
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THÉORIE 
DES  APPROXIMATIONS  NUMÉRIQUES, 


VAa  X.  OVX&MZV, 

Professeur   de   malbématiqaes. 


1.  Les  quantités  incommensurables  ne  pouvant  être  réu- 
ntes  dans  une  expression  algébrique  quelconque,  que  par 
voie  d'addition,  de  soustraction,  de  multiplication,  d'éléva- 
tion aux  puissance,  de  division,  d'extraction  de  racines,  il 
suffit  de  considérer  successivement  chacune  de  ces  opérations. 

Je  supposerai  qu'on  sache  calculer  chaque  quantité  in- 
commensurable isolée  avec  le  degré  d'approximation  que 
Ton  veut,  comme  cela  a  lieu  pour  les  racines  d'un  degré 
quelconque,  pour  le  nombre  w,  pour  les  logarithmes,  et 
les  lignes  trigonométriqnes. 

Le  problème  à  résoudre  pour  chaque  opération  est  celui- 
ci  :  déterminer  une  limite  que  ne  pourra  dépasser  l'erreur 
commise  sur  chacune  des  quantités  employées  dans  l'opéra- 
tion, pour  que  le  résultat  final  obtenu,  diffère  du  résultat 
vrai  d'un  nombre  moindre  que  la  fraction  donnée  -. 
Addition. 


2.  Sdt  à  calculer  A-f  B+C  à  \  prèâ. 


Je  suppose  qu'on  prenne  les  nombres  A,  B ,  C  par  défaut, 
la  somme  calculée  sera 

(A-0-f.(B-0+(C-0  =  A+B+C-(e'+e"+0, 
Anh.  be  MatbAii.  I.  17 
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erreur  commise  e''\'é'-\-é"i  soit  e  la  limite  commune  à 
déterminer  de  éyé\  é"\  à  cause  de  e>e',  e>e",  e>é^\ 
on  a  3e>  c' +«"+  «'"  ;  î*  suffira  donc  de  choisir  c  tel  que  3e 

soit   moindre  que  -  ou  e<r;>  car  on  aura    à  fortiori 

On  calculera  donc  chaque  quantité  à  -~  près ,  et  en  gé- 

néral  à  •— r  près  ;  lorsque  le  nombre  des  quantités  incom- 
/no 

mensurables  à  additionner  sera  m. 
SomtracHon. 

3.  Calculer  A  — B  à  -  près. 

0 

Soient  pris  A  etB  par  défaut.  Différence  vraie,  A — B; 
différence  calculée  (A— e')—(B—c")=  A— B—e'+e";  er- 
reur commise  c" — c^;  à  cause  de  e>>e";  c>e',  on  a  e>e"— c' 
quelle  que  soit  la  plus  grande  des  quantités  e",  e'.  Il  suffira 

donc  que  la  limite  e  soit  moindre  que  -  ;  car  à  fortiori,  on 

0 

aura  e"— c'<— . 

0 

On  prendra  donc  chaque  quantité  A,  È,  isolément  à  - 

0 

près. 

En  opérant  ainsi ,  comme  on  ne  sait  pas  laquelle  est  la 
plus  grande  des  erreurs  e",  ef,  on  est  bien  assuré  que  Terreur 

commise  sur  la  différence  est  moindre  que  -,  mais  on  ne 

0 

peut  dire  dans  quel  sens  elle  est  commise,  en  plus  ou  en 
moins. 


(ODanstontcequi  suit,  e',  e",  e"'....  désigneront  les  erreurs  naméiique» 
commises  sur  les  diverses  quantités  incommensurables  qui  entrent  dans  le» 
expressions  dont  on  s'occupe;  e  désigne  la  limite  commune  de  ces  erreurs. 
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Lorsqu'on  voudra  le  savoir  d'une  manière, certaine,  on 
prendra  Tune  des  quantités  A  par  défaut,  et  l'autre  B  par 
excès  ;  alors  la  différence  calculée  sera 

(A— ^)  — (B+c")  =  A— B— {c'+O, 
erreur  en  moins  c'  +  c";  mais  à  cause  de  e>e',  c>c^',  on  a 

2c>  e'4-«' ,  il  suffira  donc  de  prendre  2c<t  ou  c<  — 

Si  la  différence  devait  être  calculée  par  excès,  on  prendrait 
A  par  excès  et  B  par  défaut. 

k.  Dans  le  cas  d'une  somme  composée  de  termes  additifs 
et  soustractifs  A-f-B — C+D — E— F,on  peut  la  partager 
en  deux  parties  A+B-fD—(C+E+F);=M—N.  On  cal- 
culera M  et  N  isolément,  d'après  la  formule  relative  à  Tad- 

dition,  à  T  ou  à  -T  près,  suivant  qu'on  voudra  avoir  le 

résultat  à  •  près,  sans  s'occuper  du  sens  de  l'erreur,  ou 
précisément  par  défaut  ou  par  excès. 

Multiplic<U%on.      » 

5.  (a).  Cas  d'un  seul  facteur  incommensurable. 

Calculer  mA  à  j  près. 

Produit  vrai  mA ,  produit  calculé  /ii(A  —  c')  =jnA — mé^ 
erreur  commise  me'  qui  doit  être  moindre  que  -;  on  choi- 

0 

sira  donc  la  limite  e  telle  que  me  <  -r  ou  c<  — r. 

(b).  Calculer  un  produit  de  m  facteurs  incommensurables 
ABC.HKà  iprès. 

Considérons  les  trois  produits. 

Prod.  irai.  1  Produit  calculé.  1  Prodait  auxiliaire. 

ABC...HK.|(A-.e'XB-.")...(H-e^iXK-*«i)|(A-«)(B—)...(H-*)(K-e). 
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(On  sait  qut  c  est  la  limite  commuDe  de  e\  é' e«). 

Ces  trois  produits  sont  rangés  par  ordre  do  grandeurs  dé- 
croissantes ;  la  différence  entre  les  deux  premiers  qui  est 
justement  Terreur  commise  est  moindre  que  la  différence, 
entre  le  premier  et  le  troisième  ;  il  suffit  donc  de  déterminer^ 

e  par  la  condition  qu*on  ait 

1 

ABC...HK-.(A-e)(B— e)...(K-e)<-,     (1) 

car  on  aura  à  fortiori 

ABC...HK-(A-e')(B— c'')...(K-eJ<-. 

Pour  plus  de  commodité  et  pour  nous  débarrasser  des 
soustractions,  posons  A— e=A'.  B— c=B',  etc....  ou 
A  =  A'+e,  B  =  »+«,  etc. 

Alors  rinégalité  (1)  devient 

(2)     (Â'+e)(B'+e)...(K'+^)(H'+e)-A'B'C...KW<J; 

or 

(A'+e)  (B'+e)  =  (A;+e)  ff+e(A'+e)  =  A'B'+B'e+e  (A'+e) 

=  A'B'+e(B'+(A'+e), 
(hl+e)(JS^e){fC^+e)^{S!+e)(Ji+e)G+e[hl^e){V+e) 

= A'B'C'+e[B'C'+C'(A'+ e)  ]+«(A'+«)  (B* +«) 
=  A'F(y+e[B'(y+C(A'+e)+(A'+e)  (B'+e)]. 

On  aperçoit  ici  une  loi  qu'il  est  facile  de  généraliser.  Le 
produit  de  m  fticteurs  (A'+e)  (B'+e)...(H'+e)  (K'+c),  est 
égal  au  produit  A'B'...K'  des  m  termes ,  plus  le  produit  de  • 
par  la  soipme  desproduits(m— l)à  (m— l)desmémes  fiictears 
A'  F,  C',...  K',  produit  dans  lequel  certains  de  ces  fadeurs 
seraient  remplacés  par  les  mêmes -nombres  augmentés  de  e, 
exemple  A' par  A'+e. 

En  effet,  supposons  cette  loi  vraie  pour  n  facteurs,  et 
supposons  qu'on  ait  (A'+e)(B'+e).-.(F'+e)=A'B'...F+eS'^, 
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en  désignant  par  8'«.i  la  somme  de  produits  indiquée. 

Prenons  un  facteur  de  plus  (A'+c){F+e)...(F'-HfXG'-H)  ; 

il  suffira  de  multiplier  1q  précédent  par  G'4-e,  ce  qui  donne 

A'B'...FG'+cS'«-iG'+e(A'+e)(B'+«)...(F'+c) 
=  A'B'...FG'+e[S'.-iG'+(A'+c)  (B'^e)  ...(F+e)]. 

[S'.-.G'+(A'+c)(B'+e)...(F+e)]e  est  bien  le  deuxième 
terme  qu'on  doit  obtenir  d'après  la  loi  ;  celle-ci  est  donc  vraie 
pour  (n-^-i)  facteurs.  Or  elle  est  vraie  pour  3,  donc  elle 
Test  pour  k,  etc... 
Puisque  (A'+e)(F+e)...(K'-fe)  =  A'B'...K'+eS'««i, 

rinégaUté  (2)  devient  eS'^-i  <  ^. 

o 

Mais  si  dans  S  »-i^  Je  mets  partout  A ,  B ,  C , . . .  K ,  au  lieu 
de  A',  B',.-  K',  A'+e,  B'-|-e,  etc....  la  somme  augmentera 
de  valeur,  puisque  A=A'-f-^>  B=B'-f  e,  etc...»  et  si  on 
désigne  par  S«— i  la  somme  des  produits  (m — 1)  à  (m — 1]  des 
nombres  A,  B,...  K,  on  aura  eS'».i  <C  eS.— i»  donc  si 

on  choisit  e  tel  que  cS«-.i<-  ou  e<,  ,  à  fortiori 

eS'..]  <C  -;  on  peut  donc'prcîDdrepour  limite  de  e  la  quan- 

0 

Comme  on  ne  connaît  pas  les  nombres  AB...K ,  on  pourra 
les  remplacer  dans  Texpressien  de  cette  limite  par  des  nom* 
bres  supérieurs  quelconques. 

6.  On  peut  arriver  autrement  à  la  détermination  de  cette 
limite  y  en  partant  de  la  composition  du  produit  (A'-f  e) 
(B'+c)...  (H'+e)  (K'+c) ,  que  l'on  sait  être  égal  à 

A'B'...H'K'+S'«-ie+S'««^+...S>--*+e~; 

il  résulte  de  là  que  l'inégalité  (1)  devient 

e(S'— i+S'«-îC+S',^e«+...S>-^'+e~-')<i. 
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(S^«^i ,  S'm-2»  etc. ,  désignent  les  sommes  des  produits  m— f 
à  m— 1 ,  m— 2  à  m— 2,  etc. ,  de  A',  B',  C',...  K'). 

Or  en  désignant  par  S«.i ,  la  sonune  des  produits  m— 1  à 
/»— 1  des  nombres  A3.G,...  K,  ou  (A'-^-e),  (Bl+e)...(K+€); 
ontr  ouve 

(Voir  note  à  la  fin) ,  donc 
U  suffit  donc  de  prendre  e  tel  que  eSm-i  <  j  comme  ci- 


Puissances. 

« 

7.  Cette  démonstration  étant  générale ,  supposons  les  fac- 
teurs égaux,  et  soit  à  calculer  A*  à 7-  près. 

1 

La  limite  devient  ici  e  <  — zi^v  Car  tous  les  produits  de 

{m  —  1)  facteurs  sont  égaux  entre  eux  et  au  nombre  de  m. 
On  remplacera  encore  A  par  un  nombre  supérieur  quel- 
conque. 

Division,  l  Approximation  -  Y 

8.  (a)  Premier  cas.  Le  diviseur  seul  étant  incommensurable, 
soit  à  diviser  m  par  B. 

Quotient  exact  •=-,  quotient  calculé  _  ,  «,,  si  on  prend  B 
u  B-|-c 

par  excès.  Erreur  commise  =,- — ^  ,    ,,  qui  doit  être  moin- 

D       l5-|-c 

dre  que  -.  On  a 

9 

m  mm 
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d'où 

m  m    ^  m  m 


B       B+c-^B       B  +  e'' 

Il  sofflt  de  prend™  ^~^<\  ou  g(j^)<i.  Soit  B' 

UD  nombre  inférieur  à  B  et  par  suite  à  B-|-6,  on  a  évidem- 
me  me  ^         me  _  ,  •      a  • 

que  ^  <  j>  i  fortiori  aura-t-on  b^^t^  <  ^>  <>»  P^n- 

B"* 
dra  donc  pour  limite  e<  — . 

17        1  * 

Application.  —  à  —-près.  On  prendra  ira  l'approximation 
w       100 

3*  9  1         j. 

OU ou  -: .  Evidemment  il  suffit  de  prendre  w 

1700       1700       /1700\ 

à  — --  près. 
1000- 

A 
(b)  Deuiième  cas.  -^  ,  A  et  B  étant  tous  deux  incommen  • 
B 

surables. 
Je  prends  A  par  défaut  et  B  par  excès  ;  on  a 

A      A--£      A--5 

B>B-F7^B+e' 

d'où 

A       A— e       A       A— e^ 

B       B+e-^B       B+e"' 
qui  est  Terreur  commise.  Il  suffit  donc  de  prendre  etel  que 

Soient  A'  et  B'  deux  nombres  plus  grands  que  A  et  B, 
B"  un  nombre  inférieur  à  B  et  par  suite  à  B  +  e  on  a 
A'  +  B'>A  +  B,  et  B"XB"  ou  B'"<B(B  +  e),   donc 
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•i^h5;^>^^j,   doBc  si  nous  prenons  *  tel  qn* 

0  <  C*est  pour  ce  cas  la  limite  de  Tapproxima- 

lion  avec  laquelle  on  doit  calculer  séparément  A  et  B. 

Il  faut  se  rappeler  que  A  doit  être  pris  par  défaut  et  B  pu* 
excès. 

Application.^- —  i  ttj:  près;  on  prendra  I^17etfr,cha- 
cun  à  r.ppr<«tm.tton  ^^^^  =  ^  =  ^.  On  Toit 

qu'il  suflOit  pour  Tobjet  que  Ton  a  en  vue  de  calculer  Kl7  et 
ir  chacun  à  0,01  près. 

Ainsi  la  question  de  Tapproximation  numérique  est  résolue 
pour  un  polynôme  algébrique  quelconque,  composé  d*UD 
nombre  limité  de  termes. 

9.  Je  vais  pour  plus  de  commodité  récapituler  les  diverses 
formules,  pour  Tapproximation  -  relative  au  résultat  de 
chaque  opération. 

{a)  Addition.  (A+B+C..L),  m  quantités  incommensu- 
rables. 

Limite  commune  de  Tapproximation  avee  laquelle  chaque 
quantité  doit  être  calculée  : 

(6).  Sous^aetion.  A— B.  limite  c<  r  ou  «<--,  suivant 
qu*on  veut  ou  non  connaître  sûrement  le  sens  de  Terreur. 
(c).  Multiplication.  Casd'un  seul  facteurincommensurable  : 

mA.  Limite  «<  — . 
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{d).  Cas  de  m  facteurs  ABCD....  FH  iocommensurables. 
Limite  e  <  r;; — r,  S"m.i  étant  la  somme  des  produits  dif- 

férentsm^l  àm— 1  des  nombres  A^B,  C,...F,  H, remplacés 
respectivement  par  des  nombres  plus  grands  quelconques. 

{d).  Puissances-  A*  :  approximation  e  <  — rî=;- 

niA     0 

(e).  Division.  ^.  B  seul  étant  incommensurable.  On  prendra 

B  par  excès  à  Tapproximation  — ; ,  on  sait  ce  que  désigne  B". 

(e').  ^,  A  et  B  étant  incommensurables.  On  prendra 

A   par  défaut ,  B  par  excès ,   chacun  à  l'approximation 
B"* 

if).  Extraction  de  racines.  On  s'en  rapporte  aux  règles 
connues. 


10.  Applications.  Soit  =-  =  — -^ — à  --  près. 

D  ir  "—1  100 

Il  s*agiticid*un  quotient;  employons  la  formule  e<C,., ,  ^.i* 

n  faut  voir  quels  nombres  on  mettra  pour  A',  Vj  B". 
Pour  avoir  A' >•  A,  Je  prendrai  k,  nombre  supérieur  à  n, 
♦*+4»=80;  Je  prends  7  X  1  au  lieu  de  '^k'a,  pour  avoir 
moins  à  retrancher ,  puisque  Je  tends  à -avoir  un  plus  grand 
nombre  que  le  numérateur  Reprendrai  donc  pour  A',  80—7 
ou  73.  Pour  avoir  V,  Je  prends  k  au  lieu  de  n  et  J'aurai  pour 

F,  15>ir'— 1 

Gomme  B"  doit  être  moindre  que  que  B,  ou  fr'— 1,  Je 
prends  3  au  Heu  de  ^r  et  9 — 1  ou  8  pour  B",  alors  on  voit 

qu'il  suffit  de  prendre  e=r  -^^  ,  ^^^^^^  =  ^^r:;;  on  calculera 
^  ^  (73  +  15)100       8800' 
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64  1  1 

donc  A  par  défaut  à  ^^  ou  — -  =  -près,  et  B  par 

excès  de  même. 

Or  A  est  la  différence  de  (w^+w*)  à  71/2.  Il  faudra  calcu- 
ler ir^-^-n^  et  7K2,  chacun  séparément  à  l'approximation 

\      64      7 

On  sait  ce  qu'il  faut  faire  pour  7K2;  quant  à  w^+w*,  d'a- 
près ce  qui  a  été  dit  pour  une  somme ,  on  prendra  tt^  et  tt'  à 

-— >  près,  ou  j-7,  et  d'après  la  formule  relative  aux  puis- 
sances, on  prendra  le  premier  n  à  l'approximation 


3.4\W 


ou^— ,    le  deuxième  à  l'approximation •^-^-^,  ou  —, 
mettant  pour  ^  sa  valeur ,  on  aura  pour  le  premier  n  l'ap- 

P^^^^-"^"""  192X8800  =  ïésùô  =  2-6iôô^  ^*  P^^'*'^^' 
64 

"^  32.8800       4400  ^^  ^' 
64 
Quant  au  n*  du  dénominateur,  comme  le  terme  —  1  est 

coromensurable  il  faudra  n'  à  l'approximation  -^ ,  ou  ir  à  l'ap- 
proximation  ^  ou  ^  =  ^^  =  ^ ,  et  on  pren- 

draici  t:  par  excès.  Ainsi  on  mettra  pour  —  ,  en  ne  prenant 

B 

que  des  approximations  décimales , 

(3,14159)^  +  (3,1415)— 7l^2 
(3,1416)*  — 1 
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Je  n'ai  pas  pas  mis  la  yaleur.de  7i/2,  on  la  calcule  à  Tap- 

.     ,.  1  32  4  1  iioe 

proximalion^^  =  _=j^  =  __  or  —, 

64  \  4  ; 

étant  <1000,  il  suffira  évidemment  de  prendre  7p^2  ou 
P^ëïe  à  0,001  près. 

On  YOit  facilement  qu'il  faut  mettre  pour  A',  B',  etc. ,  les 
nombres  les  plus  petits  possibles,  et  pour  V  et  les  nombres 
qui  doivent  Mre  inférieurs ,  les  nombres  les  plus  grands  pos- 
sibles. 

n  y  aura  dans  chaque  exemple  particulier  des  simplifica- 
tions qu'on  ne  peut  qu'indiquer  ici ,  et  qui  tendent  à  rendre 
le  dénominateur  de  e  le  plus  petit  possible.  Je  ferai  seule- 
ment quelques  observations. 

En  substituant  des  nombres  supérieurs  ou  des  nombres 
inférieurs  aux  nombres  incommensurables,  suivant  le  cas,  il 
sera  souvent  plus  avantageux  de  prendre  au  lieu  des  nombres 
entiers  qui  les  suivent  ou  les  précèdent  immédiatement  des 
valeurs  plus  approchées,  ayant  une  ou  deux  décimales,  quand 
surtout  on  les  connaîtra  facilement.  Je  citerai  pour  exemple 
le  cas  où  il  fallait  prendre  un  nombre  supérieiu-  à  n^;  on  peut 
prendre  3,2  comme  nombre  supérieur  à  tt  ,  et  alors  (3,2)^  ou 
32,768  est  plus  grand  que  n^  ;  on  prendra  33  pour  plus  de 
simplicité  à  la  place  de  ti^  dans  la  composition  de  A'  (exemple 
précédent) ,  au  lieu  de  b^  ou  6!^ ,  et  ainsi  des  autres.  Cela  est 
facile  à  pratiquer  et  on  aura  ainsi  des  limites  plus  simples, 
rai  seulement  ébauché  le  calcul  pour  faire  voir  que  les  for- 
mules données  permettaient  d'obtenir  avec  certitude  l'ex- 

pression  assez  compliquée   — —^ — ,  et  toute  autre 

comme  celle-là  à  telle  approximation  que  l'on  voudrait. 

11.  La  limite  e  se  présente  souvent  sous  la  forme  —  ;  si  on 

n 
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yeut  la  remplacer  par  une  limite  décimale,  h>ii  récrira  sous 

la  forme  —  ;  on  verra  à  la  simple  inspectioD  de  —,  le  nom- 
n  m 

m 

bre  des  chiffres  de  la  partie  entière  da  quotient,*  on  pourra 

remplacer  la  limite  par  Tunité  décimale  de  Tordre  marqué 

54 
par  ce  nombre  de  chiffres.  Exemple.  Soit  e  =  ,  on 

écrira  e=:— — -.  La  division  partielle  de  367  par  5fc  don- 
36762 

nera  un  chiffre  qui  sera  ensuite  suivi  de  2  autres;  la  partie 
entière  du  quotient  ayant  3  chiffres ,  on  pourra  prendre  pour 

Umite  j^  ou  0,001. 

12.  Lorsqu'on  résout  cette  question ,  évaluer  un  quotient 

g  à  ^  près,  la  formule  donnée  pour  ce  cas,  fait  voir  qu'on 

peut  changer  la  division  de  A  par  B ,  en  celle  de  deux  nom- 
bres approximatifis  que  Je  désignerai  par  a  et  p ,  tels  que  la 

a  A 

quotient  exactement  calculé  r-,  diffère  du  véritable  ^,  d*UD 

p  B 

nombre  moindre  que  - .  Mais  dans  la  plupart  des  applica- 

o 

tiens,  on  évalue  le  quotient  -  en  décimales,  quand  on  ne 

P 
peut  l'obtenir  exactement,  et  on  s'arrête  au  chiffre  décimal 

d'un  certain  ordre;  l'erreur  commise  alors  s'sjoutant  à  celle 

a  A 

que  Ton  commet  en  considérant  •-  au  lieu  de  =r  peut  être  plus 

P  B 

grande  que  y  En  effet  soit  :5— ^=é'  ou  4=  -+«'.  dési- 
o  B      p  B      p 

gnons  par  ^  le  quotient  décimal  approché  qui  doit  rempla- 

cer|  etsoit |— ^=«"on  a'-^=ç+«" et t  =?+«'+«''• 
?  V  p  B  * 
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Or  fl  pouvant  approcher  —  de  très-près,  e^+e"  peut  éTidem- 

ment  dépasser  -.  On  évitera  cet  inconvénient  en  prenant  la 

A       ce        1 

limite  donnée  par  la  formule  générale  telle  que  - — --  <;  —, 

a  1 

et  on  évaluera  -  en  décimales  à  -   près. 

13.  On  a  souvent  besoin  de  calculer  exactement  leplus  grand 
nombre  entier  contenu  dans  la  valeur  d*unrésultatcompliqué 
d'incommensurables.  Prenons  Texemple  bien  simple  rmt.  On 
se  met  tout  aussitôt  à  chercher  la  valeur  de  ce  produit  à  moins 
d'une  unité ,  et  pour  cela  on  décide  qu'il  faut  prendre  n  avec 
un  nombre  de  décimales  tel  que  Terreur  commise  sur  ce  rap« 

port,  soit  moindre  que—.  Soit /i  le  nombre  adopté.  On 
m 

aura  irsr/»-}'^'»  e'  étant  moindre  que  —  ;  donc  mp  exprime  la 
valeur  de  mir  à  moins  d'une  unité  ;  mais  mp  est  le  plus  ordi- 
nairement un  nombre  décimal  et  c'est  un  nombre  entier  qu'il 
nous  faut.  Soit  n  la  partie  entière  de  mp  et  d  la  partie  dé- 
cimale, on  aura 

mp=n-\-d      or,     ii»7r=m/>+mc', 

donc  mit=n-\-d-\'m€^  i  on  sait  seulement  que  me^  est  plus  petit 
que  1  ;  mais  peut-on  affirmer  que  £i+ me!  est  plus  petit  que  1, 

et  que  n  répond  à  la  question?  Ex.  897r.  Je  prends  ir  à  -- 

ou  plutôt  à  jij  près,  j'ai  3,1* , 

â,14.89«279,46. 

On  peut  affirmer  que  279,*6  est  la  valeur  de  89ir  à  une 
unité  près,  mais  peut-on  dire  que  379  est  le  plus  grand 
nombre  entier  contenu  dans  ce  produit. 

Pour  obvier  à  cet  inconvénient,  Je  proposerai  la  méthode 
suivante  :  on  choisira  la  limite  de  l'erreur  commise  sur-ir  d'à- 
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près  la  condition  que  la  valeur  décimale,  à  laquelle  on  arri?e 
après  la  multiplication  par  m  soit  approchée  à  0,  1  près.  Tout 
calcul  fait,  si  le  premier  chifTre  décimal  du  résultat  est  moin- 
dre que  9,  le  nombre  entier  qu'il  contient  répond  évidemment 
à  la  question. 

S'il  arrivait  que  ce  premier  chiffre  décimal  fût  un  9,  on  re- 
commencerait en  se  proposant  d'avoir  /wtt  à  0,01;  si  les 
deux  premiers  chiffres  décimaux  ne  forment  pas  0,99,  le  nom- 
bre entier  du  résultat  répondra  à  la  question  principale;  et 
ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  que  le  chiffre  décimal  de  Tordre  de 
l'approximation  avec  laquelle  on  s'est  proposé  de  calculer  m» 
ne  soit  pas  un  9,  si  cela  est  possible. 

Cette  remarque  est  importante  dans  le  calcul  de  l'extractioD 
des  racines  et  la  marche  indiquée  pourra  être  suivie  pour  une 
quantité  incommensurable  quelconque ,  dans  le  cas  de  la 
question  posée. 

NOTE,  (Voir  p.  26i!u) 

Voici  comment  on  trouve  cette  valeur  de  S«— i  :  on  forme  un 
des  produits  de  w— t  facteurs  (A'+e)(B'+e)....(H'+c)  ;  on  a 
(A'+e)(B'+e)...(H'+e)=A'B'...H'+S'^2e+S'_3e'+..e*-, 

Sm_2,  S  m— 3  étaut  fô  sommo  .de  produits  m  —  2  à  m 2, 

m— 3  à  m— 3  des  m— 1  nombres  A',  B',...  H'. 

Supposons  formés  les  m  produits  qui  composent  S«-i  et 
ajoutons-les.  Le  développement  sera  de  la  forme 

Chaque  coefficient  est  symétriqueparrapportà  A',  B',...H'K'; 
P«_2,  Pm-3,...  désignent  des  sommes  de  produits  m  —  2  à 
m— 2,  m — 3  à  w— 3 ,...  de  cesm nombres.  Pour  savoircom- 
bien  de  fois  un  produit  A'FC'. . .  de  /w— /i  facteurs  entredans  le 
coefficient  P«-n  de  e**"',  ilsuffîtd'obscrverquepourquelepro- 
duit  A'B'C...  se  trouve  dans  le  coefficient  de  c**"'  dans  uo  des 
produits  partiels  de  m— 1  facteurs  (A'+e)  (B'4-e)..,(H'+*), 
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il  faut  et  il  suffit  que  le  facteur  tel  que  K'-f  ^  laissé  de  côté 
pour  former  ce  produit,  ne  soit  pas  un  de  ceux  qui  corres- 
pondent aux  m — n  facteurs  A',  B',  C...  du  produit  considéré. 
Or,  on  peut  laisser  successivement  n  facteurs  de  côté  sans 
en  laisser  aucun  de  ceux-là  ;  donc  chaque  produit  de  m — n 

facteurs  A'B'C, se  trouve  dans   n  produits   partiels, 

donc  P«.^=/iSm-^.  Donnant  à  n  les  valeurs  successives  1, 
2,  3,...  m  —  1,  on  a  la  formule 

qu*il  fallait  démontrer  f). 

On  peut  choisir  entre  les  deux  démonstrations  ;  mais  la 
première  me  semble  se  rapprocher  davantage  de  Tarithmé- 
tique  proprement  dite. 


LIEU  GÉOMÉTRIQUE 
DE8  POLES  D'UNE  SECTION  CONIQUE, 

PAR  RAPPORT  A  UNE  AUTRE. 

VAa   U.   HE&.UZTS, 

Elève  da  collège  Louis-le-Graid  (  institution  Mayer). 


On  donne  sur  un  plan  deux  sections  cooiques  A ,  B  ; 
on  considère  une  tangente  menée  à  la  première,  comme 
une  polaire  par  rapport  à  Tautre ,  et  on  demande  le  lieu  de 
son  pôle  en  supposant  que  le  point  de  tangence  parcourt  la 
courbe  A. 


OPar  exemple  dans  P«  le  produit  A'B'  existe  m— 2  fois,  car  ce  produit  st 
trouve  chaque  fois  qu'une  des  autres  lettres  manque.  Tm. 
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Soit  rapportée  la  courbe  A  à  un  ax«  et  à  ia  tangente  au 
sommet,  Qr,  son  équation  sera  :  y^zz^px-^nx",  et  celle 
de  sa  tangente  au  point  (a ,  p)  : 

13^=/i(j:+a)+/w:a,  (1) 

avec  la  condition 

jB»  =  2pa+na».  (2) 

Soit  Ar'+Ba:j^+....=0,  Téquation  de  la  courbe  B,  celle 
de  sa  polaire  par  rapport  au  point  j:/,  y,  sera  comme  on  sait 
^Y'+xX'+V'  =  0,  en  ndentiûant  avec  l'équation  (1)  delà 

tangente,  on  aura:— —  =^— r — >  —  v/  =  o  »  ^®  *^*"* 

ï  p  ï         p 

sorte  que  si  a  et  p  étaient  effectivement  donnés,  ces  relations 
détermineraient  les  coordonnées  du  pôle,  x'  et  y;  on  aura 
donc  réquation  du  lieu  cherché  en  éliminant  a  et  p,  entre 
ces  équations  et  l'équation  (2).  Pour  faire  le  calcul,  j'observe 
qu'elles  donnent  tout  d*abord  : 

~pX!-nT'      *^""pX'-«V" 
d'où  il  résulte  en  substituant  dans  (2) , 

/>*r' 2p'Y'  np'T^ 

{pY'—nYr  ""  p'^'—nY  +  (pX'— nVT  ' 
d*où 

/i*Y'»=2V'(pX'— nVO+rtV, 
et  enfin 

comme  X',  Y',  V,  sont  des  fonctions  linéaires  de  j/  et  y,  le 
lieu  est  encore  une  section  coniquef  ). 


O  Le  théortme  avec  la  réciproque  est  de  M.  Poneelet  {AnmaUê-de  Gwçonmê, 
1. 18,  p.  20i).  Si  B  est  un  cercle  ayant  poar  centre  an  foyer  de  A,  la  troisième 
eoniqve  est  aussi  un  cercle.  (Voir  le  Géomètre,  p.  ii8).  Tm. 
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SOLUTION  DU  PKOBLÈKE  12.  (page  59). 

(ÉDOVABB). 


Déterminer  Téquation  d'une  ligne  telle,  qa*en  lui  menant 
une  tangente  en  un  point  quelconque,  la  partie  de.  cette 
tangente  comprise^  dans  l'intérieur  d'un  angle*  donné ,  soit 
constamment  égale  à  une  droite  donnée. 

Flg.  61.  Prenons  pour  axes  les  deux  côtés  de  l'angle  donné; 
appelons  /  la  droite  donnée ,  et,  cette  droite  étant  dans  une 
certaine  position^  a  et  fr  les  distances  à  l'origine  de  ses 
intersections  ayec  les  axes  des  x  et  des^. 

L'équatiOD  de  laf  droite  sera  évidemment 

f +'^  =  1     ou    ay+bx=ab,  (!) 

a       o 

et  on  aura  dans  le  triangle  formé  par  a,  fr,  /, 

r  =  a>4.6*— 2iiéco8y,  (2) 

7  étant  11infi(Ie  donné. 

Supposons  maintenant  qu'on  fasse  varier  infiniment  peu 
cette  première  position  de  /,  de  sorte  que  a  devienne  a^h , 
et  hf  b-^-k,  heik  étant  très-petits  ;  on  aura  alors  les  deux 

éqoations: 

(a+A)jr+(6+  k)x=i{a+h)  {b+k) ,        (3) 

r  =  (a+Ar+(6+*)*-2(a+A)(6+*)cos7;    (4) 
Atant  (2)  de  {k),  il  vient  : 

2flft  +A'+2M+A:*— 2(aA+  6A+itA)  0087=0. 
V^  V  et  AA^tant  des  infiniment  petits  du  second  ordre , 
nons  pouvons  les  supprimer  et,  divisant  par  2,  écrire  ainsi 

cette  équation  : 

A;(âcos7-—  b\ 

fl^+t*— aA:cos7 — Mcos7=0,    d'où    A= r^ . 

'  f  #        7  ^ — 6COS7 

Ans.  01  MatbAii.  I.  ^S 
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Maintenant,  résolvant  les  équations  (1)  et  (3),  par  rapport 

ixetàj^, 

ab{a+h)~a(a+h){b+k)^-^ak{a+k)  ^  —a'k 
^—        ô(a  +  A)— a(6  +  A:)  '  bh—ak  bh—ak' 

b{a+h)[b+k)--ab jb  +  k) _   bh[b+k)    __^!l_ 
y  -        fe(^+A)_a(^+it)  bh—ak  bh—  ak' 

Rempla^nt  h  par  sa  valeur, 

.  —a'k^a—bcost)  _  a'(a— fecosy) 

^^bk{aco%t—b)—ak{,a—bco%i)  ^ 

d'où-  rar=û'(^ï— ftcosy), 

yA(6— tf  C0S7)  _  y  (fe— flcosy) 

•^~'6*(acos7— fe)— tf*  (tf— ftcosy)  Z"     . 

d'où  ^y=x:6*(Ô  — ^C0S7). 

Noos  avons  donc  le  système  d'équations  : 

ay-^-bx^ab^ 

P   =tf'-f.y — 2afrcos7J 

Px^a'ia—bcosy)^ 

Py=ib*{b — acos7) , 
équations  entre  lesquelles  il  faut  éliminer  les  variables^  et  b; 
or  cette  élimination  est  très-longue;  elle  se  simplifie  beau- 
coup lorsque  7  =  90*»;  alors  les  équations  deviennent  : 

ay+bx^ab^      •  (I) 

/•  =ra'+b\  (H) 

Px=a\  •      an) 

Pjr=bK  (IV) 

De(III)  etde(IV),  nous  tirons:    a=l>Pi,  b=iyPy; 
substituant  dans  (I)  ou  (II),         |>'r  =  lî^ar'+l>>\ 

De  cette  dernière  équation,  on  obtient  par  une  double 
élévation  au  cube ,  l'équation  demandée  qui  est  du  sixième 
degré  : 
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La  courbe  ne  passe  donc  pas  à  Torigiiie ,  ce  gue  î  iotui"* 
tion  montre  suOisaniment.  Elle  est  symétrique  par-rapport  à 
la  bissectrice  de  Tangle,  car  on  m  change  en  nen  Téquation 
en  remplaçant  partout  x  par  j^  et  y  par  x.  En  prenant  les 
bissectrices  pour  axes,  Féquation  devient  : 

Elle  a  quatre  branches;  car,  reprenant  la  première  équa- 
tion, si  nous  faisons  x=0,  nous  avons  /"— j^*=0,^=±:/, 
ce  qui  prouve  qu'en  portant  /  de  Forigine  sur  Taxe  des^  po- 
sitivement et  négativement',  les  deux  points  appartiennent 
également  à  la  courbe;  de  même  si^  =  o ,  x=±l,  ce  qui 
prouve  qu'en  portant  /  de  Torigine  sur  Taxe  des  x  positive- 
ment et  négativement ,  les  deux  points  appartiennent  encore 
à  la  courbe.  Ces  branches  sont  finies,  car  il  est  évident  qu'on 
ne  peut  donner  à  x  et  à  ^  des  valeurs  plus  grandes  que  /. 

L'équaUon  l^'=  J^x^^X^y^  peut  s'écrire  x'+y^=l\  . 
d'où  l'on  voit  que  la  courbe  est  de  forme  circulaire.  Elle  a 
un  centre  ;  et  ce  centre  est  l'origine,  car  les  axes  des  x  et  ûes 
y  sont  évt4emihent  des  diamètres. 

Si  nous  faisons  varier  /  de  grandeur,  toutes  les  courbes 
seront  semblables;  car  développons 

{p—x^—yf—^ni^xY^  0 , 

U  vient  : 

[j:6+3j:y  +  3xV  +^T  —  Z^x^^^xY  +^4] 

Si  /  devient  a/,  on  aura  : 

-f.3a*/*[x»+y]— aV=:0.  . 

On  voit  que  les  termes  des  degrés  4^ ,  2  et  0 ,  sont  multi- 
pliés par  a%  a^,  a^  ce  qui  est  le  caractère  des  courbes  sem- 
blables. Cette  propriété  démontre  qu'on  peut  employer  cette 
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courbe  potr  mener  la  ligne  minima  dans  un  angle  droit 
donné  >  par  un  point  donné.   . 

Supposons  que  dans  Tangle  xOy  (fig,  61) ,  il  faille  mener 
par  le  point  A,  la  droite  la  plus  courte  interceptée  entre  Ox 
et  0^;  si  on  mène  par  le  point  A  une  courbe  semblable  à 
celle  que  nous  traitons,  la  tangente  RS  sera  la  droite  de- 
mandée. 

En  effet»  car  si  RS  h*est  pas  la  droite  minima  passant  par 
A  9  supposons  que  ce  soit  R'S';  cette  dernière  sera  tangente 
I  la  branche  M'N'  d'une  courbe  semblable  à  MNPQ  ;  or  Otî 
étant  évidemment  >  OM  et  OM'=R'S',  0M=R8,  on  aura 
R'S'>  RS  ;  donc  RS  est  la  droite  minima.  ' 

Les  milieux  des  tangentes  RS  k  la  courbe  sont  sur  une 
même  circonférence  »  caries  triangles  rectangles  ORS,  OR"S" 
ont  Tbypoténuse  égale ,  donc  les  médianes  passant  par  Tangle 
droit  sont  égales  C). 


NOTE 

SUR 

LA  DÉTERMINATION  DES  TANGENTES  AUX  COURBES, 

VAa  U..  H.  CO&ABl>, 

ProfesseardemalhémaUqaes,  ancien  élè?e  de  l'École  polytechnique. 


Il  ne  sera  peut-être  pas  sans  intérêt  de  présenter,  sous  un 
point  de  vue  géométrique ,  la  détermination  de  la  tangente  à 
une  courbe  dont  l'équation  renferme  implicitement  la  fonction 
et  la  variable  Indépendante. 

1.  On  sait  que,  lorsque  la  fonction  est  sous  forme  finie  ex- 
plicitO)  c'est-à-dire  lorsque  Téquation  de  la  courbe  est  résolue 


(*)  GeUe  courbe  peut  servir  à  mener  par  un  point  pris  sur  une  hyperbole 
équilatére ,  une  normale  à  l'autre  branche.  Tm. 
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par  rapport  à  cette  fonction,  comme  j^==/*(x),  c'est  la  définition 
même  de  la  tangente  à  une  courbe  qui  fournit  immédiatement 
son  équation.  Ainsi,  de  la  considération  d'un  petit  triangle, 
dont  un  des  côtés  est  la  sécante,  dans  une  de  ses  positions  par* 
ticulières  autour  du  pointde  contact  {x\y),  etdont  les  autres 
côtés  sont  les  accroissements  que  prennent  l'abscisse  et  l'or- 
donnée ou  la  variable  etja  fonction,  quand  on  passedece  pointa 
un  second  point  voisin  situé  sur  la  courbe,  on  tire  sur-le-champ  : 

jr—y^  A  (*^^)»  pour  l'équation  de  la  sé- 

cante ;  et  l'on  en  conclut  à  la  limite»  c'est4-dire  pourl'équation 
de  la  tangente  au  point  j/,y  : 

2.  Ceci  rappelé,  supposons  la  fonction  implicite.  Soit  donc 
F  (x,y)={S  l'équation  de  la  courbe;  équation  telle  que  la 
fonction  s'y  trouve  liée  à  la  variable  indépendante,  sans  qu'on 
veuille  lui  donner  une  forme  finie,  comme'  cela  pourrait  se 
faire  pour  les  équations  des  quatre  premiers  degrés,  ou  sans 
qu'on  puisse  lui  donner  cette  forme,  comme  on  l'a  démontré 
pour  l'équation  complète  du  cinquiènie  degré  et  des  degrés 
supérieurs. 

Prenons  des  axes  quelconques,  ox^  oy  {fig.ïA)^  et  figurons 
par  MAN  le  lieu  géométrique  de  l'équation  F(:r,^)=0  par  rap- 
porta ces  axes,  au  moins  dans  le  voisinage  du  point  M,  (^,y}, 
que  nous  choisissons  pour  point  de  contact.  Dans  le  premier 
membre  de  l'équation  F(j:,^)=0,  regardons^  comme  ayant 
une  valeur  constante  et  égalée  l'ordonnéey  dti  point  de  con- 
tact, et  représentons  la  fonction  F  (x,  y/,  variable  par  rapport 
à  X  seulement^  par  l'ordonnée  Y  d'une  eourbe  dont  x  serait 
l'abscisse.  L'équation  Y=F  (x,  y)  sera  celle  d'un  lieu  géomé- 
trique tel  queM'A'N'  passant  par  le  pied  de  l'ordonnéey:  ce 
qu'il  est  facile  de  reconnaître  dans  l'équation  Y2=F(j:,y) 
qui  donne  Y  =0  pour  j:=j/.  Si,  au  contraire,  dans  le  pre- 
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mier  membre  de  l'équation  F  (x,  ^)=0,  Ton  regarde  x  comme 
ayant  une  valeur  déterminée  et  égale  kx\  abscisse  du  point 
de  contact,  et  qu*on  représente  par  X  la  fonction  F  (j/,^), 
variable  par  ce  rapport  ky  seulement,  l'équation  X=F(j/,^) 
appartiendra  à  un  certain  lieu  géométrique  M"  A"  N"  passant 
par  le  pied  M"  de  Tabscisse  x'  comptée  parall^ement  à  Taxe 
des  a:;  car  X  s'annule  pour  j^=y  (*).  • 

Cela  posé ,  le  point  M  de  la  courbe  MAN  ayant  déterminé 
le  système  des  deux  courbes  ItfA'N',  WA"fV',  partant  leurs 
tangentes  en  Ht,  If;  et,  réciproquement,  le  système  des  deux, 
courbes  M' A'N',  M"A"N",  et  par  suite  celui  de  leurs  tangentes 
en  M',  If'  détermiùànt  le  point  M  de  la  courbe  MAN  et  la 
tangente  en  ce  point,  il  est  clair  qu'il  existe  une  relation  uni- 
que entre  les  fonctions  qui  déterminent  les  inclinaisons  des 
tangentes  aux  trois  courbes  en  ces  points.  C'est  cette  relation 
que  nous  allons  établir. 

Considérons  à  cet  effet  les  trois  sécantes  correspondantes 
MN,  MT)',  M"N"dontles  positions  limites  sont  simultanément 
les  trois  tangentes  aux  trois  courbes,  aux  points  H,  AT,  H", 
et  composons  les  triangles  MNP,  M'N'F,  M"N"F'  dont  Tusage 
a  été  indiqué  n<>  1.  Nous  aurons  éyidemment  : 

/n;f\ 
mp""  m'v^/k'p'\'  n'f 

VM^FV 
Observons  que  les  quantités  N"F'  et  N'F  diminuent  en- 
semble à  mesure  que  le  point  N  se  rapproche  du  point  M, 
mais  de  telle  façon  que  leur  rapport  tend  vers  l'unité.  Si  l'on 
considère  en  effet  les  deux  fonctions  F(x,  6),  F  (û,  ^),  aeib 
désignant  deux  quantités  numériques  quelconques  mises  à  la 
place  d'x  et  d>-  dans  la  fonction  F  ( x,  y  ),  on  reconnaît  que 


O  U  leitre  A''  est  omise  dans  la  figure. 
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F  (a.  y) 
le  rapport  „  ,  \.  converge  vers  Tunité,  quand  x  converge 
b  [X,  o] 

versa  et ^  vers^,  et  qu'enfin  ce  rapport  est  1  quand  on  pose 
x=za,jr=b.  Ce  résultat,  qui  est  une  conséquence  même  de  la 
forme  des  deux  fonctions,  ayant  lieu  quelles  que  soient  les  quan- 
tités a,  b,  aura  lieu  encore  quand  on  fera  a=zx',  b^y,  dou-  . 
ble  hypothèse  par  laquelle  le  rapport  en  question  se  présente 
sous  la  forme  f ,  lorsque  jes  variables  des  deux  fonctions  de 
viennent  en  même  temps  x'  et  jk^. 
Si  nous  établissons  maintenant  du  même  coup  la  triple  réu* 

nion  des  points  N,  N',  N",  aux  points  M,  M',  M"  respective- 

•  ■    ••  • 

ment,  et  que,  conformément  à  cequ*on  a  vu  nM,  nous  dé- 

NP 
signions  par/'  {a/}  le  rapport  cherché-^  (la  fonction^  étant 

M" 

conçue  sotfs  la  forme  explicite j<=2/(j:))  par  —F'*'  (j/,  y), 
V^  (j/,  y)  les  rapports  am 
drons  la  relation  suivante 


HfP    N"P" 
ï*/  C*^»  y)  les  rapports  analogues  — - ,  -— ^,  nous  obtien- 


'^^^^-    FV(^,y)- 

Il  reste  encore  à  présenter  une  observation  essentielle.  Le 
signe — ,  qui  affecte  le  second  membre  de  cette  équation,  pro- 
vient uniquement  de  ce  que^  dans  notre  tracé  des  courbes 
M'A'N',  M''A''N",  nous  les  avons  fait  s'étendre ,  celle-ci 'dans 
Tangle  supérieur,  à  droite  des  coordonnées  ;  celle-là  dans  Tan- 
gle  inférieur,  à  droite,  pour  les  valeurs  dy  et  à'x  croissantes 
à  partir  dy  et  d'à:'.  Mais  rien  de  formel  n'ayant  été  dit  à  cet 
égard,  11  s'ensuit  que  l'égalité  ci-dessus  n'est  rigoureusement 
démontrée  qu'au  fiijgne  près  du  second  nombre,  et  qu'il  faut 
justifier  l'explication  du  signe  — .  C'est  le  cas  particulier  où 
l'équation  T{T,y)=^0  a  la  forme  implicite  ^-/ (x)=0,  qui 
va  décider  la  question  ;  il  suffira  pour  cela  de  lui  appliquer  la 
règle  qui  résulte  de  ce  qu'on  sait  de  vrai  sur  l'égalité  ci- 
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Or,  on  a  dans  ce  cas  : 

FV(j/,y)=-/'(a:')    et    F,'(x',/)=1, 
ce  qai  donne  évidemment  : 

On  pourrait  d'ailleurs  concevoir,  à  priori,  que,  si  la  ûé- 
rivée /'(j:)  était  positive,  par  exemple,  les  deux  dérivées 
Fafi^'i  y-},  FV(^,y  )  devaient  être'  de  signes  contraires;  ce 
qui  signifie  en  d'autres  termes,  que  si  j:et  ^  allaient  en  crois- 
sant à  parUr  i*x'  et  dy,  les  fonctions  F  (a:,/),  F  {j/,jr)  de- 
vaient aller  Tune  en  croissant,  l'autre  en  décroissant  à  partir 
dV  et  dy,  c'est-à-dire,  dans  ce  cas,  être  dç  signes  contraires, 
puisque  F  (V,  y)  est  nul.  . 

En  elTet,  si  l'on  a  en  même  temps  :  F(^,y)=0  et 
FCj/'+^yXO,  l'équation  de  condition- F(a?+X,  y +*)=0 
relative  à  tout  point  voisin  du  point  (a/,y),  indique  qu'on  doit 
avov  F(j/,y+A:)>0;  h  étant,  cemme  on  le  voit,  un  accroisse- 
ment qui  fait  diminuer  F  ( j/,  y  ),  et  k,  un  accroissement  qui 
fiiit  augmenterF  {x^+h,y)  çt  par  suite  F  (j/,  y).    , 


NOTE 


LA,  CONSTRUCTION  DBS  TABLES  DE  SINUS  NATURELS, 

Principalement  en  ce  qui  a  rapport  au  degré 
d'approosimalion  des  calculé. 

»Aa    A..J..H;.   ▼XVOXVT» 

Professeur  au  collège  St.-Louis. 


Partons  de  la  formule 

sma=:  3  sin  5a— 4sin'  -vï, 
o  3 
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qui  donne,  en  substituant  dans  le  dernier  terme ,  -a  au  lieu 

«S 

a 
desin-, 
«s 

sua <x>>  3siD^  tf  — 5?;^  • 
Dans  cette  ioégalité,  remplaçons  partout  a  par  r-,  nous 
aurons 

remplaçons  de  même  a  par  -  dans  cette  seconde  inégalité, 

puis  de  même  a  par  -  dans  l'inégalité  obtenue,  et  ainsi  de 

suite;  nous  obtiendrons  de  cette  manière  une  série  d'inéga- 
lités successives  que  nous  pourrons  jécrire  ainsi,  en  repre- 
nant à  partir  de  la  première  : 

8intf>38m-  — 4p, 

»in->38in-.-*jjj, 

a     '      ,    a         a} 

"V>^'"3~*35' 

a  ,    a        a? 

sin  -r ^  3 sm—  —  4  — . 
8^  3^         3'*' 


et  généralement 

.in~>38in^-4ps. 

Maintenant,  supposons  que  l'on  multiplie  ces  diverses  iné- 
galités, à  partir  de  la  seconde,  par  les  puissances  successives 
de  3  Jusqu'à  3**^',  et  que  l'on  ajoute  tous  les  résultats;  il  en 
résultera ,  quand  on  aura  supprimé  Aous  les  termes  qui  s» 
détruisent  : 

.ina>3%i4-4£(f+l  +  l+i  +  ....). 


Digitized  by 


Google 


—  i7*  — 

Dans  ce  résultat,  faisons  n=Qo  ;  Tare  infiniment  petit-;^  se 

confondra  avec  son  sinus,  ce  qui  réduira  la  première  partie 
du  second  membre  à  Tare  a  lui-même,  en  introduisaqt  aux 
deux  termes  de  la  fraction  le  facteur  commun  3"  que  Ton 
pourra  supprimer.  Quanta  la  seconde  partie ^  la  progrès- 
w  sion  indéfinie  par  quotient  qui  est  dans  Taccolade  se  réduira 

à  -  ;  et  ainsi  (  attendu  que  zz  X  -  =  -^  )  >  Tinégàlité  se  ré- 
8  \  27        8        D/ 

duira  à  la  suivante  r 

ou ,  ce  qui  est  la  même  chose, 

a  —  sin  a  <  -  a'  : 
6 

C'est-à-dire  que  la  limite  de  Terreur  commise  quand  on 

prend  un  petit  arc  à  la  place  de  son  sinus,  est  égale  à  un 

sixième  du  cube  de  ce  petit  arc. 

Sous  un  autre  point  de  vue,  les  quantités  a.ei  a  — -  a^, 

6 

étant  deux  limites,  Tune  supérieure,  l'autre  inférieure, 
entre  lesquelles  se  trouye  comprise  la  valeur  de  sin^ ,  cher- 
chons de  même  deux  limites  pour  cosa.  Or,  celles-ci  s'obtien- 
dront en  substituant  danscos  a  exprimé  en  fonction  de  sina, 

ou  mieux  de  sin  -  ^ ,  les  deux  valeurs  limites  de  cette  der- 
2 

nière  ligne  trigonométrique,  ce  qui  donnera  : 

1*  cosas=l  —  2sin* -a, 

a"  ^  ^      a' 

2*  cosa>.l — 2  —  ,     ou    cosa>l  —  — , 
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et  à  fortiori ,  en  développant  et  supprimant  le  terme  négatif 

du  sixième  degré  dans  le  second  membre^  ^ 

a*       a* 
cosa<l--+^. 

a 
Ainsi,  comme  on  le  voit,  au  moyen  des  quatre  termes  -, 

--- ,    — -   et  ,  on  peut.exprimer  les  valeurs  appro- 

chées des  sinus  et.  des  comiMs,  ainsi  que  les  limites  de  ces 
.valeurs  approchées;  ce  sont: 

Pour  la  valeur  approchée  m  plus  y  de  sin^x»  le  terme  a, 

à> 
et  pour  la  limite  de  Terreur  -^ . 

6 

Pour  la  valeur  approchée  en  moins,  de  cosa,  l'expression 

1  —  - .  et  pour  la  limite  de  Terreur  —,  c'est-à-dire,   un 
2  24 

vingt-quatrième  de  la  quatrième  puissance  de  Varc, 

a^ 
Et  par  suite  encore ,  a  — --  serait  une  valeur  du  sinus 

a'       a* 
approchée  en  moins,  et  1  —  ô  "f"  ^  ^^9  valeur  du  cosinus 

approchée  en  plus. 

(L'unité  ou  le  terme  1 ,  peut  même  aussi,  quand  Tare  est 
extrêmement  petit,  être  lui-même  considéré  comme  une 
valeur  du  cosinus  approchée  en  plus,  la  limite  de  Terreur 

a' 
étant  alors  •—  ou  la  moitié  du  quarré  de  Farc.) 

Prenons  pour  a  la  seconde  du  degré  centésimal,  ou  la  mil- 
lionième psjiie  un  quadrant,  dont  la  valeur,  quand  on  fait 
le  rayon  égal  à  Tunité ,  est 

^  ^^L^/.  =  0,000001570796326795  : 
2  000000         ' 

Terreur  commise  en  employant  cet  arc  pour  son  sinw,  sera 

alors  moindre  que 

-  (0,0000016)5,     ou    -  (0,000000000000000004096), 
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ou  0,000000000000000001,  c'est-à-dire  Tuni^  décimale  du 
dix-huitième  ordre  :  on  pourra  donc  pousser  le  calcul  de  la 
valeur  de  a  Jusqu'à  la  dix-huitième  décimale,  et  considérer 
le  résultat  comme  représentant  jusqu'à  cette  limite  la  valeur 
de  sin  a,  ce  qui  exige  remploi  des  douze  premières  décimales 

du  nombre  ir. 

a* 
Quant  à  la  valeur  de  cos  a\  en  la  supposant  égale  à  1 — -r  • 

on  ne  commettra  pas  d'erreur  dans  les  viùgt-quatre  premières 

décimales,  car  il  est  facile  de  voir  que  --  (0,000002)* ,  est 

moindre  que  l'uAité  du  vingt-quatrième  ordre  ;  et  pour  at- 
teindre ce  degré  d'approximation  pour  le  cosinus ,  la  même 

à" 
valeur  de  a  est  encore  suffisante  :  en  eflèt>  le  terme  —  ayant 

onze  zéros  avant  le.  premier  chiffre  significatif,  et  présen- 
tant d'ailleurs  autant  de  chiffres  significatifs  exacts  que  a , 
les  12  décimales  de  ir,  ou  les  18  de  a ,  nous  en  donneront 
24  pour  cos  â. 
Cela  posé,  prenons  les  deux  formules  de  Th.  Simpson: 

sin(i7i-|-l)a  =  sinmaX2cosa — sin  (m — i)a, 
cos  (m -|- 1  )  a  =  cos  huz  X  2  cos  a  ^  cos  (/7t — 1 }  a^ 

dans  lesquelles  nous  ferons  a=i";  et  supposons-y  succes- 
sivement m=l, m  =  2 y...  Jusqu'à m=999999,  hypothèse 
finale  qui  reproduit  le  quadrant.  En  réalité  d'ailleurs,  on  n'a 
pas  besoin  de  dépasser  le  demi-quadrant  ;  mais  en  admettant 
même  le  cas  défavorable  où  l'on  irait  jusqu'au  quadrant 
entier,  nous  voulons  faire  voir  que  néanmoins,  et  malgré 
r  accumulation  successive  des  erreurs,  on  obtiendrait  encore 
douze  décimales  exactes  pour  les  sinus  et  cosinus  des  arcs 
même  les  plus  rapprochés  de  cette  limite  extrême. 

A  cet  effet,  soit  représentée  par  9  la  fraction  d'unité  du 
dix-huitième  ordre  dont  sin  i"  est  en  défaut;  l'erreur  de 
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C06 1"  devra  être  négligée  comme  étant  d'un  ordre  décimal 
beaucoup  plus  élevé,  ou  plutôt  parce  que  le  nombre  de  chif- 
fres significatifs  exacts  de  cosl"  est  beaucoup  plus  élevé  que 
celui  de  sinl"  (24  au  lieu  de  18). 

D'après  cela,  la  limite  de  Terreur  desin  2^'  sera  2<^,  celle  de 
sin 3"  sera  2(ï>^2— ^,  ou  3^,  celle  de  sin  V  sera  Mx2— 2(J, 
ou  k9,  et  généralement  la  limite  de  Terreur  de  -sin  {m  -f- 1)  1", 
seram^X2 — {m — 1)^,  ou  (m-fl)^^-  Par  conséquent,  ces 
erreurs  successives,  ou  plutôt  leurs  limites  supérieures,  for- 
mant une  progression  par  différence  dont  la  raison  est  ^,  il 
en  résultera  pour  Tare  de  100000(K',  c'est-à-dire  pour  le  qua- 
drant,, une  erreutr  limite  de  1000000^,  ce  qui  fait  la  même 
fractioQ  de  Tunité  décimale  du  12^  ordre ,  que  ^Test  du  18^. 
Conséquemment,  le  nombre  des  décimales  certainement 
exactes  ou  sur  lesquelles  on  peut  compter,  se  trouvera  ainsi 
réduit  de  18  à  12;  mais  il  ne  sera  pas  nécessaire  de  descendre 
au-dessous  de  ce  dernier  nombre. 

De  même,  soit  f  la  fraction  de  Tunité  décimale  du  2V  or- 
dre, dont  le  cosl"  est  en  défaut.  L'erreur  limite  de  cos^' 
sera  fcf ,  parce  qu'ici  les  deux  facteurs  du  terme  cosl"x2cosl'' 
étant  comparables ,  on  ne  doit  plus  rien  négliger.  Celle  de 
cos  3"  sera  5t  X  2  —  f  =  9f  ;  celle  de  cos  h"  sera  de  même 
10fX2— 4f fi=  18f  î  ceUe  de  cos5"  sera  17f  X  2— 9«=25«,  et 
ainsi  de  suite  ;  c'est-à-dire  en  généralisant ,  que  cos  (m-f-i)  1" 
comporte  une  erreur  limite  de 

(m*  +  i)fX2.-(/n-.|)'f=(m-[-irf, 

ce  qui  montera  pour  Tare  de  100"*,  à  10"t ,  et  fera  par  consé- 
quent perdre  à  la  série  des  cosinus ,  12  décimales  sur  les  24, 
de  même  que  la  série  des  sinus  en  avait  perdu  6  sur  18. 

On  voit  donc  que  d'un  côté  comme  de  l'autre ,  on  conserve 
12  décimales  exactes  dans  toute  la  suite  des  calculs. 
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NOTE 

SDR 

LE  CENTRE  DE  GRAVITÉ  DE  L'ARC  DE  CERCLE 

ET 

DES  SURFACES  SPHÉRIQUES. 


Arc  de  cercle. 

V  Soit  une  droite  de  longueur  i  uniformément  pesante  et 
touchant  un  cercle  d'un  rayon  r,  soit  h  la,  distance  du  point 
de  contact  à  un  diamètre  donné,  ce  point  de  contact  étant 
le  centre  de  gravité  de  la  droite,  et  désignons  par  t  la  pro- 
jection de  /  sur  ce  diamètre.  Le  moment  statique  de  la  droite 

/  par  rapport  à  ce  diamètre  =/i/  et  les  triangles  semblables 

rt 
donnent  hl=rt,  d'où  ^  =  7- 

S^  De  là  on  conclut  facilement  que  la  somme  des  moments 
d'un  système  quelconque  de  droites  uniformément  pesantes, 
et  touchant  une  circonférence  par  leurs  centres  de  gravité, 
relativement  à  un  diamètre,  est  égale  au  rayon  multiplié  par 
la  somme  des  projections  de  ces  droites  sur  le  diamètre. 

3"*  A  la  limite ,  un  arc  de  cercle  se  confondant  avec  le  po- 
lygone circonscrit,  il  s'ensuit  que  le  moment  statique  tl'un 
arc  de  cercle  uniformément  pesant ,  relativement  à  un  dia- 
mètre y  est  égal  au  rayon  multiplié  par  la  projection  de  Tare 
sur  ce  diamètre. 

4*"  La  distance  du  centre  de  gravité  de  l'arc  à  un  diamètre, 
étant  égale  au  moment  statique  divisé  par  la  longueur  de 
l'arc  y  il  s'ensuit  que  cette  distance  est  une  quatrième  propor- 
tionnelle à  l'arc,  à  sa  projection  sur  le  diamètre,  et  an 
rayon. 
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5*.  La  distaDce  du  centre  de  gravité  d'un  arc  au  diamètre 
parallèle  à  sa  corde,  est  donc  une  quatrième  proportionnelle 
à  Tare ,  à  la  corde  et  au  rayon. 

Surfaces  sphériques. 

6*  Soit  une  surface  plane  .d*une  aire  T,  uniforniément  pe- 
sante et  touchant  par  son  centre  de  gravité  une  sphère  d'un 
rayon  r;  et  h  la  distance  du  point  de  contact  à  un  plan  dia- 
métral donné  ;  désignons  par  r  Taire  de  la  projection  de  P 
sur  ce  plan  diamétral;  le  moment  statique  de  Taire  /%  pris 

par  rapport  à  ce  plan,  est  =hP=  rr,  car  -  est  le  cosinus  de 

Tangle  que  forme  le  plan  tangent  avec  le  plan  diamétral  ;  et 

ODsaitqœ  r  =  ^-. 
r 

r  De  là  on  déduit  que  la  somme  des  moments  d'un  sys- 
tème quelconque» de  surfaces  planes,  uniformément  pesantes 
relativement  à  un  plan  diamètre,  et  touchant  une  sphère  par 
leurs  centres  de  gravité,  est  égale  au  rayon  de  la  sphère  mul- 
tiplié par  la  somme  des  projections  de  ces*airessur  le  plan 
diamètre. 

8"  Passant  aux  limites ,  il  s'ensuit  que  le  moment  statique 
d'une  surface  sphérique,  pris  par  rapport  à  un  plan  diamètre, 
est  égal  au  rayon  de  la  sphère  multipliée  par  Taire  de  la  pro- 
jection de  cette  surface  sur  le  plan. 

9"  On  conclut,  comme  ci-dessus ,  que  la  distance  du  centre 
de  gravité  d'une  surface  sphérique  à  un  plan  diamétral, 
est  une  quatrième  proportionnelle  à  Taire  de  la  surface,  à  sa 
projection  sur  le  plan  et  au  rayon  de  la  sphère. 

Vf  Soit  ABC  un  triangle  sphérique;  0  le  centre  de  la 
sphère  ;  choisissons  pour  plan  diamètre  celui  dont  A  est  le 
p61e;  la  projection  du  triangle  sphérique  se  confond  avec  celle 
du  secteur  OBC  ;  Taire  de  ce  secteur  est  {r.a;  a  désignant  la 
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longueur  métrique  de  Tare  a  opposé  à  l'angle  A  ;  le  cosinus 
de  Tangle  que  forme  le  plan  de  ce  secteur  avec  le  plan  dia- 
mètre est  =:sincsinB;  donc  la  projection  du  triangle  sphé- 
rique  =^rïxsincsinB;  nommant  S  Taire  du  triangle ,  la 
distance  de  son  centre  de  gravité  au  plan  diamètre  sera 

r'asincsinB 

■^         2S        • 

ir  Autrement;  soit  a  Tare  perpendiculaire  abaissé  du  som- 
met A  sur  la  base  BC;  on  a  sin3=sincsinB;  désignant  par  d 
la  distance  du  centre  de  gravité  du  triangle  sphérique  au  plan 

polaire  de  A ,  on  a  donc  a  =  — — — . 

12"  Soit  P  le  volume  de  la  pyramide  qui  a  pour  sommet  le 
centre  0  et  pour  base  le  triangle  sphérique  ABC ,  et  Q  le  vo- 
lume de  la  pyramide  qui  a  pour  sommet  A  et  pour  base  le 
secteur  OBC;  on  a 
3P=/«, 

r^asina 
3Q=  — - — ;  carrsina  est  la  hauteurdecettepyramide, 

donc  d  =  -^;  ainsi  les  trois  distances  du  centre  de.  gravité 

d'un  triangle  sphérique  aux  trois  plans  polaires  des  sommets, 
sont  proportionnelles  aux  volumes  des  pyramides  qui  ont 
respectivement  pour  sommet  un  des  sommets  du  triangle , 
et  pour  base  le  secteur  opposé. 

13*"  Les  trois  distances  du  centre  de  gravité  aux  plans  po- 
laires >  sont  parallèles  respectivement  aux  trois  arêtes  de  la 
pyramide  sphérique,  et  forment  un  angle  trièdre symétrique 
à  Tangle  trièdre  donhé.  Tm* 
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NOTE 

Sur  un  moyen  élémentaire  de  résoudre  le$  queêtiont  de  géométrie 
relatives  aux  intersectionê  successives  de  lieux  géométriques 
renfermés  tous  dans  une  même  éguation  ou  dans  un  même 
système  d'équations. 

9 AU  K.  H.  CO&ABB, 

^ProresMnrdemathématiqoei,  ancien  ^re  de  l'École  polytecfaniqne. 


1.  Soit  ÂB  ijig.  55)  un  lieu  géométrique  quelconque  donné 
par  une  équation  à  deux  variables  F  (x ,  ^)= 0.  Supposons 
que,  par  rapport  à  un  point  qqtolconque  1A'{x\y)  de  ce 
premier  lieu,  on  en  considère  un  nouveau  N'F  sa  isfaisantà 
des  conditions  géométriques  données,  parmi  lesquelles, 
d'ailleurs,  se  trouve  ou  non  celle  de  passer  par  lé  point  en 
question.  Celui-ci,  en  coordonnées  a:  et^,  pourra  être  re- 
présenté par  le  système  des  équations 

^x,  y,  0/,  y)-=o,     F(y,  y)  =  o. 

Si  Ton  fait  varier  j/,  'ce  système  produit  diverses  lignes  N'F 
N"P',N'"F',  etc.,  relatives  aux  divers  points  M^MMI"',  etc., 
de  la  courbe  proposée.  Ces  lignes ,  par  leurs  intersections 
consécutives  «  forment  un  polygone  N'N''N'''... ,  et,  si  Ton 
vient  à  supposer  que  le  paramètre  x'  varie  d'une  manière 
continue,  le  polygone  IS^N'^N'"  se  change  dans  la  courbe  dont 
on  demande  l'équation. 

Pour  fixer  les  idées ,  soient  a  et  ^  les  coordonnées  du  point 
TX  commun  aux  deux  lieux  géométriques  relatifs  aux  points 
H'  et  M"  de  la  courbe  donnée ,  on  aura,  pour  déterminer  ce 
point,  les  équations 

.p(a,p,j/,y)=o,    F(j/,y)=o, 

Aifif.  n»  MàWtM.  I.  A^ 
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Si  Ton  interprète  maintenant  ces  équations  par  rapport  m 
système 

on  y  trouve  exprimé  la  double  condition ,  que  le  lieu  irQlf' 
représenté  par  f  («,  p,  ic,^)  =  0  passe  par  les  deux  points 
{J^^y)  )  i^'f  y')  ^^  ^^  courbe  proposée.  En  sorte  que ,  pour 
établir  la  réunion  de  ces  points  en  un  seul,  comme  cette 
réunion  a  lieu  en  même  temps  sur  deux  courbes,  il  suflGlt 
d'exprimer  que  le  lieu  géométrique  proposé,  et  la  courbe 
H'QM",  que  nous  pouvons  appeler  (courbe  auxiliaire,  ont  une 
tangeifte  commune  au  point  j/,y.  Or,  d'après  ce  que  nous 
avons  établi  ailleurs  {*)  par  des  considérations  purement  géo- 
métriques, les  coefficients  angulaires  des  équations  des  deux 
tangentes  relatives  au  mèm*e  point  {a/^y) ,  des  deux  courbçs 

«^"*  —  ^.  ft  y  J^  ^*  ""  F^TTT-T^ î  donc,  on  aura  en- 
tre  les  coordonnées  a  et  p  d'un  point  du  lieu ,  la  nouvelle 
équation 

'f'yi^,p>^.y)    ^f(^.y)' 

et  la  question  se  résoudra  par  l'élimination  des  quantités  je'  et 
y  entre  cette  équation  et  les  deux  autres  ^  («,  p,  Jr^^y)  =»0, 
F  (j/,y)=:0,  ou ,  plus  généralement ,  entre  les  équations 

?(^,J^,^,y)  =  0,      F(a/,y)  =  0, 

yV(x,Jr,J/,y)^F^(x^y) 
?V(^.;r,^,y)     *V(^',y)' 
les  coordonnées  x\y  appartenant  alors  à  un  point  quelcon- 
que du  lieu  demandé. 

Dans  les  applications ,  on  se  rappellera  que  la  troisième 
équation  à  joindre  aux  deux  équations  du  lieu  proposé  et  de 
la  ligne  «variable,  pour  éliminer  j/  et  y,  s'obtient  en  égalant 

(•)  p.  268. 
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entre  elles  les  défivées  par  rapport  à  ^i  des  foDCtions  y  qui 
entrent  implicitement  dans  ces  deux  équations;  toutes  les 
autres  quantités  qui  s*y  trouvent  étaot  considérées  conqpie 
des  constantes.  Au  point  de  vue  'algébrique,  voici  donc  le 
théorème  qui  se  trouve  établi':  «  deux  fonctions  de  x  pren- 
nent des  valeurs  égales  pour  une  même  valeur  x'  attribuée  à 
X,  et  ^  cela  ait  encore  lieu  pour  une  autre  valeur  x''  attribuée 
d  X,  /es  dérivées  de  ces  fonctions  seront  égales  quand  on  aura 

x'=x"r). 

.  2.  Lorsque  les  Iignes40nt  les  intersections  successives  for- 
ment le  lieu  demandé ,  sont  renrerniées  dans  une  seule  et 
même  équation,  contenant  par  conséquent  ut  paramètre  arb^ 
traire,  comme  ?(j^  ,:r>  m)  =  0,  Téquation  de  la  courbe  cher- 
chée est  le  résultat  de  Télimination  de  m  entre  les  équations 
ff[x^y,m)=0      et      ^'(j:,^,  m)  =0. 
En  effet,  soient  m'  et  m"  deux  valeurs  particulières  à  m,  et 
<p(j:,^,w')=0,       ff(j:,x,m")=a 
les  équations  des  deux  lieux  géométriques  correspondants. 
Désignons  encore  par  a  et  p  les  coordonnées  de  leur  point  de 
rencontre  ;  il  vient 

et  par  suite 

.        —  m'  — m"  ' 

équation  qui,  à  la  limite,  c'est-à-dire  lorsqu'on  po8em'=w", 
se  transforme  comme  on  sait  danscelle-Hsi  : 

.  yw(«,  p,i»')=o. 

On  a  donc  entre,  les  coordonnées  a  et  p  d'un  point  do  lieu 
cherché ,  les  deux  équations 


les  f  alean  inflnies  sont  exceptées.  Tni . 
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et  réiimination  de  ni  entre  ces  deax  équations,  ou  d«  m 

É 

/  entre  les  siûvantes 

?(«ï^,^,'w)==0,      (p'„,(j:,^,  m)  =  0, 
conduira  à  l'équation  du  lieu  cherché.  C.Q.F.D. 

-  Dans  c&casy  on  voit  que  Téquation  à  joindre  à  celle  qui 
représente  la  famille  des  lieux  géométriques  considérés  est 
réquation  dérivée  far  rappo||  à  m  de  celle  qui  renferme  ce 
paramètre  variable  (*). 

3.  La  théorie  ainsi  établie  d'une  manière  élémentaire,  nous 
4'appliquerons  successivement  à  deux  gy ndes  questions,  celle 
des  développées  jdes  courbes  planes  et  celle  des  contacts  d'un 
ordre  quelconque  de<deux  courbes  planes. 

Supposons  qu'il  s'agir  d'abord  de  trouver  la  développée 
d'une  courbe  plane»  en  d'autres  termes,  le  lieu  géométrique 
des  intersections  successive»  des  normales  aux  'différents 
points  de  cette  courbe,  qui,  par  rapport  à  la  développée,  est 
dite  développante.  Soit  F  (or,  ^)  l'équation  de  la  courbe  con- 
sidérée, équation  que  nous  pouvons  concevoir  sous  la  forme 
explicite  ^^/C^:)  ;  soient,  d'ailleurs  x'  et  y  les  coordonnées 
d'un  point  particulier  de  cette  courbe,  nous  aurons  pour 
déterminer  la  normale  en  ce  point ,  les  équations 

Nous  rappellerons  que  la  composition  de/'Ca/,) ,  établie 
plus  haut,  ne  dépend  nullement  de  la  connaissance  dey(j:). 
Égalons  maintenant  les  deux  dérivées  des  fonctions  y  qui 
entrent  dans  ces  équations',  après  avoir  calculé  ces  dérivées 
comme  il  a  été  prescrit  pour  toute  fonction  impUcite,  et 
joignons-la  aux  équations  qui  précèdent,  nous  obtiendrons 
le^ystème  suivant,  qui  fournira  l'équation  de  la  développée, 
par  réiimination  des  quantités  a/  et  y  : 


nCecas  particulier  enira  dans  le  théorème  général.  I(  salfit  de  rempUeer 
2éro  par  une  fonction  arbitraire  de  x,  y,  m  identiquement  nulle.  Tm. 
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(r-y)/(j^)+(*-x')«=o,     fcj/,/)*©, 

et  ce  système,  si  nous  substituons  à  f[pd)y  son  expression 
générale  —  m    j  _^ .  que  nous  désignerons ,  gour  plus  de 

simplicité ,  par  —  — -,  pourra  lui-même  être  remplacé  par 
cet  autre 

(^-y)F^  -(^^  x^)F^  =0,      F(j:sy)  =  a,         ^ 

F^'.y'  désigiiant  la  denrée  de  Fv  par  rapport  à  y,  ou  de 
Fi' par  rapport  à  J.      (*) 
4.  jipplication  d  Fellipse. 
F(ar',y)=ay+fty— a*ft%  F^=2*'a:',  F,r=i2rty, 

.     FV=2ft%    FV=2a%    FV.y'rsO. 
Le  système  des  équations  précédentes  devient 

jvcr— y)— ay  (X— yj^  0,    tfy+iv*-^a'6«=o, 

En  écrivant  la  première  et  la  troisième  ainsi  quil  soit  :  ' 

éliminant  ensuite  par  réduction  la  quantité  by-^-c^y;  puis 
enfin ,  remplaçanty*  par  sa  valeur  en  ibnction  de  a/,  on  rend 
pins  prompte  l'élimination  de  y,  et  Ton  obtient ,  réductions 
faites  a^a: — cV^^rO,  c  désignant  la  dami-excentricité. 
Or,  la  symétrie  permet  d'écrire  sur-le-champ,  comme  résuW 
tatde  réiimination  de  y,  Téquation 
.'  6tr— cy=0; 

voici  donc  deux  équations  très-simples ,  pour  remplacer  la 
» .  ■  *  ,     .  ■        »  »       .  ^ 

CjU.dériTée  dei^^  e8lP'^-F'^y-£,  celledefT^  «»''^V^""^V  ÎT' 

'  Tm.       ' 
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première  et  la  troiaièine  du  «ystème  ci-dessas.  On  eo  déduit 
immédiatement,  pour  équation  de  la  développée  de.rellipse: 

équation  qu'il  ne  s'agit  pas  ici  de  discuter.     .  . 
Application  à  Vhyperhole, 
En  changeant  simplement  h^  en  ~  fr\  oni>btient* 

«  c  désignant  encore  la  demi-excentricité. 

.  Application  à  la  parabole. 

r(j/,y)'=r"-2pa/,  Fv=-2p,  Fv=2y>  F'*'=o^ 

Le  système  en  quef^tion  devient  donc 

/'(r— y}+y(J^— j:')  =  0,    y*— 2pj:'=0, 

Partant ,  l'on  obtient  pour  équation  de  la  développée. 

On  sait  que  cette  équation  est  aussi  celle  du  lieu  des  points 
d'où  Ton  peut  mener  deux  normales  à  la  parabole ,  lieu  qui 
sépare  la  régipn  des  points  d'où  l'on  peut  mener  trois  nor- 
males à  cette  courbe,  de  eelle  des  points  d'où  l'on  n'en  peut 
mener  qu'une. 

S.^héorie  des  contacts  des  divers  ordres. 

On  sait  que  deux  courbes  sont  dites  avoir  un  contact  de 
l'ordre  n ,  lorsqu'elles  ont  n  + 1  points  communs  réunis  en 
un  seul,  ou  n  éléments  consécutifs  communs. 


C)  Lieu  géométriqae  des  pointft*d'où  Ton  peut  mener  trois  normales  à 
laconiqte;  par  des  points  à  l'jétérieur  on  peut  mener  quatre,  et  A  Pèxlérienr 
d^tix  normales,'  de  même  pour  Thyperbole.  Toutes  les  courbes  données  par 
r'èqnatiiui  a»ac*»4**  »"*  —c«*»  jouissent  de  propriétés  communes  que  M.  Umé 
•  développées  dans  un  admirable  ouvrage  publié  en  1818.  Tm. 


Digitized  by 


Google 


Il  est  facile ,  d'après  ce  qui  précède,  d*ètablir  les  conditions 
analytiques  de  cet  ordre  de  contact;  mais  commençons  par 
le  contact  du  deuxième  ordre ,  celui  du  premier  ordre  étant 
déjà  connu. 

Soient  Vl,  M'\  W  trois  points  communs  à  deux  courbes 
A  et  B,  dont  les  équations  sont  généralement  F(;r,  j^)=:ft 
et  7  (x ,  j^) =0 ,  que  nous  pouvons  concevoir  sous  les  formes 
explicites^  ==/*(x)  et ^  =3 r(x).  (Nous  nous  dispenserons  de 
tracer  une  figure,  il  est  facile  de  se.  la  représenter).  Si  nous 
désignons  par  a/  et  y,  x"  et^",  x"'  et  y",  les  coordonnées 
de  ces  trois  points ,  nous  avons  les  trois  équations  de  condi- 
tion: 

(i\      i  F(j^,y)==o,   y(x',y)  =  o, 

^'^  l    ou      f(X^)=<f{^), 

(2)  /(x")=<p(^'), 

(3)  ^/(x'")  =  ?(x'"); 

dans  lesquelles  il  faut  exprimer  que  les  quantités ,  d*abord 
distinctes,  x',  x",  a/",  viennent  se  confondre  dans  la  seule 
quantité  j/,  par  exemple. 

Le  théorème  énoncé  d**  1  (p.  283),  appliqué  au  système  dos 
équations  (1)  et  (2),  où  l'on  voit  deux  fonctions/ (x) ,  f  (x), 
qui  sont  égales  pourune  même  valeur  x',  puis  pour  une  autre 
valeur  jc",  que  Ton  considère  ensuite  comme  devenant  égale 
àx',  nous  permet  de  remplacer  l'équation  (2)  par  celle  qu'on 
obtient  en  égalant  les  deux  premières  dérivéis  de  ces  fonc- 
tions, savoir/' (x') ,  y'(x').  Pareillement  l'équation  (3),  par 
rapport  à  l'équation  (2),  peut  se  remplacer  par  l'équation 
f{a/')=ff'{af^);en  sorte  que  nou%  avons  déjà  le  système 
suivant,  pour  remplacer  les  trois  équations  primitives  : 

/(j/)=ç(x'), 

/(.r'j^yCx'), 

/(x")i=t'(^'). 
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En  appliquant  encore  le  théorème  dont  il  s'agit  atix  deox 
dernières  équations ,  dans  lesquelles  on  trouve  deux  fonclioai 
f'(x')  et  y  (j/) ,  qui  satisfont  aux  conditions  de  ce  théorème, 
nous  obtenons  enfin  les  équations: 

/(j/)  =  ç(a/),  '  /  =  ^, 

y'(«*^)=f  (•^')»    pu  simplement  /'=?', 

qui  présentent  les  trois  conditions  connues  d*un  contact  du 
deuxième  ordre  >  savoir  Tégalité  des  fonctions  au  point  que 
Ton  considère,  l'égalité  de  leurs  premières  dérivées  et  l'éga- 
lité de  leurs  secondes  dérivées. 

Bassons  au  contact  du  troisième  ordre. 

Soient  M',  M",  M'",  M*%  les  quatre  points  communs  aux 
deux  courbes  A  et  B,  et  x'  et/,  Jt^'  ety ,  jcf"  et  /",  etc.  ; 
les  coordonnées  respectives  de  ces  points.  Les  équations  piir 
mitives  sont 

(2)  -    /(;r")=?(^'). 

(3)  /(j/'')==^(^.,^ 

(4)  y(j,u):=^(^t). 

En  vertu  du  théorème  du  n""  1 ,  nous  les  remplaçons  suMi- 
sivement  par  les  systèmes  que  voici: 


ou  simplement 

/=t»     f-=^\\     /"  =  /',  f"  =  r^ 
MaiaCenant,  sans  qu'il  soit  besoin  d'effectuer  de  semblables 
transformations  de  systèmes ,  on  peut  s'élever  aux  condiUons 
du  contact  d'oo  ordre  n  en  général.  L'analogie  pernet  d'é- 
crire ces  conditions  ainsi  qu'il  suit: 
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y=:y,  /'=ç\  r^i\  /'"=rv.-  r(-)=fC-). 

Au  reste,  si  Ton  voulait  donner  à  cette  conséquence  toute  la 
rigueur  possible,  on  pourrait  démontrer  facilement ,  à  la 
manière  en  usage  dans  le  binôme  de  Newton ,  la  généralité 
de  la  loi  qui  s'établit  d'elle-même  pour  les  contacts  des 
deuxième  et  troisième  ordres. 

En  revenant  sur  le  sens  géométrique  de  la  question ,  si 
Tta  interprète  particulièrement  chacun  des  systèmes  consé- 
cutifs ,  on  reconnaît  que  la  question  est  complètement  réso- 
lue, et  Ton  voit  en  outre  en  quoi  chaque  système  contribuée 
la  résoudre.  Ainsi ,  dans  le  cas  du  contact  du  troisième  ordre,  . 
par  exemple ,  le  premier  système  indique  seulement  Texis- 
tence  de  quatre  points  communs  aux  deux  courbes  A  et  B. 
Le  deuxième  témoigne  que  chacun  des  points ,  à  partir  du 
quatrième,  est  venu  se  réunir  au  précédent,  en  sorte  que  les 
deux  courbes  n'ont  plus  que  trois  points  communs  distincts; 
mais  aussi,  trois  tangentes  communes  en  ces  points.  Le  troi- 
sième système  indique  que  chacun  de  ces  trois  points  s'est 
réuni  au  précédent ,  en  sorte  que  les  deux  courbes  n'ont  plus 
lue  deux  points  communs  distincts  y  mais  aussi  deux  tangentes 
lommunes,  dont  l'une  est  la  réunion  de  deux  éléments.  Enfln, 
1(  dernier  système  montre  que  les  deux  courbes  ont  un  point 
c«nmun  et  trois  éléments  consécutifs  communs  en  ce  point; 
cequi  est  le  caractère  propre  du  contact  du  troisième  ordre, 
(e  serait  ici  le  lieu  de  parler  du  cercle  osculateur  et  de  ses 
proiriétés.  Mais  nous  n'avons  eu  pour  but  que  de  faire 
voir  comment  on  peut  rendre  tout  à  fait  élémentaire  la 
résoixtion  des  deux  genres  de  questions  que  nous  avons 
"  traités  dans  cette  note. 
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QUESTIONS  PROPOSÉES  AUX  EXAMENS. 

VAH   M.   OXkODDB, 

Professeor  au  Collège  roynl  de  Henri  lY. 


1.  Circùnscrire  à  une  ellipse  un  rectangle  équivalent  à  un 
carré  donné  m*. 

1"  SOLUTION.  Soit  CDÊF  (fig.  64) ,  le  rectangle  demandé  : 
ses  sommets  appartiennent ,  comme  on  sait ,  à  une  circonlé- 
rence  concentrique  à  Tellipse  p^posée  et  qui  a  pour  rayon 
V^a^+b^y  c'est-à-dire,  la  corde  AB;  donc  ses  diagonales  se  croi* 
sent  au  centre  0  et  sont  ainsi  des  diamètres  de  Tellipse.  Or, 
DF  étant  un  diamètre  qui  passe  par  le  point  de  concours  des 
deux  tangentes  DC  et  DE,  divise  en  deux  parties  égales  la 
corde  GI ,  qui  joint  leurs  points  de  concours  ;  4onc  Gi  ctt 
parallèle  à  CE  (réciproque  d^an  théorème  connu  de  géo- 
métrie) ,  et  par  conséquent  les  deux  diamètres  CE  et  DF  sont 
conjugués.  Il  suit  de  là  que  si  l'on  peut  déterminer  Taugb 
sous  lequel  ces  diagonales  se  coupent,  il  sera  facile  de  Us 
tracer  y  et  par  suite  de  construire  le  rectangle  demandé,  mr 
il  suffira,  pour  cela,  de  joindre  deux  à  deux  les  poistsim 
leurs  directions  rencontreront  la  circonférence  décrite  du 
centre  0  avec  un  rayon  égal  à  la  corde  AB. 

Soit  B  rangle  inconnu  COD  :  Taire  du  triangle  CODaara 
pour  expression  7CO.DO.  sinO,  de  sorte  que  réqiiati«n  du 
problème  sera 

2C0.0D.sin  8  =  «% 
ou  bien 

m? 

2(a'+^')  8ine=m%       d'où      sin  Ô=  -- — r-î-. 
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Pour  coDStraire  cet  abgleO,  je  commence  par  ftQbatiiqer 
le  rapport  de  denx  lignes  à  celui  des  deux  carrés-—  et 
(a'-f^*),  en  cherchant  une  troisième  proportionnelle  aux 

droites  ABsaV^a'+è"  et  %/—.  Je  prends  donc  sur  la  tan-- 

geDte  au  point  A  une  distance  ÂK  égale  à  la  moitié  de  la  dia- 
gonale du  carré  donné  rr^ ,  je  décris  une  circonférence  du 
point  A  comme  centre^  et  ayec  AB  pour  rayon  ;  je  joins  LK, 
et  en  élevant  au  point  K  une  perpendiculaire  KZ  à  LE, 

m'  A  7 

j'aurai  AZ  =  -: —  et  par  conséquent  sin  G=  --g;  main<^ 

2  Va'+b'  •  ^^ 

tenant,  je  mène  parle  point  Z  une  perpendiculaire  ZT  terminée- 

à  la  circonférence  que  je  viens  de  décrire,  je  joins   TA,* et  . 

TangleTestégalàO. . 

Il  ne  s*agi|  donc  plus  que  de  trouver  deux  diamètres  con- 
jugués qui  fassent  entre  eux  un  asgle  égal  à  T,  ce  qui  sera 
bcUe,  car  le  prolong^eiiieiit  de  AT  coupera  la  direction  du 
petit  axe.  précisément  au  centre  de  Tare  ^M'A'  capable  du 
sapplépieut  de  Tangle  T. 

Le  problème  est  susceptible  de  deux  solutions,  puisque 
Ton  peut ,  en  général  »  trouver  deux  systèmes  de  diamètres 
conjugués  qui  se  croisent  sous  un  angle  donqé^  et  les  deux 
rectangles  qui  le  résolvent  sont  placés  symétriquement  par 
rapport  aux  deux  axes. 

2.  Quel  est  le  plus  grand  rectangle  que  Vonpuisse  circonscrire 
aune  ellipse?  —  L'aire  du  rectangle  circonscrit  ayant  pour 
expression  2  {a^'\-b'^)  sin  9 ,  on  voit  que  cette  aire  sera  maxi- 
mum quand  Tangle  0  sera  droit  :  or,  les  axes  de  Tellipse  étant 
les  seuls  di^ètres  cqnjugués  qui  soient  rectangulaires,  on  en 
conclut  que  les  diagonales  du  rectangle  maximum  sont  diri- 
gées suivant  les  axes  de  la  courbe,  et  que,  par  conséquent,  ce 
rectangle  est  le  carré  formé  en  joignant  les  points  où  \eè  di- 
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rectos  de  ces  axes  rencontreDt  la  drcoQférence  décrite  du 
point  0  comme  centre ,  avec  un  rayon  égal  à  AB. 

3.  Quel  est  le  plus  petit  rectangle  que  Von  puisse  circonscrin 
à  une  ellipse  ?  —  L'aire  du  rectangle  circonscrit  sera  mini- 
mum quand  sin  0  sera  le  plus  petit  possible,  c'est-à-dire,  quand 
ses  diagonales  seront  dirigées  suivant  les  diamètres  conjugués 
égaux  de  TeUipse ,  de  sorte  que  le  rectangle  minimum  est 
celui  même  qui  est  construit  sur  les  axes  de  cette  courbe. 

Il  est  facile  de  voir  que  notre  solution  conduit  à  ces  limites 
inférieure  et  supérieure  du  rectangle  circonscrit.  En  effet, 
pour  que  nos  constructions  puissent  s'effectuer,  il  faut 
d'abord  que  la  perpendiculaire  ZT  rencontré  la  circonférence 
AL,  et  par  conséquent  que  AZ  soit  plus  petit  que  Afi  : 
donc 

f.         <|/^M^%        d*où        m'  <  2{a*+*')  ; 

Ainsi  le  maximum  de  Taire  du  rectangle  circonscrit  à  notre 
ellipse  est  m'=2(^C+*')  ;  ^*  valeur  correspondante  de  sin* 
étant  l'unité,  nous  en  concluons  que  lés  diagonales  de  ce  rec- 
tangle sont  dirigées  suivant  les  axes  principaux  de  i'elHpse. 

AZ  étant  plus  petit  que  AB,  on  pourra  construire  le  trian- 
gle AZT,  ce  qui  fera  connaître  l'angle  T;  mais  il  faut  encore 
que  l'arc  capable  de  cet  angle ,  et  qui  a  A  A'  pour  corde ,  ren- 
contre l'ellipse,  et  pour  cela  que  son  rayoa  CXA  soit  pto 

grand  que  O'B.  Or,  il  est  facile  de  voir  que  00'  =  — ^, 

tang» 

u 

O'Acs^— -;  donc 

sin  r 

sine-^   "^  tangO' 
condition  qui  revient  à 

a>^sin^+^c<>5®  ; 
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d*où,  en  remplaçant  sin  0  et  ces  0  par  leur  valeur  ^ 

bm*+ay  4(a'+6»)'— m"* 

00  tirera  facilement  de  cette  dernière  inégalité 

/»•  >hab. 

Ainsi,  Taire  da  fHus  petit  rectangle  que  l'on  puisse  circon- 
scrire à  une  ellipse  est^Ie  à4a&,  ce  qui  donne 

Ot,  Tangle  formé  par  les  cordes  supplémentaires  qui  joignent 

Tune  des  extrémités  du  petit  axe  à  celles  du  grand  a  précisé- 

%ib 
ment  -mr  pour^inus  ;  donc  les  diagonales  du  plus  petit  rec- 

tangle  que  Ton  puisse  circonscrire  à  une  ellipse  sont  les  direc- 
tions mêmes  des  diamètres  conjugués  égaux. 

4.  2*  SOLUTION.  Ayant  reconnu ,  comme  nous  Tavons  fait 
plus  haut,  que  les  diagonales  du  rectangle  demandé  forment 
un  système  de  diamètres  conjugués,  je  suppose  que  Ton  «ft 
pris  pour  axes  des  ordonnées  et  des  abscisses  le  petit  et  le 
grand  axe  dh  Tellipse  proposée,  et  j'appelle  {Jtf,y)  les  coor- 
données du  sommet  D  :  Féquation  de  la  droite  GI,  qui  joint 
les  points  de  contact  des  deux  tangentes  DC  et  DE ,  sera 

et  par  conséquent  on  aura  pour  celle  du  diamètre  CE  qui 
lai  est  parallèle 

ayr-féVxssO. 

Donc  la  perpendiculaire  abaissée  de  D  sur  CE  aura  pour 
expression  "* 


V/^y  •+6*:c''  ' 
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dé  sorte  que  l'on  exprimera  que  Taire  du  rectangle  GDEF  eat 
égale  à  celle' du  carré  m?,  en  écrivant 


Il  y «r-r 

2 '^"•+'■•7^ 


ou,  ce  qui  revient  au  même , 

m*(«y'+Mj/7  =  4(a'+y)  (^y+éV*)*....  (1) 

d'ailleurs 

a/'^J'=a'+b' S) 

«  puisque  le  point  D  appartient  à  la  circonrérence  décrite  du 
point  O  comme  centre  avec  \/a*-{'b*  pour  rayons  Telles 
'  sent  les  detlx  équations  du  problème. 

En  éliminant  y  entre  les  deux  équations  (i)  et  (2]  on  aura 

(a^—b')ji/'+a*\k(a^+by  —  m^\^0 (3) 

Or  Jt/  ne  représente  pas  Tabscisse  d'un  sopmet  en  particulier , 
donc  les  racines  de  cette  équation  doivent  être  toutes  quatre 
réelles,  ce  qui  exige  déjà  que  son  dernier  terme  soit  positif; 

dbnc  il  faut  que 

m'<2(a»+i'); 

mais  cette  condition  n*est  pas  suffisante,  il  faut  encore  que 
'Ton  ait 

j  8a'(a*+*')-m< }  «_1 6a* }  4(a'+6')*— m*  |  >  0, 
d'où  /«•>4afc. 

Ainsi  le  maximum  du  rectangle  circonscrit  est  2(a'4-i*), 
ce  qui  donne  j/*=0  et  j/  =  ±:  \/a»4-^';  et  son  minimum 
esikab.  Dans  ce  cas ,  le  premier  membre  de  Téquation  (3)  est 
un  carré  parfait ,  et  comme  son  dernier  terme  se  réduit  è 
4a^(a' — b^y ,  lorsque  m*=Aab,  on  en  conclut  que  le  produit 
des  deux  valeurs  de  j/'  est  a*,  et  que  comme  elles  sont  ^ales 
j:'=a%  d'OÙ  J?'=d=a.  Le  rectangle  minimum  est  donc  le 
rectangle  même  qui  est  construit  sur  les  axes  de  Tellipse,  et 
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le  reetangie  maximum  a  pour  sommets  lea  polnto  où  ces 
mêmes  axes  sont  rencontrés  par  la  circonférence  décrite  du 
point  0  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à\/â^fF. 

Lorsque  m*  sera  compris  entre  4^&  et  2(a'-f  ^*)  »  les  quatre 
racines  de  Téquation  (3)  seront  réelles ,  ettcomme  à  chacune 
correspondent  deux  valeurs  de  y  égales  et  de  signes  con- 
traires,  le  problème  admettra  deux  solutions  qui  seront 
fournies  par  deux  rectangles  symétriquement  placés  par  rap- 
port aux  deux  axes  de  Tellipse. 

5.  Quelle  est  la  courbe  engendrée  par  lesommet  d'une  para- 
bole de  forme  invariable  qui  se  meut  en  restant  constamment 
tangente  à  deux  droites  rectangulaires  données. 

Nous  prendrons  les  deux  droites  données  pour  axes  des 
coordonnées,  et  alors  si  Ton  désigne  par  (x,  p)  les  coordon- 
nées du  foyer  de  la  parabole  mobile ,  dans  Tune  de  ses  posi- 
tions,  son  équation  sera  de  la  forme 

ly-pr+(^-<^T^inijr+nx+py 

avec  la  condition 

m*-|-n*  =  l (1) 

Mais  comme  la  directrice  d'une  parabole  est  le  lieu  des  som- 
mets de  tous  les  angles  droits  dont  les  cdtés  sont  tangents  à 
cette  courbe ,  on  doit  avoir 

p=0 (2) 

puisque  dans  toutes  les  positions  que  la  parabole  pourra 
prendre,  sa  directrice  passera  toujours  par  le  point  d'inter- 
section des  deux  droites  données,  c'est-à-dire  par  Torigine. 

L'axe  étant  une  perpendiculaire  abaissée  du  foyer  sur  la 
directrice,  a  pour  équation 

j.-p=-^(x-.) (3) 

Si  l'on  appelle  {x^^y)  les  coordonnées  du  point  où  il  coupe 
la  directrice,  et  (x,y)  celles  du  sommet,  on  aura  évidem- 
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ment   x  =       '     ek  y  =  ,    d'où  y  =  2x  —  «  et 

y=S!r— P;  quantités  qui  doivent  vérifier  l'équation  my-^-nx 
=0  de  cette  directrice  ;  donc 

/»(f/— P  -f  n(2a:— a) = 0 (4) 

Le  paramètre  2^ ,  dont  la  valeur  fixe  les  dimensions  de  la 
parabole  mobile,  est  double  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
foyer  sur  la  directrice  ;  ainsi 

l»?+n«=±:A: (B) 

Enfin  on  trouvera  facilement  que  la  condition  de  contact  de 
la  courbe  avec  Taxe  des  x  est 

(P'+aV-P»=0 (6) 

TeUes  sont  les  équations  qui  expriment  toutes  les  condittons 
de  la  question  9  car  en  écrivant  que  la  directrice  passe  par 
Forigine  dés  coordonnées  rectangulaires  et  que  l'axe  des  x 

^  est  tangent  à  la  courbe  y  nous  avons  écrit  que  Taxe  des  y  la 
touche  aussi. 

n  suit  de  là  que  pour  tout  système  de  valeurs  des  quantités 
m,  Uy  d^  b  qui  vérifieront  les  équations  (1),  (5)  et  (6),  oa 
tirera  des  équations  (3)  et  (&)  un  couple  de  valeurs  de  x  et^, 
qui  seront  les  coordonnées  du  sommet  de  la  parabole ,  dans 
la  positon  que  lui  assigne  le  système  de  valeurs  de  m^n^  a^p 

'  'dont  il  ^agit.  Par  conséquent ,  si  on  élimine  m,"  n,  a,  p  entre 
les  cinq  équations  (1),  (3),  (h),  (5)  et  (6),  on  obtiendra  une 
.équation  en  x  et  en  j^  qui  sera  satisfaite  par  tous  .les  couples 
et  par  les  seuls  couples  de  valeurs  de  x  et  de  ^  qui ,  conjoin- 
tement avec  certaines  valeurs  de  ces  variables  m^n,  a,  p,  peu- 
vent vérifier  ces  équations  ;  donc  le  lieu  de  cette  équation 
finale  est  précisément  celui  des  sommets  de  la  parabole  mo- 
bile. Et  en  eiïet,  cette  équation  finale  étant  indépendante  des 
quantités  m,  n,  a,  p  qui  fixent  la  position  du  sommet  dont  on 
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a  désigoé  les  coordonnées  par  x  et  par  j^ ,  n^exprime  pas  un» 
propriété  partieulière  aux  coordonnées  de  ce  point  plat6t 
qu*à  G^j|e§  de  tout  autre  point  déterminé  par  les  mêmes  con- 
ditions :  elle  est  donc  l'expression  .de  la  relation  constante 
qui  existe  entre  les  coordonnées  du  sommet  de  notre  para- 
bole dans  chacune  des  positions  qu'il  peut  prendre  ;  donc 
elle  est  Téquation  de  la  courbe  qu*il  décrit. 

Il  s*agit  donc  d'effectuer  Télimination  des  quantités  m,  n,  a,  j3 
entre  les  équations  (1) ,  (3) ,  (4),  (5)  et  (6)  ;  pour  y  parvenir , 
j'additionne  membre  à  membre  les  équations  (4)  et  (5) ,  ce 
qui  me  permet  de  remplacer  Téquation  (4)  par  l'équation 

résultante 

2(«^+/ix)=±A:; (7) 

Pois,  au  carré  de  l'équation  (5)  j'sjoute  l'équation  (6),  et  en 
•  ayant  égard  successiYement  à  l'équation  (1)  et  à  l'équation  (5)» 
je  substitue  ainsi  à  l'équation  (6)  l'équation 

2««  =i-±ik^      d'où      «  =  ±  -— . 

2/1 

En  remplaçant  a  par  cette  valeur  dans  (5),  on  trouvera 

k 
p  =  dbr— .  Je  substitue  maintenant  ces  valeurs  de  a  et  de  |3 

dans  (3) ,  ce  qui  donne 

^mx  [ny  +/i»/i)  =d:A:(n* — w»*). 
Mais  si  on  élimine  k  entre  cette  équation  et  la  7*,  il  viendra 

Q^x — TO^yssaO,  d'où  m  =  /i  V  —  , 

puis ,  en  reportant  cette  valeur  dans  (7) , 
211(1^.5^  j:)=:t*.       d'où      n=r±:— — — — — ^ 
et  par  suite 

^^± i 

Ahk.  »i  Matb«ii.  I     .  ^ 
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Il  ne  reste  phis.  pour  aroir  l'équatlen  cherchée,  qu'à  sab- 
stltaer  ces  valeurs  dans  (1) ,  et  on  trouvera  ainsi 

SI  Ton  veol  hire  évanouir  les  radicaux  de  cette  équation^ 
on  posera 

et  on  trouvera  ensuite 

*w  {t+p)  =  ^,       d'où       64»^^  { £î-f.SfP(r+>')+f^ }  =  it«. 

Mais  f^r(r-f-f^)  ===  -r-  »       donc  enfin, 

Telle  est  l'équation  demandée. 

Pourriex-'vous  construire  par  poifits  la  courbe  décrite  par 
le  sommet  de  la  parabole?  —  Par  le  point  d'intersection  O 
(fig.  6k)  des  deux  droites  données,  menons  une  droite  quel- 
conque RS  et  prenons-la  pour  .directrice  ;  alors  si  on  lui 
mène  une  parallèle  à  une  distance  égale  au  quart  du  para- 
mètre,  ce  sera  la  tangente  au  sommet,  et  par  conséquent  le 
lieu  des  projections  du  foyer  sur  toutes  les  tangentes  à  la  pa- 
rabole dans  la  position  que  nous  lui  supposons;  donc  les 
points  A  et  B  où  elle  coupe  les  deux  droites  données  sont  les 
projections  sur  cette  droite  du  foyer  de  cette  parabole.  Donc, 
en  menant  par  A  et  par  B  des  parallèles  aux  droites  données, 
on  aura  le  foyer  F ,  de  sorte  q^'en  abaissant  de  F  une  per- 
pendiculaire gur  AB-y  le  sommet  C  sera  déterminé.  En  don- 
nant une  seconde  position  à  la.  droite  RS,  on  aura  une 
^coBde  position  du  sommet,  et  ainsi  de  suite. 


O  On  raclIlM  la  difcnasion  de  It  eourbe  en  passant  aax  eoonkMiDéea  po- 
laires. On  a  4t«;4s«+3A9)»lkicoséetf  ,éqnation  qu'on  peat  tronrer  diraetement. 

Tm. 
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Déterminer  réqiuiiion  de  la  courbe  d'après  ce  tracé.  — 
Soient  OA  et  OB  les  axes  des  .r  et  des  ^  ;  a  et  ?  les  coordon- 
nées de  F ,  réquation  dé  AB  sera  ■    "^ 

y        X 

f +T=* m 

Par  conséquent ,  on  aura  pour  celle  de  FÇ 

Mais  FC  est  le  quart  du  paramètre  2k ^  donc 

En  éliminant  les  variables  a  et  3  entre  ces  équations,  on 
aura  réquation  du  lieu  des  sommets. 
De  réquation  (1)  je  tire 

|8=-^.  d'Où  y-p^-^.. 

puis  je  subflititue  cette  valeur  de  Cr— 13)  dans  (3) /ce  qui 
donne 

(o^xf=xy\  d'où         a=  |^i(J>^xM-^7"). 

Mais  comme  les  équations  (1)  et  (2)  soât  composées  symétri- 
quement des  quantités  x  et  j^,  «  et  ^J'aurai  par  une  simple 
permutation  de  lettres 

Il  n'y  a  plus  qu'à  substituer  ces  valeurs  de  «  et  de  ^  dans 
l'équation  (3)  pour  obtenir  l'équation  du  lieu  demandé,  ce 
qui  ne  saurait  présenter  de  difficulté. 


OCeMAJéqnaUoii  est  le  li«a  géomécriqut  du  foyer;  ligne  du  qatlriéiM 
degré;  il  est  facilç  maintenant  de  trourer  le  lieu  d'un  point  quelconque,  titiié 
danf  le  plan  de  la  parabole'moliUe  ;  a—*  aotèr.39  ;  éqa«lioft  polaire  da  Heu  du 
foyer.  Tm. 
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OhiervaUons.  !•  Posons    . 

9 

4 

La  première  équation  représente  Tenreloppe  d'une  droite 
de  longueur  constante  — -, ,  s'appujant  par  les  eiMmités 

ITlT 

sur  les  axes  des  coordonnées;  la  seconde  est  Téquation  d*aiie 
hyperbole  équilatère;  faisant  varier  m,  Tintersection  de  ces 
deux  courbes  décrira  le  lieu  cherché  du  sommet  de  la  pa- 
rabole. 
^  Posons 

m     4 

La  première  équation  représente  un  cercle  et  la  seconde 
une  hyperbole  équilatère  ;  faisant  varier  m ,  l'intersection  de 
ces  courbes  mobiles  donne  encore  le  lieu  cherché.      Tm. 


NOTE 

SDR 

LES  DIAMÈTRES  CONJUGUÉS; 
VAH  M.  oAmrs, 

Professeur  au  Collège  Bourbon. 


1.  Soient  OA,OB^  {fig.  66),  deux  demi -diamètres  coi^a- 
gués ,  soient  a/^y  les  coordonnées  du  point  A',  x^\  r"  celles 
du  point  V,  je  disqu^on  aura  les  relations 
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les  équations  dés  droites  Oà',OB'  sont 

^y       -  y 

y—j'»    y-  ■^^> 

tes  droites  étant  des  diamètres  coqjogaés ,  qp  a  la  relation 

yy *• 

les  deux  points  {3if,y')i  (3f,y)  appartenant  à  l'ellipse,  on  a 
les  relations 

«     y=^(a'-x"),  (3)/'*=-^(a'-*"«), 

en  les  multipliant  entre  elles  on  a 

yy''=^(a*-^*~)(«*-j:"'),- 

réquatiODClldoDiieyy^ïrz-r  j/V:  Su]i>stittant    dabs 
réquation  précédente  on  â  ' 

d*où 

On  tire  immédiatement  de  cette  relation 

en  Yertu  de  cette*  relation  les  éqoatiofls  (2)  et  (3)  devienneat 

..    ajoutant  menibre  à  «^^bre  ce»  deux  équations,  on  a 


La  figure  donne  immédiatement  les  relations 


(5) 
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d'où  l'on  tire 

or,  les  équations  (k)  et  (5)  étant  filoutées  ensemble  donnent, 
dpnc  on  a 

2.  Le  paraUél<>gramaie  construit  suc  les  diamètres  oopju- 

gués  estOA^CB'  {fig.  67),  en  menant  BT parallèle  à  OA,  oip 

obtient  le  parallélogramme  OVFT  équivalent  au  premier^Ce 

dernier  a  pour  mesure  OTxy.Or,  OT  (distance  de  roriglDe 

au  point  où  la  tangente  rencontre  Taie  des  j:)  est  égala 

a"  '  b 

--^  ;y  d'après  les  relations  poêcédenles  est  égal  à  -a/,  donc  le 

parallélogramme  ? 

OBTT=^X-^^=ûô,  • 

X   .    a 

donc  aussi  le  parallélogramme  Of'CB'  construit  dans  lesdemi- 
^  diamètres  copjuguésest  égal  au  rectangle  i»&'(DODStniit  sûr 
les  demi-axes. 

3.  Pour  appliquer  cette  démonstration  à  Tbyperbole  dont 
réquation  est  a>« — 6  V =— a*6',on  considère  en  même  temps 

.  V.  lïiyperbole  conjuguée  dont  Téquation  est  ay*--b^x*z=^a^F, 
OA'  (/îfl'.  68)  étant  un  diamètre  de  la  première  (quria  rm- 
contre  au  point  A'  dont  les  coordonnées  sont^',y },  son  con- 
jugué sera  OF  (qui  rencontre  la  deuxième  au  point  V  dont 

les  coordonnéessont  ^d'^^')  :  A'  étant  un  point  de  la^pièmière 

w'  '  • 

ona 

b' 


(t)  y'=-i^'-a')i 

V  étant  un  point  de  la  deuxième  on  à 

(3)  y'"=ï  ^(-r-'+a'), 


V^' 


<< 
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ifôù  en  nuiltipliant  membre  à  membre  od  a  ^  * 

(3)  yy=:4(^-'»')(^'*-H»*)'' 

y  y    ^' 

'  .OA'.OB' étant  des  diamètrescoDjugQés  on  a'^;T-:T;= —  d*où 
yy = — x'»a/'%  comparant  avecJ4) ,  on  a  ^ 

d'où  on  tire  j/'-^v^ =a*  (5).  En  yertu  de  cette  équation  te 
équations  (1)  jet  (2)  deviennent 

'  d'où  l'on  tire  y'-y%=^(x'"—x'')r  ouy-y=— *'(6)i 
joutant  ensemble  les  équations  (5)  et  (6)  on  a 

La  figure  donne  immédiatement 

'  en  substituant  dans  l'équiiMon  précédente  on  a  . 

Onroitde  m6me  que  le  parallélogiammeOAFGB'  se  transforme 
dans  OTFB^qui  a  pour  mesure  OTXr"- 
'a'  b 

donc  OTFV,  et  par  suite  1 

Oà'CB'=^  X-J:'  =  a6.  C.Q.F.D. 

X        a  « 


&.  On  peut  $J)réger  de  la*manière  suivante  la  démonstra- 
tion donnée  dan?  l'ouvrage  de  M.  Lefébure  deFourcy  (  Gé^ 
métr..afialyt.,  V  éditr,  p.  262),  on  a 
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(3)  tgaxtg«'=--: 


»'*    aI>    /.'S 


divisant  les  deux  termes  des  fractions  a"  et  b**jp9j  cos'a  ^ 
cos  Vy  et  observait  que 

ona       . 

réquation  (3)  donne  tga'= rar—,  substituai) tdatis(i)(to 

trouve  en  faisant  les  réductions  &'"=:    :I\    .  .^^(6)f  Ajoutant 

^tga  +  P 
(<►)  et  (6)  on  a 

5.  Même  démonstration  pour  l'hyperbole. 


QUESTIONS  PROPOSÉES  AUX  EXAMENS. 

PAR  II.  buXUUBI  , 

Professeur  '  6é  mat^matiques. 


^ .  Trouver  les  propriétés  communes  aux  paraboles  repré- 
sentéespar  Féquation 

(les  axes  des  coordonnées  étant  supposées  nactangulaires). 
On  appelle  propriété  commune  aux  courbes  représentées 
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par  une  équation  qui  reDferme  des  constantes  arbitraires , 
une  relation  existant  entre  le?  coeflScients  de  chacune  d'elles, 
indépendamment  de  toutes  valeurs  particulières  attribuées  à 
ces  constantes.'  '^    ^ 

Dans  Vki  questions  semblables  à^la  proposée,  on  doit  d'a- 
bord déterminer  le  nombre  des  propriétés  cothlnuD^  essen- 
tiellement distinctes  que  doivent  avoir  les  courbes  dont  on 
s'occupe.  Il  est  facile  dé  voir  ^ue  les  paraboles  dont  il  s'agit 
en  ont  trois  et  pas  davantage.  En  effet,  l'équation  générale  des 
paraboleçr  renferme  quatre  coefficients  arbitraires;  si  on  les 
identifie  avec  ceux  de  Téquation  (i),  rious  aurons  quatre 
équations  entre  ces  coefiBicients  et  c';  éliminant  c  entre  ces 
équations,  il  en  restera  trois  qu|  devrQtit,  quelque  valeur 
que  l'on  attribue  à  cette  constante',  être  vérifiées  par  les 
coefficients  de  chacune  ^  paraboles  représentées  par  (1), 
ce  liai  constitue  bien  trois  propriétés  communes  qu'il  nous 
faut  découvrir. 

^  Il  n'y  en  a  pas  plus  de  trois  distinctes.  En  effet,  s'il  y  en 
avait  «eolement  quatp,  les  coefficients  seraient  déterminés, 
ce  qui  évidemoMUit  n'est  pas. 

Pour,  déterminer  ces  propriétés ,  on  peut  suivre  la  marcbe 
indiquée  tout  à  l'heure  en  parUfnt  de  l'équation  générale  des 
coures  du  se<H)nd  ordre  Ar '  +*-^ + Car'  + . .,.?=  0  ;  on  iden- 
tifia les  coefficients  avec  ceux  de  (1) ,  et  sans  compter  la  rela- 
tion» B' — kAiC^Of  on  m  trouve  trois  autres  que  voici: 

***       JB  F  •     •     » 

I)=B,jp= — 2,  -r= — 1.  La  ^lestion  peut  ainsi  être  consi- 

avérée  comme  résolue.  Mais  on  peut  demander  d'expliquer  les 
conséquences  qui  résultent  de  ces  propriétés  communes  pour 
les  points  ou  les  lignes  remarquables  de  ces  paralK)les;  on 
demanda  l^ème  le  phis  souvent  de  déterminer  directement 
des  propriétés  communes  à  ce»  points  ou  à  ces  lignes  équiva- 
lant aux  relations  ci-dessus* 
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Il  est  iiiiii^ortant  d^observer  qu^on  appeUe 'propriété  eam^ 
mune  à  ces  points  ou  à  des  jiigBes  toute  rélatton  entre  les 
quantités  servant  à  fixer  la.  pôs^on'  ou  la  direction  qui 
leur  convient,  indépendaroroent  de  toute  valeur  particulièfè 
attribuée  à  la  constante  c.^    .  ^ 

Je  vais  traiter  la  question  proposée  àous  ce  second  peint 
de  vue.  Pour  cel^^  il  est  plus  commode  d*écrire  Téquation  de 
ht  parabole  sous  la  forme  suivante,  Méduite  de  la  propriété 
du  foyer  : 

dans  laquelle  y  Wt  x,  désignent  les  coordonnées  du  foyer, 
'py'\-qx^r  étant  l'expression  générale  de  la  distjpce  au 
foyer  d'un  point  d^lÀ.xoui|^ ,  exprimée  en  fonction  des  coor- 
*  données  de  ce  point;- 

(  On  sait  qu'alors   l'équation    de   la    directrice    est.^ 

Développant  l'équation  (2)  et'  identiQaot  ses  coefficients  avec 
ceux  de  (1) ,  on  a     '  ,  "    . 

(  i—p'^mc',  pq^ — me,  1 — f'='»,  y+pr= — mc^ 
(3)|  -  j/+yr=mc%     \ 

\  y-^-a/^—r^  = — mc\      on  a  de  plus     ^'+y'  =  1 . 

relation  commune  à  toutes  les  paraboles  et  qui  correspond  à 
la  relation  B^^4AC=0. 

On  obtient,  en  combinant  les  équations  (3) ,  les  résultats 
suivants  :  1— /?*  ou  q*=s^mc* /'t-^-q*  ou  />'  =  '»,'  d'où 

^■+y'=/w  (1 +  0  =  1 ,    d'où  m=s  ^  y  et  par  suite 

y=;Kî-- r);dejc'+îr=l— />'!=îS  on  tire  x'=j(5r—  /); 
d'où  y'-f.jt"  =  (p'-|-y?){5r_r)'=(y— r)'  à^taoie  de 
/>*  -4-  9* = 1.  Sobstitaant  cettp  v«leor  dans 

y*+j/'—r'=—mc'='—(l— /»')=— ?•, 
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m 

^a^^rcrO,  pucn9n27(y— r)=0. 

Cette équatiOD  est  satisfaite jpar  q^^f^O,  q=^r;  la  première 
fateor  ne  satisfait  pas  à  la  question  /c*est  ce  qui  est  facile  à 
fOir. 

La  valeur ^=rdonney=0,  x'=ô,  cerqui  prouve  que 
l^origine  actuelle  des  coordonnées 'est  uipr  foyer  commun  à 
toutes*  les  courbes  représentées  par  Téquation  prc^osée;  ce 
qui  équivaut,  comme  on. sait,  à  dé\if  selatioos  entre  les 
coefficients  ou  à  deux  propriétés  commun^.  La  relation 

pqz=:^mcetp*:=imûonnepqss — p^c,  d'où  — ^  s:-^  ^tè 

•      P 

cause  di^=r  oo  a  aossi =c.  tfais  l'équation,  de  la 

•  '  g  r 

dii^tric  e  feut   s'écrire  ^= — -^x— —  ,   elle  devient 

.  P         P 
'  yz:scx'{-c=zc{x^i).  Elle  est  satisfaite  par>r=0,  x=— 1, 

quel  que  soit  c\  dofac  les  directrices  de  toutes  les  courbe^ 
dont  nous  nous  occup<tug^  coupent  l'axe  des*,  x^  au  point 
x= — f  y  ce  qui  donne  une  reJjBition  aiti^  les  coefficients,  dis- 
tiDCte  des  deux  qjue  nous  avons  signalées.  La  question  est 
donc  complètement  résolue. 

21  On  peut  trouver  d^autres  propriétés,  communes  aux 
points  et  ligues  remarquables»  mais  elles  oe  peuvent  plus  être 
queues  conséquences  de  celles  cpe  nous  avons  trouvées,  sans 
quoi  il  y  auiait  pltil^  de  trois  relations  distinctes  entre  les 
ieeffldents.  La  recherche  de  ces  propriétés  peut  être  l'objet 
de  nouvelles  questions,  mais  nous  n'avons  pas  à  nous  en  oc- 
cuper ,  car  on  nesaunit  trop  alors  où  s'arrêter. 
.  3.  Pour  familiar^lr  les  élèves  avec  les  questions  de  ce 
genre,  Je  vais  traiter  un  deuxième  eaiemple.  * 

Déterminer  les  propriétés  communes  k  toutes  les  hyper- 
boles qu'on  obtint  en  faisant  varier  c  dans  L'équation 

jc^(i-H:«)+2exK+2o^— 2c»x— «'^a.  (1) 
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Ces  propriétés  commuiies ,  tell^^ qu'on  les  a  définies ,  sont 
ici  au  nombre  de  quatre.  La  démonstration  âerait  la  même 
que  pour  les  paraboles  de  la  question  précédente.  Si  on  veut 
trouver  les  relations  entre  les  coefficients  de  la  courbet^  on 
opérera  comme  il  a  été  dit  et  on  IroOTera  factlemeat 
celles-ci* 

A=:0.     D=B,  *B=2F.     *C=i^^. 

Traitons  maintenani  la  question  sous  le-deuxième  point  de 
vue  indiqué,  c'est-à-dire  bhercbons  des  priq[>riétés  communes 
aux  points  et  tigfaes  renialquables ,  tels  que  le  foyer ,  la  direc- 
trice, les  asymptotes,  etc. ,  équivalant  aux  relations  que  nous 
venons  d'écrire. 

Comme  l'équation  manque  du  tecme  en^^ ,  aous  nçus  oc- 
cupei^ns  tout  naturellement  de  l'asymptote  parallèle  anx^. 
On  déduit  de  l'équation  (f)   '  { 

_     x'(l— c'j—ag'j:-^;        _     ^^i— c')— 2<?'^— g' 

d'où  il  résulte  que  la'^droile^  xas — 1  est  une  asymptote 
coihmune  à  toutes  les  hyperboles  (1),  ce  qui  équivaut  à  deux 
relations  entre  les  coeffldlents  de  la  courbe: 
4.  Pùur  en  trouver  d'autres  Je  prends  l'équatton 

Cr-^r+(.^^r-(f:r+?^j-rr=o.  (2) 

Nous  aurons  en  identifiant  avec  la  proposée 

x''\'qr  =  me" ,    y + j/'  — r*  =t=  —  iwc*. 

Combinons  ces  équations,  on  a  de  suite /7^±:1;  d'où 

±:q=—mc     et    ^'cimV;    d'où    l-7-»iV:=m(i— c>', 

équation  satjsftiite  par  m^i,m=s =;   (je  piouverai 

c 

plus  tard  que  mes — -  ne  convient  pas).  i*renons  en  consé- 

.   c  .\         ' 

quencem=sl. 


(3)j* 
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Ndusavoos 
y+pr=pq,       OU      y=p(gr— r);  oC^pr^mc'^^^q^ 

'9 

d'où    J=iq    {q — r);   iraïuportons  ces  «  valeurs     dans 

y»+a/*-/^'=.  — m/, 
ilvieotàcausede/i=±:l  oup*=i 

d*où  ..    ^ 

{q-r)[(q^r)+q>{q-r)+{q+r]]=0,  .     . 

OU 

(?-'•)  [2î+î'(g-r)]=0.  (3)' 

Équation  satisfaite  par  ^=r.  En  prenant  cette  valeur  on 
trouve  y =0,  j/=0.  Ce  qui  fait  voir  que  -l'origine  actuelle 
est  un  foyer  commun  à  toutes  les  hyperboles  de  Téqua- 
tlon  (1).  Ce  résultat  équivaut  à  deux  nouvelles  relations  entre 
les  coefficients  ou  à  deux  nouvelles  propriétés  communes.  Xa 
question  est  donc  résolue. 

5.  Cependant  il  est  nécessaire  de  prouver  que  m= — ^ 

ne  peut  convenir  pour  les  covbes  (1)  ;  de  plus  il  faut 
voir  ce  que  signifie  la  deuxième  valeur  de  9  (sans  compter  • 
la  valeur  0  qui  ne  convient  pas),  que  Ton  déduit  du 
deuxième  facteur  du  premier  membre  de  ((k).  Saos  quoi  on 
pourrait  croire  que  les  courbes  de  Téquation  (1)  se  partagent 
eo  deux  classes  dont  nous  n'aurions  examiné  qu'une. 

D'abord  m=a r  ne  convient  pas;  en  effet 

dans  notre  hypothèse  donne  :ç'  =  — (l-^^r).  Substituons 


il  vient 
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développaht  et  observant  que  /?*  =sl  et  i^=mV  =  1  on  a 

se  réduisant  à 

.ç>+5rV==0,        ou        î'(l+r>)=0, 

ou  enfin  l-|-r*=:0  équffiion  impossible  pour  des  valeurs 
réelles  de  r. 
Maintenant  ^+q*{q—r)  =îO  ou2+^(y— r)  =0,  en 

'       *                                      2 
laissant  de  c6té'^=0  y  donne  jT — r= .  Cette    relation 

correspond  à  la  position  particulière  du  deuxième  foyer  dé- 
pendant des  propriétés  déjà  trouvées  eijo^  constitue  rien  de 
particulier.  En  effet  nous  avons  trouvé  a/= j  (y — r)  ;  sub- 

stituant^ — r= on  trouve  af= — 2  ou  j/ est  justement 

l'abscisse  constante  du  2*  foyer  pour  toutes  les  hyperboles 
Jouissant  des  propriétés  d^à  trouvées. 

Soîbnt  kXf  hy  les  axes  et  AB  étant  égal  à-— 1 ,  B.C  Tasymp* 
tote-commune.  La  perpendiculaire  AB  abaissée  du  foyer  A  sur 
l'asymptote  est  la  longueur  commune  de  Taxe  non  transverse 
de  ces  hyperboles.  Soit  ACD  la  direction  de  Taxe  transverse 
de  l'une  cfbelconque  d'entre  elles,  le  deuxième  foyer  sera  de 
l'autre  côté  dé  BC  en  un  point  D  tel  que  AC  sera  constam- 
ment égal  à  CD  y  de  sorte  que  tous  ces  seconds  foyers  sont 
sur  une  parallèle  à  BC  ou  i  A^  à  une  distance  de  cette  der- 
nière.égale  à  A£=2AB  =  — 2  ce  qu'il  fallait  prouver. 
'^  On  voit  ici  un  exemide  d'autres  propriétés  communes  aux 
foyert,  axes,  etc.,  mais  qui  dépendent  de  celles  d^à  trouvées. 
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DEOXlftMB     * 

DÉMONSTRATION  DU  THÉOfftÈME  2  (  page  57  J,  (•) 
WABL  m.  H.  o&omr  »x  maimt^. 

Bière  du  collège  de  VersaiUet. 


Soient  AE  et  CD,  fig.  62,  les  deux  bissectrices  égales.  Je 
dis  qu*on  aura  AB=3  BG.  Soit  E  le  point  où  les  deux  bissec- 
trices AE  et  CD  se  ooapent  ;  menons  BK  et  prolongeons  cette 
ligne  jasqn*à  la  rencontre  de  AC  en  M.  BKM  sera  bissectrice 
de  l'angle  ABC.  Par  les  trois  points  D,  B,  C  faisons  passer 
une  circonférence  et  soit  0  son  point  d*intersection  avec  BKM  ; 
le  point  0  est  le  milieu  de  Tare  DPG ,  et  si  Ton  mène  DO  les 
denx  triangles  semblables  DK0>  DBO  donneront  : 

(0K4.BK)0K=D0. 

Par  les  trois  points  A,  B,  E  faisons  passer  une  circonférence, 
il  est  aisé  de  voir  qu'elle  sera  égale  à  celle  qui  passe  par  les 
trois  points  D,  B,  C  ;  Je  dis  qu'elle  passera  par  le  point  0.  Dé- 
signons par  a  la  distance  du  point  K  au  milieu  de  l*arc  AQE , 
comme  a  doit  être  comptée  à  partir  du  point  K  sur  BK  pro- 
longée, si  nous  montrons  que  a=0K,  il  faudra  que  le 
point  0  soit  sur  l'arc  AQE  et  en  ion  milieu  ;  mais  si  nous  joi- 
gnions ce  milieu  au  point  E,  en  observant  que  la  corde  qui 
en  résulterait  égalerait  DO ,  nous  aurions  :  (a  -f-BK  )  a=D0, 
donc  a=:OK.  Mais  si  0  est  milieu  de  Tare  AQE  nous  aurons 
AO=0C,  donc  les  angles  AOB,  COB  sont  égaux;  d'ailleurs 
l'angle  ABO=OBC,  le  câté  BO  est  commun,  donc  les  deux 
triangles  OAB,  OCB  sont  égaux,  donc  AB=BC. 
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NOTE 


LE  FAISCEAU' HARMONIQUE, 

PAR  X.  ▲.  J.  OBSn&lABS , 

Ancien  élève  de  l'École  polytechnique,  répétiteur  de  mathématiques 
au  Collège  royal  de  Bourbon. 


1.  Définitions,  Sous  un  angle  quelconque ,  on  tire  dans  un 
plan  deux  axes  fixes  Ox ,  Qr,  fig,  69.  D'un  point  quelcon- 
que M,  on  tire  à  volonté  deux  transversales  AB,  CD  qui  cou- 
pent les  axes  fixes  en  A,  B,  C,  D.  Ces  points  d'intersection 
joints  deux  à  deux  donnent  deux  nouvelles  transversales  AD, 
CB  qui  se  coupent  en  N.  On  joint  l'origine  0  aux^  deux  |MHtUs 
correspondants  M,  N,  ce  qui  donne  deux  axes  Ot,  Oz  nom- 
més mobiles  parce  qu'ils  varient  avec  M.  Deux  axes  de  même 
nom  sont  dits  conjugués  l'un  à  l'autre.  Le  système  des  deux 
axes  fixes  et  des  deux  axes  mobiles  est  un  faisceau  harmo- 
nique. 

3.  Si ,  dans  un  faisceau  harmonique ,  d'un  point  quelconque 
d'un  axe  oti  mène  deux  transversales ,  on  trouve  sur  les  deux 
axes  non  conjugués  au  premier  quatre  points  déterminant 
deux  nouvelles  transversales  qui  se  rencontrent  toujours  sur 
Vaxe  conjugué  au  premier  (*). 

Pour  démontrer  cette  propriété,  ayant  construit  un  fais- 
ceau harmonique  (1),  je  prends  pour  axes  coordonnés  les 
axes  fixes  Ox ,  Oy  et  X,  Y  pour  les  coordonnées  du  point  M. 
On  aura  pour  les  équations  de  AB ,  CD, 

y^\  =  a{x-X),      r- Y  =  a'(x-X) , 

7 ^ 

(')  Le  problème  VUI  du  no  225  de  la  Géométrie  analytique  de  y.  Lefébure  de 
P«urcy,  est  un  cas  particulier,  de  cette  propriété.  (Gh.) 
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d'où  l'on  tire  les  coordonnées  à  l'origine  « 

elpoar  les  équations  des  transversales 

c'est-à-dire,  •  ^ 

,    flTL— Y^Y— tfX^  '        aX— Y^Y— a'X""*' 

retranchant  ces  équations  membre  à  membre,  on  arrive  ai- 
sément à  la  relation 

x(aY— ^ï' Y  )  +J-  (aX— a'X)  =  0 , 
c'est-à-dire 

xY-hrX=0,       ou       ^=-|  , 

dont  les  coordonnées  x^y  conviennent  seulement  au  point  N. 
Cette  relation  par  sa  forme  et  son  indépendance  de  a,  al  mon- 
tre qu'en  menant  deux  autres  transversales  par  H,  elles  se 

couperont  sur  l'axe  d^.  De  plus  comme  tous  les  points  de 

Y 

l'axe  Or  donnent  le  même  rapport  =r  ,  on  voit  que  le  point 

H  variant  sur  l'axe  OM ,  le  point  N  variera  sur  Taxe  ON.  En- 
fin tout  ce  qui  est  vrai  de  M  relativement  à  N  peut  se  dire  de 

Y  Y 

N  relativement  à  M,  puisque  =s-ss — -,   de  sorte  que  tout 

point  d'un  des  axes  mobiles  fera  retrouver  l'autre  axe  mo- 
bile. D'ailleurs  on  peut  changer  ar,r.X,  Y  en  X,  Y,j:,>^, 
c'est-à-dire  y  prendre  les  axes  mobiles  pour  axes  fixes,  sans 
que  les  résultats  précédents  changent.  Ainsi  la  propriété  en 
question  est  démontrée. 

3.  Une  iramver sale  quelconque  coupe  les  quatre  axes  d'un 
faiseettu  harmonique  en  quatre  points  harmoniques. 

Soit  un  faisceau  (NO.  NE),  (NB,  ND),  fi§.  70.  Coupons-le 

Aim.  m  BfATHfiv.  I.    '  21 
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par  unel^QSvenale  quelconque  CffiED  que  Je  pnendrai  pour 
ai;e  des  x.  Pour  prouver  que  les  quatre  points  0,  B,  E,  D  sont 
harmoniques,  je  mène  par  0  une  autre  transversale  OY  que 
je  prends  pour  axe  desj^.  On  sait  que  Jes  deux  droites  AB,  CD 
te  couperont  en  un  point  M  de  Taxe  NE  conjugué  à  NO. 
L*angle  YOX  et  les  quatre  longueurs  OBsoc,  Qb=^oî^ 
OC  =zp*y  Ok=p'  peuvent  composer  toutes  les  données.  On  a 
pour 

CB...f+-^=i.       Aa..5+^=:i. 

Si  Ton  ajoute  les  deopc  premières  ou  les  deux  secondes  équa- 
tions, on  trouve  également  la  relation 

qui  représente  par  conséquent  la  droite  NM.  On  en  tire  pour 

2aa'       ^ 

jrssO,  0E=: — p-r  •  On  voit  donc  que  les  trois  tosgueun 

ft-|-at 

OBr=a,OE  =  i^',,0»  =  a', 

sont  eq  proportion  harmonique. 

On  aurait  pu  prendre  pour  axes  coordonnés  les  axes  fixes 
du  faisceau  {fig.  69).  Les  équations  des  axes  mobiles  auraient 
été  alors  de  la  ibrme  y^^mjc  pour  0^,  ^= — mx  pour 
Oz  (3),  et  en  prenant  j^=ax+  b  pour  la  transversale  quel- 
conque NAD ,  on  aurait  trouvé  pour  les  trois  distances  comp* 
tées  à  partir  4u  point  D  sur  cette  transversale 

a{m — a)  '  a  '        '  ' 


^=- 


r=— ^ 


qui  sont  visiblement  en  proportion  harHionîquft. 
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*.  U  eeoiMsitton  d«  <iiBtaaces  i,  i',  à"  conduit  à  des  «on. 
«équences  remaniaabies.  Si  les  trois  longueurs  *,  f,  a"  sont 
doniiées  sur  la  liijne  fixe  NAD  (/^.  6») .  la  troisième' n'étant 
ipi-une  combinaison  ^^-^  ,  des  deox  premières,  on  n'a 
que  les  deux  relations 

entre  les  quantités  a.  J',  9.  «,;  a.  *.  Prenant  à  volonté  9  et  d 
«rec  *  et  «',  «,  et éexisteront  bMiJours.  ne  dépendant  qo» 
da  premier  degré.  On  aura  ainsi  quatre  droites  qui  oonoou- 

nmt  et  satisfont  à  la  relation  £+^|  =0  (2).  Ce  sera  donc 
on  ftisceau  harmonique. 

U  variation  arbitraire  de  «  et  de  a  permet  de  donner  à 

j_ ^ 

~  telle  grandeur  qu'on  voudra  et  telle 


V 


.. 1  ,  2co8e 

u  a 


faclinalson  qu'on  voudra  sur  la  Ugoe  fiie  NAD.  Il  est  donc 
démontré  qu'en  joigncmi  un  point  quelconque  à  quatre  poinU 
harmoniques  d^une  droite,  on  forme  un  fc^eau  harmonique. 

En  éloignant  constamment  le  sommet  du  faiscean  des  qua- 
tre points  harmoniques,  les  axes  du  faisceau  s'approcheront 
du  parallélisme,  et  comme  rien  ne  limite  cette  variation ,  il 
s'ensuit  qu'en  menant  par  quatre  points  harmoniques  quatre 
droites  parallèles,  on  a  un  faisceau  harmonique  à  axes  parât- 
télés  pour  lequel  les  propriétés  précédentes,  subsistent  et  pour- 
raient se  démontrer  à  priori  (fig.  71). 

5.  Lorsqu'on  détermine  un  faisceau  on  en  détermine  tou- 
jours une  infinité.  Car  ayant  construit  avec  un  point  M  (fig. 
«)  et  deux  axes  le  faisceau  (Ojc,  Qr),(Oz, Or)  conformément 
i  la  définition,  il  résulte  de  la  propriété  (2) ,  qu'on  a  aussi 
^e»autresiWsceaw(NB,ND),(NO,  NE)  et  (  MD,  Mg)\ 
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(  ME ,  MO) ,  et  de  sorte  qu*à  partir  de  chaque  sommet  de 
Msceau,  il  y  a  sur  cbaqu^  axe  des  points  harmoniques,  dV 
près  la  propriété  (3).  De  même  le  faisceau  à  axes  parallèles 
(O^r,  Or),  (Oz,  Ot),  détermine  aussi  des  faisceaux  concou- 
rante (ND, NB),  (NE, NO  et  (MIÎ,  MB),  (ME, Mz)  (fig.li). 
Là  propriété  générale  (3)  doi^e  un  moyen  très-simple  de 
construire  un  terme  d'une  proportion  harmonique  à  l'aide 
des  deux  autres,  car  cela  reviendra  toujours  à  donner  le  qua- 
trième axe  d*un  faisceau  quond  on  en  connatt  trois.  Ainsi , 
dans  la  proportion  harmonique  a,  b,  c\  si  Ton  veut  trouver 
le  troisièpie  terme  c,  on  prendra  sur  une  droite  DE=a, 
DA  =  6  (fig.  69),  et  d'un  point  quelconque  0  on  tirera  OD, 
OE ,  OA;  on  déterminera  le  conjugué  de  OE  par  la  construc- 
tion ordinaire  (1),  et  Ton  aura  ainsi  le  troisième  terme  DN. 
S'il  s'agissait  de  trouver  le  moyen  harmonique  b^  on  pren- 
drait DE=a,  DN==6 ,  et  tirant  les  axes  OD,  OE,  ON,  le 
conjugué  de  OD  fera  trouver  le  moyen  DA. 

6.  La  relation  qui  existe  entre  les  angles  d'un  faisceau  est 

y     Y 

--f--  =0,  quand  on  prend  pour  axes  coordonnés  deux 

axes^^onjugués  (2).  On  peut  l'écrire    ,      .^  ^=  .  ^  ,°^  „^ 

Sin  (a — a)       Sm(a  —  oT) 

en  désignant  par  « ,  a  ,  ol'  les  angles  des  trois  faisceaux  avec 
l'axe  OX  {fig.  69).  En  rapportant  le  faisceau  harmonique  à 
deux  axes  coordonnés  rectangulaires,  désignant  par  a,  a\ 
a",  a"*  les  tangentes  trigonométriques  des  quatre  angles  que 
font  les  axes  du  faisceau  avec  l'axe  des  j:,  on  arrive,  à  i'aide 
de  la  formule  précédente  et  de  la  relation 
.  .         .      _      tang/?— tang^ 

K  1+tang/i)  (1+tangîf) 
à  la  formule 

{d-a)\_   (a"-a')-  ^.^^        .?±l  =  ±f"-^ 


{al"— a)''      (d'—à'Y  ci"--a         d'—d^ 
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Né^UgetDt  le  signe  supérieiir  qui  ne  convient  pas  à  la  ques- 
tion, on  trouve  enfin 

pour  la  relation  qui  existe  entre  les  tangentes  de  quatre  droite» 
J=ajc,  jrssa!xyy=a"x y  jr=a!''x ,  afin  qu*elles  forment 
un  faisceau  harmonique. 

On  pourrait  prendre  le  premier  axe  du  faisceau  pour  axe 
des  JT,  la  relation  précédente  sera  alors 

~d7r  ■"^' 
ee  qui  montre  que  les  trois  tangentes  d^d\  a*^  sont  en  propor- 
tion harmonique  y  résultat  qui  n*est  qu'une  application  de  la 
propriété  (3),  car  ces  trois  tangentes  sont  sur  une  transversale 
perpendiculaire  au  pre^nier  axe  du  faisceau .  En  discutant  cette 
dernière  formule,  on  verra  que  les  considérations  de  faisceaux 
harmoniques  doivent  se  présdtiter  souvent  dans  la  géométrie. 
Par  exemple  y  en  supposant  deux  axes  conjugués  droits /on  a 

d'rszcc^  ce  qui  donne — ^_^0,  condition  à  laquelle  on 

satisfait  de  plusieurs  manières,  entre  autres  par  a'= — d". 
Ainsi  quand  deux  axes  conjugués  forment  un  angle  droit,  il 
suffit,  pour  Texistence  d'un  faisceau  harmonique,  que  les 
deux  autres  axes  s'inclinent  également  sur  l'un  des  deux  pre- 
miers ,  ce  qui  montre  que  les  bissectrices  de  deux  angles  ad^ 
jacents  supplémentaires  forment,  avec  un  de  ces  angjes,  un 
faisceau  harmonique;  que  dans  l'ellipse,  les  diamètre^  conju- 
gués rectangulaires  forment,  avec  les  diamètres  conjugués 
égaux,  un  faisceau  harmonique,  ot  que  dans  l'hyperbole,  il 
en  est  de  même  des  diamètres  coiyugués  rectangulaires  avec 
les  deux  asymptotes. 

7.  Si  d'un  point  d'un  plan,  on  mène  deux  sécantes  qui  cou- 
pent'en  deux  points  chacune  deux  droites  quelconques,  ou. 
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mfine  une  eourbe  qudconqM,  on  délervUie  ausflHM  par 
suite  des  points  dlntersectioD  une  infinité  de  fàîsceanx  har- 
moniques, cela  est  évident  (5).  SI  la  courbe  traversée  est  une 
courbe  du  second  degré  il  y  a  de  plus  une  propriété  remar- 
quable qui  nott  de  ce  que  la  propriété  générak  du  faùceam  ÇÈ) 
n'esi  qu'un  cas  parUculier  dss  propriéiés  générales  de  la  polaire 
dans  les  courbes  du  second  degré.  En  effet,  on  peut  représealer 
deux  droites  quelconques  par  l'équation  générale 

avec  une  relation  entre  les  coeflScients  a^  b,  Cj  d^).  Si 
d'un  point  quelconque,  que  nous  supposerons  Torigino  des 
axes  coordonnés,  on  mène  deux  sécantes  à  travers  les  deux 
droites  proposées,  qu'on  cherche  Téquation  de  Taxe  coigu- 
gué  à  celui  qui  passe  par  Forigine  et  par  le  concours  des 
deux  droites  proposées,-  on  trouve  facilement  Téquation 
dy+ex-\'2f=^0f  qui  représente,  comme  on  sait,  la  polaire 
derorigine  quand  Téquation  ^^•+6j:^-fcjr*+4?'+^«^"4:^=0 
est  une  courbe.  On  sait  d'ailleurs  que  la  propriété  principale 
d'une  polaire  NQ  {fig.  73],. 'dans  les  courbes  du  deuxième 
degré,  consiste  en  ce  que  si  du  pÀle  P  on  mène  deux  sécantes 
quelconques  PB,  PA  qui  coupent  la  courbe  aux  pwitsD,  B, 
C,  A,  les  transversales  que  déterminent  ces  points  de*seelioB 
concourent  sur  la  polaire.  Or,  dans  le  bisceau  harmonique 
(NP,  NQ)  (NS,  NL],  quelles  que" soient  les  deux  sécantes 
PSL  ^^RK  qu'on  mène  par  le  point  P ,  oa  aura  toujours  deux 
transversales  KS,  BL  se  coupant  sur  l'axe  NQ,  et  à  cause  que  cet 
axe  est  la  polaire  du  point  P ,  lea  deux  mêmes  sécantes  four- 
nissent  sur  la  courbe  deux  transversales  EF,  HG,  se  contant 
aussi  sur  l'axe  NQ.  Telle  est  la  propriété  que  je  voulais 


n  cM*--Mrf^M|if /t6i--4ao)  *«  o,  et  ftt— 4ae— ou  >  o  ;  cette  foaetlon  des  coef - 
flcients  que  les  auteurs  classiques  omettent ,  que  les  élèves  ignorent ,  est  aussi 
idi|»ortatttc ,  d'un  emploi  f\m  fréquen* ,  que  réternel  A»-4«r.  Toi. 
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sidérer.  Os  la  résume  en  disant  que  reMivement  dunepohirt 
^me  courbe  du  deuitiéme  degré  deux  axes  wm  conjugués  à 
ceête  polaire  pemmi  remplacer  ta  courbe. 


EXAMENS  DE  1842. 

A  rapproche  des  examens,  nous  croyons  utile  d'indiquer 
aux  candidats  comme  exercices,  les  principales  questions  or- 
dinairement proposées  à  Paris ,  en  commençant  par  la  géo- 
métrie  analytique  ;  les  autres  parties  suivront.  Cet  énoncé  est 
aussi  un  document  historique  pouvant  servir  à  constater  Tétai 
actuel  des  examens  pour  l*Ëcole  polytechnique  C)- 

ÛÉOHÉTRIE  ANALTnQVB. 

SecHons  coniques. 

1 .  Déterminer  une  conique  connaissant  :  !<"  un  foyer  et  trois 
tangentes;  ^  un  foyer  et  t];ois  points;  S*»  le  centre  et  trois 
points. 

2.  Ellipse.  Cionstruire  Fellipse,  connaissant  :  i"*  le  foyer, 
le  sommet  et  un  point;  2°  un  sommet,  une  tangente  et  une 
directrice  ;  3^  le  foyer,  le  sommet  et  une  tangente.- 

3.  Par  un  point  donné  dans  le  plan  d*une  ellipse ,  mener 
une  droite  de  manière  que  la  corde  interceptée  soit-d*une 
longueur  donnée. 

4.  Inscrire  dans  une  ellipse  un  jdctangle  équivalent  à  une 
aire  donnée*  Le  rectangle  maximum  inscrit*  et  circonscrit 
(p.  291). 

5.  Sur  un  billard  elliptique  se  trouvent  deux  billes  A  «A  ; 


n  ^vis.  MM.  les  abonnés  sont  priés  de  nous  conuBVBÎqoer  to«t  ce  qu'il».ja- 
geraieot  Convenable  au  bien  des  examens.ILes  renseignements  dûment  eonsla- 
tés  seront  publiés. 
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quelle  direction  faut-il  donner  à  la  biHe  A  pour  qu'elle  aille 
toucher  la  bille  B  (p.  36). 

6.  Parabole.  Mener  une  normale  à  la  parabole  par  un 
point  extérieur.  Discussion  de  l'équation.  Lieu  des  points  qui 
n'ont  que  deux  normales  (p.  286). 

7.  Construire  une  parabole ,  connaissant  :  i""  la  directrice  et  * 
deux  points;  2^  le  paramètre,  deux  tangentes et^  point; 
S*"  la  directrice,  une  tangente  et  le  point  de  contact;  V  le 
foyer y^un  point  et  une  tangente;  S*"  le  sommet  et  deux  tan- 

•  gèntes;  &  le  sommet,  une  tangente  et  le  point  de  contact  ; 
T""  le  paramètre ,  le  foyer  et  une  tangente. 

'8.  Hyperbole.  Construire  une  hyperbole,  connaissant  : 
lo  une  asymptote,  une  directrice  et  l'excentricité;  2*  une 
asymptote,  un  sommet  et  l'excentricité;  3**  une  asymptote, 
un  foyer  et  un  point  de  la  courbe  ;  &•**  une  asymptote,  une  di- 
rectrice et  un  point  de  la  courbe;  5^  un  foyer,  un  sommet 
et  une  tangente  ;  6*>  une  asymptote,  une  tangente  et  une  di- 
rectrice ;  7*  une  asymptote ,  une  tangente  et  un  foyer  ;  8*  un 
sommet ,  une  tangente  et  le  point  de  contact  ;  V  une  asymp- 
tote ,  un  sommet  et  un  point  ;  lO""  une  directrice ,  une  asymp- 

'  tote  et  la  longueur  de  l'axe  transverse;  11»  un  point,  une 
asymptotç  et  deux  tangentes;  12^  une  asymptote  et  trois 
points. 

Lietix  géométriques. 

9.  Lieu  du  sommet  d'une  hyperbole  ayant  uneè^ymptote  K 
une  directrice  fixes. 

10.  Lieu  du  sommet  d'une  hyperbole  ayant  une  asymptote , 
le  centre  et  l'excentricité  fixes. 

'11.  Lieu  des  foyers  d'une  hyperbole  ayant  une  asymptote 
et  une  directrices  fixes. 

12.  Lieu  des  foyers  d'une  hyperbole  ayant  une  a^mptote 
et  un  sommet  fixes. 
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13  Lieu  de  la  pr<4ectioD  du'^'ceQtr*  â'oiie  ellipse  sur  la' 
normale.  Trouver  direetenieqit  Téquation  polaire  de  Cette 
courbe.  *  r 

ik.  Lieu  du  foyer  d'une  parabole  doonée  touchant  deux 
axas  rectangulaires  fixes  (p.  30^}.^ 

15.  Lieu  du  sommet  d'une  partiixfle,  ayant  un  foyer  fixe 
e^  passant  par  un  point  ftxe.  Construire  la  courbe  par 
points. 

1 6.  Lieu  du  foyer  d'une  parabole ,  ayant  une  directrice  fixe 
et  touchant  une  droite  fixe. 

JBf.  Lien  du  foyer  d*une  parabole  donl^  le  sommet  est  fixe 
et  qm  toucfie  une  droite  fixe. 

18.  Lieu  de  la  project^n  du  sommet  d'une  parabole  sur 
une  tangente  à  cette  courbe. 

W.  Lieu  du  sommet  d'une  parabole  ayant  une  directrice 
et  une  tangente  fixes,      e 

âO.  Lieu  des  sommets  des  paraboles  représentées  par  Té  - 
quationy  ^^cx^+c^x^-^x^O  en  faisait  varier  c. 

21 .  Lieu  des  extrémité^  de^  diamètresAon  transyerses  d'une 
hyperbole.  L'hyperbole  qu'on  trouve  est- elle  égale  à  celle 
qui  est  donnée? 

22.  Lieu  du  sommet  d'un  angle  constant  dont  les  cAlés 
^touchent  une  parabole  dooD^s, 

2^.  Lieu  du  foyer  d'une  parabole  ayant  un  sommet  et  un 
point  fixes. 

«  2ik.  Lieu  du  sommet  d'une  parabole  mobile  donnée,  tah- 
gente  à  deux  droites  fixes  rectangulaires  (p.  296). 

25.  Lieu  du  pied  de  la  perpendiculji^  abaissée  du  centre 
d'une  ellipse  donnée  sur  joine  tangente  à  cette  ellipse. 

,26.  Lieu  de  la  projecUpn  du  sommet  d'une  parabole  sur 
une  normale  à  cette  parabole. 


Digitized  by 


Google 


87«  Lieu  du  sofumel'a'^tftiiangle  dooné  dpnt  les  ûmu  au- 
tres sommets  s'appuieat  sur  deux  axes  rectangulaires. 

28.  Lieu  des  points  d'UB  pian  Clément  éclairés  par  deux 
lumières,  d'inteusités  données ,  placées  sur  ce  plan. 

29.  Etant  donnée  une  ciroonfh'ence  dont  A  est  le  centre , 
menons  une  droite  fixe  AN  et  nu  rayon  qualconque  AG  -, 
par  le  point  €,  on  mjfne  une  tangente;  elle  rencontre  ta 
droite  fixe  AN  au  point  O.  Par  cef^Miit  on  élève  une  perpen- 
diculaire OM  à  la  droite  fixe  5  le  point  M  étant  Tintersection 
de  cette  perpendiculaire  avec  AG  prolongée  ;  on  demande  de 
trouver  le  lieu  géométrique  du  point  M.  "  *^ 

'  30*  Suivant  quelle  ligne  monte  un  réverbère  >  si  on  tire  ta 
corde  à  un  des  points  de  suspension. 

31 .  Lieu  des  foyers  d^une  ellipse*doonée  de  grandeur ,  tan- 
gente à  deux  axes  rectangulaires. 

n 

.    Bisctissians  de  90urhe$. 

32.  Discutez  ce  qu'ont  de  commun  les  diverses  hyperboles 
représentées  par  Téquation 

"  en  faisant  varier  c  (  p.  304). 

33.  Trouver  4es  propriétés  communes  aux  paraboles  re- 
présentées par  4^y*  +  2cj[iy+jc*'^2qx—2c^x=<^ ,  en  fai- 
sant variera  (p.  304).  •  .       .   » 

34.  Trouver  les  propriétés  communes  aux  hyperboles  re- 
présentées par  réquation  24SK==2çr— 2ca:-pc^,  en^faisant 

^  varier  o,  •  ' 

35.  Trouver  les  condiiions  pour  que  les  deux  cooiiies 
yssax,  or" +^*  =8*0?  se  touchant. 

36.  Trouver  les  coudktonig.  pour  que  les  deux  courbes 
y-j^x^z^i  et  j'=a>x+fix^  se  tôujcbent;  et,  dais  lîe  (9$^ 
quel  est  le  lieu  des  foyers  de  la  pafafoole. 
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37.  Trouyer  Ms  conditions  pour  que  les  deux  courbes 
y^ =6)^-|-4x  et'  xy  ^^àic + by-^-  c  ^ient  un  foyer  commim'. 

38'  Quelles  sont  les  conditions  pour  que  les  deux  courbes 
xy^s:^ax'\'by^iy-\-ttxyz=:x^-\'bd!ieui  un  sommet  prin*- 
cipal  commun 

Siscusçion  et  construction  des  courbes  de  degré  supérieur 
au  second: 

OneBRYATiON.  La  discussion  comprend  :  1*  la  forme  géné- 
rale de  la  courbe  ;  2*  les  points  singuliers  y ,  d*inflexion 
multiples,  isolés ,; etc.;  8°  la  courbe  étant  coupée  par  une 
droite ,  discuter  les  cas  où  Téquation  insultante  a  des  racines 
égales,  imaginaires,  infinies,  etc.  ;  4**  mener  une  tangente 
par  un  point  extérieur  (p.  268,  286). 

39.  Troi^éme  degré. 

*  ^     i+2x' 

5     If  = T — . 

2 
10*y=:-=-. 

\—x 

40.  %      '  '  Quatrième  degré. 

8V*— i*  =  *-       .. 
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M. 

Cinqui^e  defifé. 

2-j.^+a:5=.1, 

- 

k-y=a^.     .  . 

42. 

■x'. 

Septième  degré.     ; 

le  la  cissQïde 

,  nombre  de  conditions  néces- 

miner  une  cissoïde. 

^épéralB 

des 

tangentes'aiix  courbes  aigé- 

^nérale  des  asymptotes. 

46.  Déterminera,  ^,  c  dans  lescourb^ j^*p=4x— 9x', 
xj^=aa:+^r+^,  pour  qu'elles  soient  concentriques. 

47.  Déterminer  a^  b^c  dans  les  cc^bes  xy=.aa:-\'b  et 
y^-\-ajcy'\'C^x^  =4x,  pgpr  qu'elles  aient  un  foyer  commuo, 
même  centre  et  même  sommet. 

48.  Déterminer  a^  b,  c  de  manière  qu^  la  courbe 
y-^ax-^-bjc^-^cx^O  représente  deux  droites. 

49.  Construire  la  courbe^' 4- 2;p^-)*-x'=j:.  Trouver  le 
point  de  la  branche  qui  ne  passé  point  par  Torigine  »  le  phn^ 
rapproché  de  cette  origine. 

50.  Mener,  dans  la  parabole,  une  corde  d'une  longueur  don- 
née ;  lieu  des  milieux  de  ces  cordes. 

51.  Déterminer  les  conditions  pour  que  la  consht 
^*s=  ax  +  by  touche  la  courbe ^'=0:?.  ^ 

52.  Construire  a:;^=j::' — a*.  * 

"i     53.  Relations  qui  doivent  exister  pour  que  les  couriMs 
y=z  ax-^bjrt^  3sy:i=bx+c  aient  une  même  directrice.' 
^  64.  Conditions  pour  que  y^-\-bx^sss  et  xy — ax=c 
aient  même  asymptote. 
55.  Construire  la  courbe  p  =^  <»[  1 + tg' w] .  /** 
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Problèmes  diver$, 

66:  Bétenmiier  le  vUttme  d*on  tétraèdre  coonatoant  les 
eoordoDDée»reetaogalaires  de^quatre  sommet». 

57.  Circctascrire  à  la  sphère  un  cône  dHine  aire  donnte. 
Surface  minima. 

ê 

S9.  Trouver  le  plus  court  chemin  d\in  poiot  à  un  autre 
sur  un  cylindre. 

59.  De  tous  les  triangles  équivalents,  quel  est  celui  dans 
lequel  le  carré  inscrit  est  un  maximum  ? 

60.  Un  carré  a  un  sommet  placé  sur  un  axe  fixe  situé  dans 
son  plan ,  comment  ce  carré  doit^il  être  placé  pour  que  le 
solide  engendré  par  la  rotation  du  carré  autour  de  Taxe  soit 
an  maximum  (p.  236)? 

61.  Mener  une  corde  qui  partage  le  cercle  en  deux  parties 
qui  soient  entre  elles  :  :  2 : 5  ;  de  même  pour  la  circonférence.  - 

62.  Discussion  de  l'équation  de  sin  ?«,  prouver  par  la 
géométrie  que  la  somme  des  racines  est  nulle. 


Ces  questions  sont  presque  toutes  complètement  résolues 
dans  cet  ouvrage  qui  vient  de  paraître  : 

21.  Application  de  Talgèbre  à  la  géométrie  suivie  de  la  dis- 
cussion des  courbes  d'un  degré  supérieur  au  second  par 
C.  Jacob,  ancien  élève  de  l'École  polytechnique ,  capitaine 
d'artillerie.  Metz  et  Paris,  18&2,  in-8.  de  684-  pages. 

On  en  rendra  compte ,  ainsi  que  des  suivants  : 

22.  Éléments  de  Géométrie,  par  Eugène  Lionnet,  professeur 
au  collège  Louis-le-6rand.  Les  quatre  premières  liVraisons 
comprenant  la  géométrie  de  Fespace,  aont  en  vente  chez 
Desobry,  libraire. 

23.  Application  delà  méthode  des  projections  k  la  recher- 
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ch©  de  certaints  propriétés  de  Tespace ,  par  L.-A.-S.  Fcrrk*, 
recteur  hon&raire  de  TAcadéinte  de  Grenoble.  Paris,  1838, 
in  8.  de  133  pages;  Bachelier,  prix  3  fr. 

24.  Développemeirtf  de  fleurs  points  de  %  Théorie  dei 
perturbations  denHaûètes.  par  V.-J.  Le  Verrier,  ii>4,  n^i, 
2,  3.  Bachelier. 


lutjvo  au  coiivgo  tjouiB-ie-tjraiiu  ^  iiisutuuvu  m.mjvrj. 


Le  célèbre  Abel  H»  <lont  la  science  pleurera  encore  lon^ 
temps  la  mort  prématurée,  sans  avoir  connu  les  travaux  de 
Ruffinij  a  entrepris  aussi  de  démontrer  Timpossibilité  de  ré- 
soudre f équation  générale  du  cinquième  degré,  en  d'antres 
termes,  Timpossibilité  de  Texistence  d'une  fonction  algâ>ri- 
its  de  réquation  qui,  substituée  à  la  pboe 
itisfasse  à  l'équation.  Les  raisonnements  de 
sent  fondés  sur  une  clMsiflcation  des  foimes 
fonctions  algébriques^  formes  intégrantes 
i^.PQJiVM^  se  transformer  les  unes  dans  les 


n  Abel  (Nteolas-Henri),  né  le  3S  août  1803,  à  Prindoe,  «»!««•  sttrlt ce» 
ocddenUle  de  Morwége ,  mort  le  6  «Tril  i839,  aax  minet  de  fer  de  Proleod ,  m 
Nenrége.  ,  -        «•  •»' 
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wtres.  L'iii4>06gilnUl6  de  cette  lTaB6fen»ati(Mi^  signalée  par 
LaplaceC)^  n'a  été  soIMement  étabUeque  par  M^towin/fe(**). 
Un  des  plus  beaux  tbéorèoiesde  M.  CattchyC**)  sur  le  nombre 
de  formes  que  peut  prendre  une  fonction  non  symétrique  de 
plusieurs  variables,  en  permutant  les  variables  de  toutes  les 
>  manières  possibles,  sert  de  base  à  la  démonstration  d'Abel. 
Son  mémoire,  publié  à  Christiania  en  1826,  a  été  inaéré  la 
même  année  dans  le  journal  de  M.  Crelle  (tome  ï,  p.  65). 
L*auteur  en  a  donné  un  extrait  dans  le  Bulleti 
Mathématiques  (tt)me  YI,  p.  3^1,  juin  1826). 
sons  ce  mémoire  avec  quelques  éclaircissemenl 
teurs  des  Nouvelles  annales.  Occupé  de  ce  tri 
nons  de  recevoir  sur  le  même  sujet  des  considéi 
raarquables.  Le  jeune  auteur  (****),  déjà  versé  dî 
nos  grands  analystes  et  familiarisé  avec  les  ph 
ceptions  de  la  science,  parvient  aux  mêmes  c< 
le  géomètre  norwégien  par  une  voie  plus  court* 
de  théorèmes  exposés  dans  la  note  XIII  de  Lagrange^  ^né- 
ralement  connue. 

Voici  la  marche  qu^  M.  Hermite  a  suivie.  On  sait  qu'EuIer 
s*est  occupé  à  diverses  fois  de  la  théorie  des  équations,  où 
son  génie  a  laissé  des  traces  qui ,  comme  d'ordinaire  chez  lui , 
sont  celles  du  lion.  Après  avoir  donné  une  forme  nouvelle 
aux  résolutions  de»  quatre  degrés,  il  montre  que  la  racine  d'une 
équation  quelconque  doit  être  représentée  par  un  type  uni- 
que renfermant  des  radicaux  du  degré  de  Téquation  ;  chacun 


(*)  Tbéori»  analytique  dwprobabUitéf,  page«o. 

(**)  JonmaF  des  MalhémaUqaes ,  tome  H,  p>  56^,  1867  ^il  Betfar^paaméniei. 
qn'ane  éqn<Uon  algébrique  puisse  aToir  de  racines  transcendantes. 

O  Journal  de  l'École  polytechnique ,  cahieaJORIt    .     * 

(****)  M.  Uermile  a  obtenu  en  I84i  le  i»  accessit  de  malhémaliques  spé- 
ciales au  concours  général  des  collèges,  de  Paris  ;  il  est  des  preniiors  dans  la 
claBse  de  M.  Richard ,  professeur  distingué  au  collège  Louto-le^rand.      .  , 
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de  ces  radicaux  surmontant  dei^  radicaux  de  degré  moindre. 
Ainsi ,  pottr4e  cinquième  degré ,  on  a  -^^^ 

ByC,D,E  ne  renferment  que  des  radicaux  de  degré  au-dessous 

de  cinq  ;  or,  M.  Hermite  démontre  que  ce  type  est  inadmissible 

'  dans  le  cas  général  pour  les  équations  du  cinquième  degré; 

d€mc  la  résolution  des  équations  de  ce  degré  est  impossible.  Il 

démontre  de  plus  que  lorsque,  dans  un  cas  particulier,  ce  type 

tionest  possible,  et  telle  est,  entre  autres, 

andermonde  ;  et  en  général  toutes  les  fois  que 

es  sont  les  fonctions  rationnelles  de  Tune  d'en- 

lution  peut  s'efTectuer.  Cette  condition  existe 

clauses  d*équations  bii^ômes  et  autres  que  Ton 

*ésoudre. 

;  opportun  de  répondre  ici  à  une  question  qui 
îteée.  Est-il  rigoureusement  prouvé  qu*on  ne 
puisse  y  avec  la  règle  et  le  compas,  construire  la  duplication 
du  cube,  la  trisection  de  l'angle,  la  double  moyenne  propor- 
tionnelle ?  L'impossibilité  de  cette  sorte  de  construction  n'a 
été  définitivement  établie  que  par  M.  Wantzel,  auquel  on 
doit  cet  important  théorème.  Les  racines  de  toute  équation 
irréductible,  dont  le  degré  n'est  pas  une  puissance  de  deux,  ne 
jpeuvent  se  construire  à  l'aide  d'un  système  de  droites  et  de 
oercles;  or,  les  trois  célèbres  problèmes  conduisent  à  ce  genre 
d'équations.  {Journal de Mathématiqaes y  i.  H,  p.  369,  1837.) 
n  est  à  désirer  que  le  même  géomètre  donne  suite  à  ses 
belles  considérations  sur  les  quantités  incommensurables  nu- 
mériques dont  la  théoria  est  si  peu  avancée.  {Journal  de 
V École  Polyiechniqt^ ,  cahier  25 ,  1837.)  Tm . 

{La  suite  prochainemeni.) 
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CONSIDÉRATIONS 


AËSOLDTION  ALGÉBBIOÛE  DE  L'ÉQUÂTIOlt DU  5«  DEGRÉ, 

VA&  X.  HS&KZTS, 

Élève  du  collège  Lonis-Ie-Grand  (  institation  Mayer), 

(Soite,?/p,  386.) 


1.  Oq  sait  que  Lagrange  a  fait  dépendre  la  résolution  al- 
gébrique de  réquation  générale  du  S*"  degré,  de  la  détermi- 
oatjou  d'une  racine  d'une  équation  pâr/îcu/î^e  du  Q""  degré, 
qu'il  nomnie  réduite  (  Résolut,  des  Équations  numériques , 
note  XIII).  De  sorte  que  si  cette  réduite  était  décomposable 
en  facteurs  rationnels  dusecoùd  ou  du  troisième  degré,oh  au- 
rait la  résolution  de  Téquatiop  du  5"*  degré.  Je  vais  essayer  de 
démontrer  qu'une  telle  décomposition  est  impossible.  A  cet 
effet,  j'ai  besoin  de  la  proposition  suivante  due  à  Lagrange 
<Méai.  de  l'Acad.  de  BerUn,  tom.  3)>et  de  quelques  observa- 
tions sur  les  permutations. 

2.  Deux  fonctions  semblables  non  symétriques  des  racines 
d'une  même  équation  X=0  peuvent  toujours  s'exprimer  ra- 
tionnellement l'une  par  Tautre. 

Démonstration.  On  appelle  fonctions  semblables  de  racir- 
Des,  celles  qui  varient  ensemble  ou  deviennent  les. mômes* 
paurles  mêmes  permutations  :  telles  sont 

«+0.      «*+r.       a-(3%etc. 

Soient  donc  f  et>p  deux  fonctions  quelconques  semblables  des 

racines  d'une  équation ,  et  supposons  qu'en  permutant  les 

Ami.  M  MATiiii.  I.  2^ 
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racines  de  toutes  les  loanières  possibles  la  fonelioD  f  ait  » 
valeurs  représentées  par 

?i>       ?•»    •  fi—'—fn-i»  fut 

les  valeurs  correspondantes  de  ^  sont 

+.»      +.»      +1 '..+11-1,411. 

n  est  évident,  par  la  théorie  des  équations,  que  les  n  valeon 
de  7  sont  racines  d'une  .équation  de  degré  n,  qu'on  obtient  en 
effectuant  le  produit  des  facteurs 

et^par  le» formules  des  fonctions  symétriques^  on  coAnait  les 
coefficients  de  cette  équatlou. 

Ona  de  même 

désignons  parF(fJ,  F(f,),  etc.,  les  valeurs  successives  de  te 
dérivée  deFx,  en  remplaçant  jç  par  7,,  ^,  fn . 
Formons  la  fonction  suivante  du  degré  n  —  1 
Vx  Flx)  Fx 


et  par  la  théorie  des  fonctions  symétriques,  les  coefficients  de 

cettefonctionsont  donnés  en  fonction  des  coefficientsde  X=0; 

car  On  reconnaît  facilement  que  les  racmes  d^  TéquatiOD 

X=0  y.  entrent  sous  forme  invariable;  donc  i<^)  est  une 

fonction  rationneUe  de  x^  fesant  dans  cette  identité  orsf,, le 

premier  membre  se  réduit  à  son  premier  terme ,  car  le  qoo- 

Vx 
tient devient  F(j>,),  loisque  *=f„  et  tous  les  autres 


termess'évanouissent:  on  suppose  d'aiUeurs  tous  les  facteurs 
Inégaux  ;  donc  +,  =  ir(<p,)  ;  de  m^me4,=7r(<f  J,  etc.     C.Q.F.D. 


Digitized  by 


Google 


—  331  — 

3.  jtfpUcation.      X=:  x^-^x'-\-qx-\-r  =0, 

racines  (cr,  ^,  y.) 

?.=«(3.    T.='»7.     1i=^r 

+.=  «+13,    i.=  »+y.   4'.  =  |3+7, 
•  F(y.)=s«|3  (P— /)  («-^^^  eti. 

et  fesaot  les  réductions 

«PV  .         \«       P       7  /  7 

SoitX=xî— 7x+6;    «=1;      p=2;      7=-3; 

w(a:)=w— ^ — ;  donnant  à  x  successirement  les  trois  va- 
o 

leurs  de  f ,  savoir  2  ;  —3  ;  —6,  on  obtient  +3  ;  —2  ;  —1  ;  les 
trois  valeurs ^de  +. 

4.  Tous  les  coefficients  des  diviseurs  d*une  équation  sont 
des  fonctions  semblables  des  racines  de  cette  équation  ;  par 
conséquent  9  connaissant  un  de  ces  coefficients,  on  peut  dé- 
terminer tous  les  autres ,  en  fonction  rationnelle  du  coefficient 
connu. 

5.  Venons  aux  permutations  :  5  quantités  a,p,y^9^t  permu- 
tées 5  à  5  fournissent  120  permutations  qu'on  peut  partager 
en  24  groupes  de  5  permutations  rangées  par  ordre  circulant; 
ex.  :  le  1"*  groupe  commence  par  a^^i^cit  sa  formation  estin- 
diquée  par  réchelle23(^l  ;  cela  veut  dire  que  la  première  lettre 
doit  être  remplacée  par  la  seconde;  la  seconde  par  la  troi* 
sième  ;  la  3*  par  la  V,  etc.  ;  de  sorte  que  le  second  terme  'de  ce 
groupe  est  p^ta,  qui  donne  le  3*  v^cx^,-  etc.;  le  1^  terme  du. 
second  groupe-est  o^c^;  Téchelle  de  formation  est^teuûôurs 
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33451  ;  de  sorte  que  le  second  terme  est  Pyi9jx^  et  ainsi  de 
suite  ;  les  tètes  de  groupes  sont  donc  fournies  par  lesSih  per- 
mutations des  &  lettres  p,7,^,c  ;  ces  H  permutations  pen?rat 
se  diviser  en  6  groupes  de  quatre  termes  rangés  aussi  par 
ordre  dérivatif  nyec  Téchelle  Sd'lS,  c'est-à-dire  à  remplacer  la 
!'•  lettre  par  la  2»;  la  2*  par  la  4*;  la  3*  par  la  1",  et  la  4^  par 
la  3^  :  ainsi  le  i*'  terme  du  1*'  groupe  étant  ^e,  donne  le 
second  7c|3<^ ,. d*où  Ton  déd^t  le  3*  s^p  ;  le  4^  9^.  Les  têtes 
de  groupe  sont  données  par  les  permutations  de  ydc  et  les  di- 
vers termes  par  Tindice  constant  2413. 

6.  Soit  maintenant  Téquation  générale  du  5"*  d^ré 

x'-A,j:*+A^— A^+A^j:-A,=  0,  (1) 

(racines  06,p,7,*,«). 

Les.coefficients  sont  supposés  réels  et  rationnels. 

Formons  l'équation  au  produit  de  deux  racines;  elle  est  de 
la  forme 

>_B^+B.a:« B.,  =  0.  (2) 

racmes. 

B,t  B,..'..  sont  des  coefficients  connus,  réels  et  rationnels,  et 
B.=Aa;  soit/(m,«,/7,5r,r)  une  fonction  symétrique  quel- 
conque des  cinq  quantités  qui  y  entrent  ;  remplaçons  d'abord 
les  5  quantités  respectivement  par  les  5  racines  de  la  i"  ligne, 
on  obtient  /(«P»p7>7^»^«>«*)  =  f, 

et  ensuite  par  les  5  racines  de  la  seconde  ligne ,  on  obtient 

/(«7,7«.«M3*,'Ï«)=>I'. 

Quelques  permutations  qu'on  fasse  entre  les  racines ,  f-\-^  ne 
peut  prendre  que  six  valeurs  diflérentes.  Ei^  effet  7  n'est  sus- 
ceptible au  plus  que  dé  120  valeurs  différentes  ou  de  24 
groupes  de  5  termes  cbacun  donnés  par  l'indice  23451  ;  il  est 
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éfident  par  la  «enle  inspection  que  les  5  termes  de  cbaipie 
groupe  detiennentidentiques  :  ainsi  le  i*'  termedu  T' groupe 
€st/(a^9  Pt»  7^f  ^h  ^)  ;  ®t  le  second  terme  devient 

égal  au  1^.  Donc  les  120  valeurs  de  9  et  de  >{'  se  réduisent  à 
24  termes  donnés  par  les  permutations  des  quatre  Peines 
P>7>^9<>  lesquelles  se  rangent  en  6  groupes  de  4  termes  foumto 
par  rindice  2413;  mais  il  est  évident  que  f  se  change  par  cet 
indice  en  >l>,et  vice  versa  ;  car,  71^^,  qui  appartient  à  7,  donne 
en  vertu  de  cet  indice  71^^,  qui  appartient  à  4*»  et  ainsi  des 
autres. 

On  prouvera  de  même  que  f  ^  n'est  susceptible  que  de  six 
valeurs. 

II- 

7.  Soit 

f  =  ap+P7+7^-H«+fa, 

^  =  ay4-7i+gp+p*+^a  ; 

réquation  d'où  dépendent  les  valeurs  de  ^  sera  donc  delà 
forme  x«— Cx'-f  C,j:4,.... .(^=0,  (3) 

désignant  les  6  racines  par  >, ,  \,  \....\^  on  aura 

3   («7+7H-P*-H«+»«)  («^+^+7«+«M-P«)=>. 

4  (a7+y^+^.+.p+p«)  (ar+.H-7P+P^-K«)=>4 

5  •(«+.p+137+y^+*«)^^747'+«^+^+P«)=>i 

6  («^+^,+,^p+pa)   (a7+7^+3p+Ps+.«)  =  >.. 

Ces  six  racines  $e  composent  de  12  facteurs  ;  la  somme  de 
deux  facteurs  de  la  même  racine  est  connue  et  constamment 
égale  à  Aa  ;  de  plij)^  chaque  facteur  a  2  ou  3  termes  en  commun 
aveciO  autres  facteurs,  et  ces  termes  communs  sont  des  racines 
de  réquation  (2).  Cela  posé,  Je  dis  que  Téquation  (3)  ne  peut 
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aiUaeUre.  un  facteur  raUoiiBel  si  du  3*,  ni  djft  3*  d^gré;  sup- 
posons qu'il  existe  unfacteuir  rationiieldu3'degré,etq[o*U 
comprenne  les  deux  racines  V>  \  '  dans  cette  b^iiothèsé,  ces 
deux  racines  sont  déterminables  et  n'impliquent  qu'un  radi- 
cal carré  :  connaissant  le  produit  etla  somme  de  deux  facteurs 
on  connaît  les  facteurs;  donc ,  les  quatre  fecteurs  qui  serrent 
à  former  les  racines  \,  \  sont  connus  et  ne  renferment  que 
des  radicaux  carrés*.  Or,  l^quation  (2)  admet  252  bcteursdu 
5*  degré,  tous  delà  forme 

Il  est  évident  que  dans  le  nombre  il  existe  4  facteurs  où  C,  a 
pour  yaleurs  les  4.  fecteurs  des  racines  >(2),>(i);  G,  est  donc 
déterminé  y  et  ne  renferme  que  des  radicaux  carrés;  et  par 
conséquent  tous  les  autres  coeiBcients  C. ,  C, ,  G^  sont  aussi  dé- 
terminés* d'après  la  proposition  énoncée  (4)  ;  parmi  ces  quatre 
facteurs' du  5*  degré  il  y  en  a  deux  au  moins  qui  ont  2  racines 
en  commun  ;  dans  l'exemple  choisi ,  c'est  ap.et  at,  ou  bien  ^7 
et  ^<  :  si  on  avait  pris  les  deux  racines  >(5)  et  >(i) ,  on  trouverait 
dans  les  diviseurs  du  5*  degré  3  racines  en  commun  aS,  y^,  ^t. 
D'après  la  thédrie  des  équations ,  des  racines  communes  à  2 
diviseurs  peuvent  être  données  séparément  ;  "donc  ap  estracine 
d'un^  équation  ,vsoitdu  2*,  soit  du  S'' degré»  car  les  coefficients 
ne  renferment  que  des  radicau]^  carrés;  4onc  la  valeur  de  «jS 
est  donnée  en  fonction  des  coefficients  de  l'équation  (1)  et  ne 
renferme  que  des  radicaux  'carrés  et  .cUb^,  mais<at-|f|3  peut 
toujours  s'exprimer  rationnellement  en  fonction  de  a|3  (3)  :  il 
s'ensuivrait  donc  que  les  racines  «  et  |3,  de  l'équation  du  5* 
degré  ne  renfermerait  que  des  racines  carrées  et  cubiques ,  ré- 
sultat absurde,  qui  provient  de  l'admission  d'un  facteur  ra- 
tionnel du  second  degré  dans  Téquation  (3)t  donc  cefecteur 
n'existe  pas.  On  démontrerait  de  la  même  manière  et  à  fortio- 
ri, que  cette  équation  o'a  pas  de  facteur  rationnel  du  4*  de- 
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gré;  et  par  ooDfléqueot  les  racines >.,V**-^t€.,  nepeavent 
s'exprimer  ep  radicaux  carrés  et  cobiqaes. 

III. 

8.  Je  vais  maintenant  démontrer  comme  .one  conséquence 
de  ce  qui  précède  que  les  racines  de  la  réduite  de  Lagrange 
ne  peuvenlnon  plnss'exprimeren  radfcaux  carrés  etcubiques. 
EnelTetr,  rappelons  succincteiiieitt  la  manièred'obtenir  cette  ré- 
duite. On  pose  réquation 

pi«— 1^=0,    et  l'on  fait  £=«4.p|3+,*VfF^3^^.|**f, 
d'où 

£» = A»+(f*-i)r+(pc*-i)r+(p5-i)r+(fi*-ir = d, 

où  ?Xi^"^^  ^^^  des  fonctions  déterminées  des  cinq  radnei 
de  réquation  {1)  ;  la  réduite  *dont  il  s'agit  a  pour  racines  les 
valeurs  que  peitt  prendre,  une  fonction  symétrique  de  ces 
quantités /[pour  toutes  les  permutations  entre  les 'racines 
«>P>79^»<  «  or  ces  valeurs  se. réduisent  i  G,  par  la  même  raison 
que  les  valeurs  de  «4»  se  sont  réduitesàG  (7)  :  V  à  cause  de 
l'échelle  de  permutation  2  3ft51,  qui  les  réduit  à  3<h  ;  2o  de  l'é- 
€belle2&13,  qui  réduit  les  9k  k  6  :  nommons  /  une  ra- 
cine quelconque  de  la  réduite  de  Lagrange,  et  >  une  racine 
correspondant  à  la  même  permutation  de  notre  équation  (3). 
U  est  évident  q|ue  ces  quantités  varient  simultanément ,  ou 
restent  les  mêmes  pour  les  mêmes  permutations  :  elles  sont 
donc  des  fonctions  semblables  des  racines;  l'une  peut  donc 
s'exprimer  en  fonction  rationnelle  de  l'autre  ;  on  a  ainsi 
>=F(/^  ;  donc  si  /  ne  renfermait' que  des  radicaux  carrés  et 
cubes 9  il  ep  serait  de  même*de  ^,  ce  qui  a  été.  démontré  im- 
possible :  donc/  doit  admettre  d'autres  radeaux;  parcohsé- 
quentla  réduite  de  Lagrange  est  essentiellement  irréductible,, 
n'a  pasde  facteurs  rationnels  du2*  et  du  3*  degré.  Or,  elle  de- 
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yrait  en  avoir  pour  que  la  résolution  d^  réquation  du.  5*  degré 
fût  possible,  donc  cette  résolution  est  impossible  et  à  fortiori 
la  résolution  des  équations  de  degré  supérieur. 
(La  mite  prochainemerU^) 


PROBLÈMES  SUR  LES  POLAIRES. 


9MXL  m. 

Ancien  professeur  dans  les  Collèges  royaui. 


PaoBLËME.  Une  droite,  située  dans  le  plan  d'une  courbe  du 
second  degré,  est  tangente  à  une  courbe  du  même. ordre  si- 
tuée dans  le  même  plan.  On  demande  quel  sera  le  lieu  décrit 
par  le  pôle  de  la  droite ,  relatif  &  la  première  courbe ,  lorsque 
«ette  droite,  restant  toujours  tangente  à  la  seconde  courbe, 
prendra  dans  le  plan  toutes  les  positions  possibles  *.* 

1.  Solution.  Soient  ' 

flr'+ftay^+cj:'+£(r+cj:+/=0,    .  (1) 

^j^'+*  V+c'a:"+«rr+«'^+/'=  0  (2) 

les  équations  des  deux  courbes;  (a,  |3),  les  coordonnées  d'un 
'  point  du  plan. 

sera  par  rapport  à  la  courbe  (1)  l'équation  de  la  polaire  d'un 
point.  * 

L'équation  générale  de  la  tangente  à  la  courbe  (2)  Siupoint 

(j/.y),  est  *    . 

2aVy+*'(«/-hrJf')+2C*a''-H/'Cr+y)+«'(x+x')+2/=  0.  (4) 
(•)  Voir  page  268.  ' 
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Eo  idenliiSant  les  équations  (3)  et  (4)  on  est  conduit  aux 
deux  rdations  suivantes 


(5) 
(6) 


on  en  déduit  les  équations 

(6'I>--4'NV+(2c'I)---c'NV+^--2/Ti'=0.       (8) 
Or  rélimination  de  x  entre  les  deux  équations  donne 

[{2afD—drS)  (2ft'D-^N')— (*'D-cfN')  {b'B—^my) 
+(rf'D— 26'N)  (2cT)— c'N')— («T>— 2/N')'(ft'D— c'N)    1""  ' 

On  aperçoit  sans  peine  qu'en  effectuant  les  multiplications 
indiquées  les  termes  indépendants  de  D  s^entre-détruisent.Le 
facteur  D  devient  alors  commun  à  tous  les  termes. 

£nle  supprimant,  le  numérateur  et  le  dénominateur  de 
la  valeur  de  y  seront  du  premier  degré  en  N,  N',  D  et  par 
suite  en  a,  p. 

Il  en  sera  de  même  de  la  valeur  de  a/. 
'  Il  suit  de  là  qu'en  substituant  ces  valeurs  dans  Téquation 

•      ay'+b'a/y+</x"i-dy+e'x'+b'  =  0 , 

qui  exprime  que  le  point  (j/,  j  e  ;  ou 

dans  réquation 

2a^y+b(^+cy)^2cax'  =0 . 

qui  exprime  quMl  est  sur  la  polaire ,  réquation  résultante  ne 
pourra  être  que  du  second  degré  en  a  et  p,  et  sera  le  lieu  de- 
mandé. 

Si  le  facteur  I>  n'avait  point  été  supprimé ,  il  aurait  été 
commun  à  tous  les  termes  de  l'équation ,  et  en  l'égalant  à  zéro 
Ton  aurait  eu 
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C'est  par  rapport  à  la  première  courbe,  réqdiition  de  la  po* 
laire  de  Torigine  des  coordonnées ,  ou  le  Ueu  des  pôles  de 
toutes  les  droites  qui  passent  par  ce  point.  Ce  facteur  est  donc 
étranger  au  lieu  demandé  et  doit  être  supprimé. 

L'équation  du  2*  degré,  à  laquelle  on  serait  conduit  par 
l'analyse  précédente,  serait  trop  compliquée  pour  qu'on  pût 
aisément  en  déduire  *  pour  chaque  cas 'particulier  la  nature 
et  la  position  du  lieu  Cherché.  Il  sera  toujours  plus  «impie 
de  traiter  à  priori  ces  différents  cas.  Nous  allons  choisir  quel- 
ques-uns des  plus  remarquable^  et  qui  offrêntle  plus  d'intérêt. 
Ce  sera  le  sujet  des  recherches  a^uxquelles  nous  allons  nous 
livrer  (*).    '  .  • 

2.  Mous  allons  supposer  d'abord  que  les  deux  courbes  door 
nées  sont  deux  ellipses  ^ont  les  grands  axes  coïncident  aTÇc 
là  droite  qui  Joint  l#rs  centres. 
Soient 

aY+b'x'=a'b'  (1) 

a'y^b'iX''d)'  =  a''l/'  *         (2) 

leurs  équations.  Alors 

^«p^-}-y«x=a'6',  (3) 

sera  relativement  à  la  première  ellipse  l'équation  de  la  polaire 
du  point  (( 

-rf)  =  aV.  (4) 


celle  de  la 

(^,y). 

En  idem 

s  droites,  on  sera  conduit 

aux  deux 

• 

(a*— ctrf)  {x'—d)=a'\                         (5) 

iV«y— a'6"p  (a/— rf)=0.                   '  (6) 

•                       . 

(*)  Cette  équation  déreloppée  n'est  pat  trop. compliquée,  eUe  a  ètédOBBée 
dans  U  Géomètre,  p.  ii4;  elle  est  aussi  TenTeloppe  des  polaires,  les  points 
cunt  pris  sur  la  première  conique.  Celte  équation  générale  faeillte  etabrége  les 
discussions  particulières  qui  suivent.  Tra. 
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qui  exprime  qae  le  point  [a!\  y)  est  sur  Is^  polaire^  peut  être 
mise  sous  la  forme 

a^^y^-b^oK^—  d)^b'{a*^oid)  =0.  (7) 

L'élimination  dey  entre  (6)  et  (7)  donne 

,  b*jaf'{a'—ad)7t  .    ' 

et  la  substitution  de  cette  yaleur  dans  (5)  conduit  à  réqçajUon 

suivante 

a46"/3'+6«(a"— £f)«'+2a*64^-a*M=0,  (8) 

qoiest  celle  du  lieu  cherché.  On  yoit  qu'elle  est  du  2*  degré 
en  a  et  j3  ;  donc,  suivant  que  Ton  aura  rt'>rf,  ou  a'=£r,  ou 
a<£;,le  lieu  des  pôles  sera  une  ellipse ,  ou  une  parabole, 
ou  une  hyperbole.  •    * 

3.  Si  les  deux  ellipses  (Ij  et  (2)  sont  semblables,  alors 

a       b  ^  baf 

-=-ri%  d'où  U=  -^.  Par  suite  (8)  devient 

aVp*+frV'-^«'+2û'*'rf«— û**'=0.  •         (9) 

Si  de  plus.  £?==0,  cette  équation  se  réduit  à 

a'a''P'+6W=a4&\  .      (10) 

C'est  celle  d'une  ellipse  concentrique  aux  deux  ellipses  don- 
nées. Su  désignant  ses  demi-axes  par  A  et  B,  l'on  trouve 

A— ^'  B  — ^* 

a  a 

d'où  11  suitque^=:  r ,  ou  que  cette  ellipse  est  semblable  aux 

deux  ellipses  données.  Elle  est  intérieure  ou  extérieure  à  la 
premières/selon  que  celte^i  est  elle-même  intérieure  ou  ex- 
térieure à  la  seconde.  Deux  circonférences  conceniaiques  ren- 
trent dans  le  cas  actuel. 
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&.  Revenons  à  l'équation  (9).  Supposons  d<jai  et  différent 
de  zéro.  La  courbe  cherchée  est  alors  une  ellipse  dont  nous 
allons  déterminer  la  grandeur  et  la  position.  Cette  équation  (9) 
peut  se  mettre  sous  la  forme. 

En  y  changeant  «  -f— 7; — -^  en  a ,  l'origine  sera  transportée 

CL    — » 

au  centre  et  la  cdurj^e  sera  rapportée  à  son  centre  et  à  ses 
axes.  D'où  il  suit  qu'en  désignant  ses  demi-axes  par  A  et  B , 
et  l'excentricité  par  E,  Ton  a 

Lorsque iz  =  6,  ou  quand  les  deux  ellipses  sont  deux  cercles, 

^^  =  3; — rs-D'où  il  suit  qu'un  aes*  foyers  est  au  centre  du 

a  — dr 

premier  cercle. 

S.  Avec  les  valeurs  trouvées  de  A  etB,  on  peut  construire 
la  courbe.  Mais  les  considérations  géométriques  suivantes  vont 
nous  en  fournir  les  moyens. 

Soient  A  et  A',  fiq.  74,  les  centres  des  deux  ellipses  sem- 
blables :.  BC,  B'C  leurs  grands  axes ,  et  DE^IXE'  leurs  petits 
axes. 

Supposons  A'C>  A  A'  mais  <;A'C.  La  seconde  ellipse  cou- 
pera la  première  et  lui  sera  en  partie  extérieure  et  en  partie 
intérieure;  Du  sommet  B'  de  la  seconde,  menons  les  tangentes 
B'G,  B'H  à  la  première,  la  droite  du  contact  sera  perpendica- 
laire  sur  l'axe  BG ,  et  son  intersection  avec  cet  axe  détermi- 
nera le  pôle  V  de  la  tangente  G'H'au  point  B'  de  la  seconde 
ellipse.  Ce  sera  l'un  des  sommets  de  l'ellipse  cherchée.  La  tan- 
gente au  point  Cdéterminera  la  corde  EL,  et  ihènant  aux  points 
K  et  L  des  tangentes  à  la  première  ellipse ,  leur  point  de  con- 
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TOurs  déterminera  sur  Taxe  le  pôle  G'  de  la  corde  KL.  et  en 
même  temps  le  second  sommet  de  Tellipse  cherchée.  Le  mn 
lieu  A"  de  VC  sera  le  centre.  Si  Ton  mène  les  tangentes 
T.T/f  T.T/,  communes  aux  deux  ellipses,  les  points  de  con- 
tact Ti»T,  seront  les  pAles  de  ces  tangentes  et  par  conséquent 
seront  des  points  de  TelUpse  cherchée. 

U  ne  reste  qu'à  déterminer  le  second  axe.  Pour  cela  du 
centre  A"  et  ayec  un  rayon  égal  au  demi  grand  axe  connu 
A'^B^,  nous  décrirons  la  circonférence  F'MC  coupée  par  la 
droite  T,T,  en  N.  Nous  projetterons  T  en  I  sur  A"M  par  une 
parallèle  à  l'axé  B"C",  puis  décrivant  du  centre  A"  et  du 
rayon  A'I  un  arc  de  cercle  ID",  son 'intersection  avec  la  per- 
pendiculaire A''iy'  sur  ce  même  axe  déterminera  la  longueur 
du  demi  petit  axe  A"D".  Par  suite  on  aura  les  foyers  F",F',et 
Ton  pourra  construire  les  courbes. 

Tant  que  le  point  de  contact  delà  tangente  G'H'  parcourra 
Tare  T,BT,  de  la  2*  ellipse,  le  pôle  parcourra  Tare  intérieur 
T^T,  de  la  3%  et  lorsque  ce  môme  point  décrixa  Tare  el- 
liptique opposé  T'.CT, ,  le  pôle  parcourra  Tare  extérieur 

T.C'X- 

6.  Soit  a'=id\  réquation  (9)  se  réduit  à 

et  devient ,  en  la  divisant  par-aV% 

Cest  réquation  d'une  parabole.  En  la  mettant  sous  la  forme 

on  voitque  Tabscisse  du  sommet  est  égale  à  --^ ,  et  que  le  pa- 

,26* 
ramètre  est  égal  a  —7-. 
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Mais  la  droite  qui  Joint  les  poioU  d'intenéction  des  deux 
ellipses  a  pour  équation 

a* 

la  position  du  sommet  est  donc  donnée  par  rintersection  de 
de  cette  corde  commaneavec  la  droite.des  centres. 

Il  sera  facile  de  vérifier  d'ailleurs  que.  cette  même  corde  est 
également  distante  des  droites  parallèles  qui  joignent  sur  cha- 
que ellipse  I^  points  de  contact  des  tangentes  communes  aux 
deux  courbes.  On  pourra  donc  construire  la.courbe  de  la  ma- 
nière suivante. 

L'intersection  de  la  corde  commune  GH  avec  AA',  fig.  76, 
déterminant  comme  nous  venons  de  le  dire  le  sommet  B"  de 
la.  parabole  y  les  points  de  contact  T.,  T,  des  tangentes  com- 
munes aux  deux  ellipses,  donnera  sur  la  première  .deux 
points  de  la  parabole  cherchée.  D'ailleurs,  en  menant  les 
cordes  de  contact  T,  T, ,  T/F.  l'on  aura 

B"I  =B"K. 

Il  suit  de  là  que  KT.^  ET,  seront  des  tangentes  à  la  parabole, 
et  la  perpendiculaire  T.P  sur  T^K  déterminera  la  sous-nor- 
maie  IP  égale  au  demi-paramètre.  La  parabole  est  donc  com- 
plètement déterminée  et  poun;p  être  construite  avec  ces  élé- 
ments connus. 

Quand  le  point  de  contact  de  la  tangente  QW  à  la  seconde 
ellipse  parcourra  l'arc  TVT.le  pôle  de  cette  tangente  décrit 
Tare  parabolique  T,B"T,>  intérieur  à  la  première  ellipse. 
Quand  ce  même  point  décrira  Parc  opposé  TAT/,  le  pôle  dé- 
crira la  partie  extérieure  de  là  parabole. 

7.  Soit  ci<id^  l'équation  (9)  est  celle  d'une  hypeirbole.  On 
la  construira  comme  il  suit. 

Des  sommets  B'  et  C,  fig.  76,  de  la  seconde  ellipse  que  pous 
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flopposeroBS  I'ub  et.  l'autre  extérieurs  à  la  première,  nous 
mènerons  à  celle-ci  des  tangentes  et  les  droites  de  contact 
KL,  MN  détermineront  6ur  la  droite  des  centres  des  deux  el- 
lipses, les  deux  sommets  B^'C'de  Thyperbole.  Le  milieu  A"  de 
S'C  sera  le  centre  ;  jen  menant  du  centre  A  de  la  1**  ellipse 
des  tangentes  A/i. ,  Ap^  à  la  seconde,  les  tangentes  aux  ex- 
trémités deâ  diamètres  dé  la  première  qu'elles  détermineront 
seront  paraUèles  aur  deux  asymptotes.  On  connaîtra  donc 
ceBes-ci,  et  il  sera  facile  avec  ces  éléments  connus  de  con- 
struire la  courbe. 

En  menant  les  tangentes  communes  tant  intérieures 
qu'extérieures  aux  deux  ellipses,  les  points  de  contact 
T.yT,  £,,  u  apitertiendront  aux  deux  branches  de  la  courbe 
cherchée. 

Quand  le  point  de  conta^ct.  de  la  tangente  mobile  G'H'  par 
courra  l'arc  elliptique  T/B'T/,  le  pôle  de  cette  tangente  dé- 
crira l'arc  Hyperbolique  intérieur  T.CT..  Quand  il  parcourt 
les  aires  de  l'ellipse  T/P,l„  T.'P.r,,  le  pôle  décrit  les  arcs  hy- 
perboliques extérieurs  T.V,  t,u,  T.p,  r.U ,  et  quand  ce  môme 
point  de  contact  décrit  t,  C,  /, ,  le  pôle  décrit  le  reste  tJS*e  de 
l'hyperbole. 

8.  Si  dans^l'équation  (8)  on  change  le  signe  de  b^  ou  de  6'% 
ou  des  deux  à  la  fois,  l'une  des  deux  ellipses  ou  toutes  deux 
se  changeront  en  hyperbole.  Si  l'on  suppose  une  ellipse  et  une 
hyperbole  concentriques  et  construites  sur  1^  mômes  aies  en 
introduisant  ces  modifications  dans  l'équation  (9),  on  recon- 
naîtra que  chacune  de  ces  deux  courbes  estparrapport  à  l'au- 
tre le  Ueu  des  pôles  de  ses  propres  tangentes  (*)• 

9.  Enfin  dans  le  cas  où  les  deux  courbes  seraient  deux  pa- 


[')  Aatrement  fi  d'an  point  de  Thyperbole  on  mène  deux  Ungentes  à  l'ellipse. 
Il  eorde  de  eonlaet  est  {angente  à  l'hyperbole  et  vice  veriA.  Tm. 
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raboles  ayant  leurs  axés  sur  une   même  ligne  droite;  leur 
équation  étant 

y^2p{x^U),  (2) 

la  polaire  du  point  (  a,p  )  relative  à  la  première  aurait  pour 

équation 

^y^p{x-^\  (3) 

et  réquation  de  la  tangente  à  la  seconde  serait   - 

L*identité  de  ces  deux  droites  donne  les  deux  équations 

suivantes 

py-pp'=0,  ;  (5) 

i'— «r-2£^  =  0.  (6) 

D'ailleurs  aussi  py— /jj/— /wt=0.  (7) 

En  retranchant  la  première  dettes  trois  équations  multipliée 
par  p  de  la  sonjimedes  deux  autres  multipliées  respectivement 
par /7^  et  par  p  ;  it  vient  en  divisant  par^' 

pour  réquation  du  lieu  demandé.  C'est  celled'une  S^parabole  : 
la  discussion  et  la  construction  qui  s'ensuivent  sont  trop  aisées 
après  ce  que  nous  avons  dit  précédemment,  pour  qu'il  sojt 
utile  de  nous  y  arrêter.  Mous  niousbornerons  seulement  à  faire 
Y)bserver  que  si  Ton  supposey=— />  et  rf=0;  ce  qui  revient 
à  supposer  deux  paraboles  égales  ei  opposées  par  le  sommet, 
chacune  d'elles  sera ,  relativeinent  à  l'autre ,  le  lieu  des  pôles 
de  ses  propres  tangentes,  et  c'est  par  là  que  nous  terminerons 
cette  discussion  encore  incomplète  des  différents  eas  que  la 
question  générale  peut  nous  présenter  (*). 

(')  Il  manque  le  cas  important  des  coniques  confocalos.  -  Tm. 
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SOLUTION  DU  PROBLÈME  30  (p.  248). 

VAR  M.   -FAOHSTTB. 


Développer       '  x  en  fonctions  des  sinus  et 

COS(tf,+a^+...  .+<ïm) 

cosinus  de   a, ,    a,, am- 

Désignons  par    a:,x^...xm  \essinxïsdea,ya^^,„û^^ 

ûTt  r.-  •  vT»  ïes  cosinus  de  a,^a a^, 

et  par  x,.m  le  sin  {a^-\-a^-\-...,-\'am\  par  ^^^  ,m  le  cosinus  du 

même  arc;  par  ^x^x^x^y^y^ y  m  la  somme  de  tous  les 

produits  qu'on  peut  former  avec  3  facteurè  pris  parmi  les  si' 
nus,  et  m— 3  parmi  les  cosinus  :  pour  la  symétrie  nous  écri- 
rons 2rj^. ....  j^m,        et        2x.a:.^3....  ar«. 

D'après  ces  notations,  on  aura  les  égalités  fondamentales 

Nous  allons  chercher  alternativement 


^.,.  •^.,. 

J?.,, ... 

.-.   X,<m 

.^1,1    J^l»» 

J'iïl 

.r^»* 

J^...  =  J^. 

i    x,^^  =  x^^-\-y,x^r=zi.x^y^ 

On  obtient  le  1"  terme  dea:„4,  par  exemple,  ^^^y*T^yk^ 
en  multipliant  par  y^  le  premier  terme  de  ar,,,;  par  x^le 
1"  terme  de  or,»,  et  lyoutant  les  2  produits; on  a  ainsi  tous  les 
Ann.  de  Matv«m.  I.  23 
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termes  de  la  forme  xj^^^^ ,  comme  il  est  aisé  de  s'en  as- 
surer. 

On  aura  le  ST  terme  en  ajoutant  les  seconds  termes,  mul- 
tipliés respectivement  par  y^  et  a:^,  de  x,^  et^,^,- 

Le  r' terme  de^,^  s*obtient  en  multipliant  par  ^4  le  l* 
terme  de^,^;  le  2*  en  ajoutant  le  2*  terme  de^,^  et  le  l""  de 
j:,,3»  multipliés  respectivement  par^^  et  —x^\  le  3*  en  mul- 
tipliant par  —x^  le  dernier  terme  de  x,,,. 

Le  procédé  est  général  ;  on  trouvera  de  même 

l  y^^—'ky^y^y^y^€—^ûrnyJr^^x,+^Jr^,x^x^x^ 

etc. ,  et  généralement 

+^x,x^x^^^^  .^^— ...+... 

Les  termes  de  x,^m  sont  alternativement  positifs  et  négatifs  ; 
tous  les  termes  sont  des  sommes  de  produits  de  m  facteurs  : 
le  1*'  d'un  facteur  :r ,  et  de  /»— 1  facteurs^  ;  le3^  dcSfacteurs 
X,  et  de  m — Z  facteurs^  ;....  ainsi  de  suite,  le  nombre  des 
facteurs  X  augmentant  de  2  unités  à  chaque  terme  ;  si  m  est 
de  la  forme  4m'-|-l ,  le  dernier  terme  sera ,  avec  le  signe  -f** 
IX,...  Xw,  ;  si  m  est  de  la  forme  im'+S^  le  dernier  terme 
sera^  avec  le  signe-)-*  ^o:....  j:m-i^m;  si  m  est  de. la  forme 
hml-^-Z,  il  sera  -^lar^j:,..  ..xm  ;  si  m  est  de  la  forme  4m' ,  il 
sera  — 2x,x....xm-i^m. 

Les  termes  àe^.,m  sont  alternativement  positifs  ou  néga- 
tifs :  ils  sont  tous  des  sommes  de  produits  de  m  Acteurs,  le 
l*'  de  m  facteurs^,  le  V  de  /n— 2  facteurs^  et  2  facteurs  x  ; 

le  3*  de  m-^k  facteurs  r  et  4   facteurs  x et  ainsi  de 

suite,  le  nombre  des  facteurs  y  diminuant  de  91  unités  à 
thaque  terme.  Si  m  est  de  la  forme  4m'-|-l ,  le  dernier  terme 
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est  +^^«*^.-v^m}  ^^  m.  est  de  la  forme  !^m'^^\-2,  il  est 
— 2Ar^,...x«»-îij:«— iJTm;  si  m  est  de  la  forme  ft-w'-f-a,  il  est 
— 2^,j:,...xm;  sifftest  de  la  forme  !^m',  il  est  'j-ixijc^,..xm. 

Ces  formules,  reconnues  vraies  par  la  seule  analogie,  peu- 
vent se  démontrer  par  la  méthode  connue  ;  si  elles  sont  vraies 
pour  m  termes,  elles  le  seront  pour  m-f-1  termes;  la  démon- 
stration en  est  très-facile  C). 

Si  on  suppose  x,=a:,= =xm=s\na 

jr^=jr^=  ..;..=J^m=COSa 

on  aura  x,^m = sin  ma      et     j^,,»  =:  cos  ma  ; 

et  Ton  retrouve  les  formules  de  Jean  BernouUi  (1720) 

/«    .  m-i  ''»(''* — i)('»— 2)     .     i 

sm  maiBz  --  sin  a  cos"^  a --— •  sm  '  a  cos*"*^  a 

^   -(--i)(--2)(^-3)(m_4)^.^,^^^^^_3^_ 


1.2.3.4.5 

cos/na  =  cos  a \  ^     cos     asm  a 

1:2 

'  —  cos^*asm<tf 


1.2.3.4 

m{m — i)  ...(m — 5) 


1.2.3.^.5.6 


EXAMENS  DE  18^2. 

(Suite,  V.  p.  319.) 
GÉOMÉTRIE. 

1.  Trouver  en  hectares  la  surface  de  la  zone  tempérée. 

2.  Volume  du  prisme  tronqué  polygonal  ;  td.  du  cylindre 
tronqué. 


(*)  On  peut  arriver  au  même  résultat  par  le  théorème  d'Euler.  sur  les  fadeurs 
imaginaires  trigonométriques  (  Legendre ,  Trig.  XXXII  ).  Tm. 
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3.  Déterminer  le  diamètre  d*un  fii  de  platine  tel  que  le 
kilomètre  de  ce  (il  pèse  un  gramme;  la  densité  du  platine 
est  20  environ. 

4.  Volume  du  segment  sphérique  à  une  base  en  fonction 
du  rayon  et  de  la  hauteur  du  segment  (p.  97). 

5.  Volume  du  corps  engendré  par  Toctogone  tournant 
autour  d*un  de  ses  cAtés ,  en  fonction  de  ce  cAté  ;  id.  par 
rtiexagone  régulier. 

6.  Inscrire  dans  une  sphère,  un  cône  d*un  volume  donné  ; 
déterminer  le  cône  maximum. 

7.  Inscrire  dans  un  triangle  donné,  un  rectangle  d*une  aire 
donnée. 

8.  Déterminer  le  diamètre  d'un  bassin  circulaire  inacces- 
sible. 

9.  Combien  peuvent  subsister  de  personnes  sur  notre  pla- 
nète, à  raison  d*un  hectare  et  demi  par  personne. 

10.  Volume  d*un  tronc  de  cône;  en  prenant  une  sphère 
donnée  pour  unité  de  volume  et  un  cercle  donné  pour  unité 
de  surface. 

11.  Poids  d'un  obélisque  en  granit.  Côté  de  la  base  carrée 
inférieure  =2™;  côté  du  carré  supérieur =0,8;  arête,  20"; 
densité  du  granit  2,5. 

12.  Aire  d'un  polygone  régulier  de  18  côtés  en  fonction 
des  côtés  ;  côté  du  carré  équivalent  ;  et  contour  du  polygone^ 

13.  Connaissant  Taire  et  le  volume  d'une  niche ,  déterminer 
ses  dimensions;  connaissant  l'aire  seulement,  déterminer  la 
hauteur  pour  que  le  volume  soit  un  maximum. 

ik.  Évaluer  le  poids  de  la  terre  en  tonneaux  (de  2000kilog.); 
la  densité  moyenne  de  la  terre  est  5,5. 

15.  Rapport  du  volume  de  la  sphère  à  celui  du  cône  équi- 
latéral  circonscrit;  en  déduire  celui  de  la  sphère  au  côoe 
équilatéral  inscrit. 

16.  Cuber  un  tuyau  de  poêle  (cylindre  tronqué). 
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17.  Rayon  du  cercle  dans  lequel  Taire  du  décagone  inscrit 
est  un  hectare. 

18.  Quel  doit  être  le  rayon  d*un  ballon  chargé  de  <^00  ki- 
logrammes pour  qu*il  puisse  s'élever;  la  pesanteur  spéciflque 
de  rhydrogène  est  0,0688;  celle  de  Tair  étant  1.  . 

19.  Étant  donnés  le  volume  et  Faire  d*ane  tour  cylindrique^ 
surmontée  d*uncdneéquilatéral,  déterminer  lesdimeosions? 

20.  Par  un  point  pris  dans  Fintérieur  d*an  triangle ,  mener 
une  droite  qui  le  divise  en  deux  parties  équivalentes. 

TBIGONOMETRIE. 

1.  Déterminer  tangente  \a  en  fonction  de  tang.a;  dé- 
I              montrer  par  la  trigonométrie  et  Talgèbre  que  les  trois  racines 

sont  réelles. 

2.  Construction  des  tables  de  sinus. 

3.  Tangente  fâ  en  fonction  de  tangente  a;  prouver  trigo- 
nométriquement  que  le  dernier  terme  de  Téquation  =-f-l. 

4.  A  quelle  hauteur  faut -il  s'élever  sur  la  terre  pour  avoir 
un  horizon  de  20  myriamètres  ;  quand  on  s'élève  à  une  hauteur 
double ,  Thorizon  est-il  deux  fois  plus  grand? 

5.  Comment  s'assurer  que  trois  points  inaccessibles  sont  en 
Hgne  droite? 

6.  Connaissant  tang  a»  trouver  directement  tangente  \  a. 

7.  Trouver  tangente  ^  a  par  la  formule  de  Moivre. 

8.  Résoudre  un  quadrilatère  inscriptible,  connaissant  les 
angles  et  les  diagonales. 

6TAT1QUE. 

1.  Équilibre  d'une  droite  pesante  placée  entre  deux  plans  ; 
i  résoudre  par  la  trigonométrie. 

2.  Id^  d'une  droite  pesante  placée  dans  une  •calotte  sphé- 
rique  ;  la  droite  dépasse  les  bords  de  la  calotte. 

3.  Id.  d'un  triangle  équilatéral  pesant  placé  entre  deux 
plans  inclinés. 
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4.  Id.  d^une  ellipse  pesdDte  placée  enlredeux  plans îDclinés^ 

5.  Id,  d'un  poids  s*appuyant  sur  deux  plans  par  deai^ 
points  dont  un  seul  à  frottement. 

6.  Id.  réverbère. 

7.  Démontrer  par  la  géométrie  ,  les  théorèmes  sur  la  com- 
position des  moments  dans  un  plan. 

8.  Théorème  de  Guldin. 

9.  En  quel  point  d*une  table  à  trois  pieds,  faut-il  placer  un 
poids  donné,  pour  que  les  pressions  soient  dans  un  rapport 
donné?  n'y  a-t-il  qu*une> position  ? 

10.  Centre  àe  gravité  de  la  surface  totale  d^un  cône  tronqué. 

11.  Id.  id.  id.  d*une  niche. 

ANALYSE. 

1.  Trouver  Téquation  aux  quotients  de  jfi-{-px=iq. 

2.  Id.  id.  aux  produits  de  id.:  équation 
aux  sommes  prises  2  à  2,  le  tout  au  moyen  des  coefficients. 

3.  j?*— j:'+2:c=:c  ;  déterminer  c  de  manière  que  le  pro- 
duit de  deux  racines  soili  égal  à  c. 

k.  x^-^x^s^c  ;  déterminer  c  de  manière  que  les  trois  racines 
soient  en  progression  géométrique  (voir  p.  100),  ou  en  pro- 
gression arithmétique. 

5.  Id.  id.  qu'une  racine  soit 
la  différence  de  deux  autres  et  résoudre  en  ce  cas  l'équation. 

6.  Id.  id.  que  la  différence  de 
deux  racines  soit  3. 

7.  Conditions  pour  qu'une  équation  ait  3  racines  égales 
(voir  p.  90). 

8.  Conditions  pour  que  l'équation  x^-\-px=q  ait  troi& 
iracines  égales. 

9.  Résoudre  jc«  + 1  =  0. 

tO.  Un  polynôme  algébrique  qui  admet  une  racine  est  di-> 
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visible  par  le  yariable  moins  la  racine  -,  ce  principe  est-il  appli- 
cable à  une  fonction  quelconque? 

11.  j:*— j:'-far=w;  déterminer /7i  de  manière  que  les 
sommes  de  deux  racines  soient  égales  à  leur  produit  et  que  la 
6omme  de  deux  autres  racines  =  1. 

12.  Réduire  K  3  en  fraction  continue. 

13.  Résoudre  x* — 4j:'-|-  5 j:+ * = 0  ;  la  somme  des  racines 
réelles  » — l. 

ik.  Une  équation  du  second  degré  peut-elle  avoir  une  ra- 
cine commensurable  et  une  racine  incommensurable? 

15.  Trouver  une  équation  dont  les  racines  soient  les 
différences  des  racines  des  équations 

x^'\-px  -f  ^  =  0  ;    x' + ax*-^  ft  j: + <? =0. 

16.  Deux  équations  distinctes  du  même  degré,  peuvent-elles 
fournir  la  même  équation  aux  quotients? 

17.  Former  une  équation  du  5^™«  degré  ayant  trois  racines 
réelles  et  privée  du  terme  en  x^  et  en  x. 

18.  Soient  les  deux  équations 

trouver  une  troisième  équation  dont  les  racines  soient  la  som  me 
deux  à  deux  des  racines  de  la  première  avec  les  racines  de  la 
seconde;  Téquation  est  du  12^'°«  degré;  est-elle  susceptible 
d*abaissement? 

19.  Composer  une  équation  de  manière  qu*en  éliminant  x 
entre  elle  et  Téquation  xx^+y^ + x*—  1  =  0 ,  on  retombe  sur 

r^— j^'+r— 1=0. 

20.  Évaluer  le  produit  des  cent  premières  puissances  de  2. 

21 .  Interprétation  géométrique  du  théorème  de*M.  Sturm. 

22.  Quel  est  le  degré  d'approximation  de  k  ir  ;  tt  ayant 
12  décimales. 
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1842  (V.  p.  2ii.8). 


OSÉES. 

çle  des  signes  de  Descartes, 
donner  les  divers  moyens 
ansformer  une  expression 
n  autre  qui  ne  contenant 
lent  calculable  par  loga- 

on  séc.  a  +  coséc.  ^. 

parlant  la  question  élé- 
iges  classiques  est  plus  in- 
estion  spéciale ,  d'une  re- 
î  partout  et  que  lespro- 
faut  pas  de  grands  efforts 
ges  de  la  capitale  un  pro- 
uvent remplir  à  l'égal  des 
si  doués  d'une  heureuse 
s  paroles  du  mattre. 
ant  à  constater  rétat  gêné- 
ir  les  théorèmes  enseignés; 

concours  Sa  destination 
lie ,  de  mettre  en  évidence 
es  privilégiées.  Dès  Iors,on 
ans  le  choix  des  questions. 


Digitized  by 


Google 


\  —  353  — 

k^ 

\  LETTRE 

BB  M.  rarc^Kf 

Profesieur  au  Collège  royal  de  Strasbourg. 


La  note  que  M.  Vincent  a  fait  insérer  dans  votre  numéro 
de  juin  (p.  272),  roe  confirme  dans  une  opinion  que  j*ai  de- 
pois  longtemps  adoptée,  savoir  qull  serait  convenable  d*exi- 
ger  des  candidats  à  TËcole  polytechnique,  les  premiers  élé- 
ments du  calcul  diiïérentiel,  sauf  à  restreindre  quelques  dé- 
tails d'algèbre  ,  de  sections  coniques,  etc.  On  éviterait  par  là 
quelques  embarras,  doubles  emplois,  notamment  pour  la 
théorie  des  courbes  (*). 

Quoi  qu'il  en  soit ,  la  note  en  question  m'a  fait  reconnaître 
que  Je  suis  allé  trop  loin  dans  ma  Trigonométrie  r*),en  affir- 
mant que  remploi  des  formules  de  Simpson  est  restreint , 
comme  je  l'ai  indiqué.  Par  contre,  M.Vincent  me  parait  avoir 
négligé  des  erreurs  qui  modifient  Texaçtitude  de  ses  résultats. 
£n  effet,  dans  la  formule 

8in(m-j-l)a— sin/w^2  2cosa — sin(/7j— 1)^, 

11  ne  suffit  pas  de  supputer  Terreur  dont  ce  second  membre 
est  affecté  par  suite  des  erreurs  commises  sur  sin  ma,  cosa , 
sin  (m — i)a;  il  faut  encore  tenir  compte  des  chiffres  que  Ton 
est  forcé  de  négliger  dans  le  produit  sin  ma  x  2cos  a  ;  éar  il 
est  impossible  de  les  conserver  tous.  De  là  une  nouvelle 
erreur  dont  il  est  indispensable  de  tenir  compte,  ainsi  que  de 


(*)  Cette  opinion  du  savant  professeur  est  d'autant  plus  plausible  que  le  calcul 
diOerenliel  existe  déjà  dans  les  eléuionts.  théorie  et  pratique,  mais  sous 
d'autres  noms. 

C)  Géométrie  élcmenlaire,^-  édition,  chez  Matliias,quai  Malaquais,  !5.  Tm, 
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celle  qui  aiïecte  cosa.  Je  me  conteoterai  de  cette  indication , 
me  proposant  de  revenir  sur  cet  objet. 

Vous  avez  fait  remarquer  (p.  119),  que  j*ai  donné  le  pre- 
mier, dans  les  éléments  f  ),  la  division  ordonnée,  de  Fourier  : 
j'ajouterai  quejeTâi  complétée  en  montrant  ce  qu'il  faut  faire 
pour  que  le  dernier  chiffre  du  quotient  soit  bon. 

Dans  ce  même  ouvrage,  cité  en  note,  j'ai  entre  autres  ques- 
tions, que  l'on  ne  trouve  pas  dans  les  livres  élémentaires, 
traité  un  problème  qui  est  susceptible  d'une  solution  plus 
complète  :  il  a  pour  objet  de  déterminer  le  nombre  des  opé- 
rations de  la  recherche  du  p.  g.  c.  d.  de  deux  nombres 
entiers. 

On  peut,  pour  arrivera  ce  but,  suivra  deux  marches  :  l'une 
conduit  aux  séries  récurrentes  et  à  une  équation  exponen* 
tielle  fort  compliquée.  Elle  est  fondée  sur  ce  que  le  cas  le 
plus  défavorable  est  celui  où  tous  les  quotients  sont  égaux  à 
l'untté ,  le  dernier  étant  2;  de  là  on  est  amené  à  chercher  le 
terme  général  de  la  suite 

1,    1.1+1,    (1.14-1)1+1,    etc. 

Je  ne  m'arrêterai  pas  à  développer  ce  calcul. 

La  seconde  manière  est  la  suivante  : 

Soient  Â,B  les  deux  nombres,  A  étant  >B. 

Le  reste  est  toujours  moindre  que  la  moitié  du  dividende  ; 

nommons B.,B„B,....  les  restes  successifs;  on  aura  donc 

^  j^ i 

B.<~  et  au  plus  égal  à  , 

Â  À 


B.  td. 

B,  ià. 


B— 1 


2    • 
B.-1 


(')  Traité  cléroenUire  d'ariUimélique,  Paris,  Matliias,  I84i. 
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2                   A— 1-2 
ou,  an  plus,  = — ^ =  — ^ 

de  même  limite  de  8,=  — ^ — , 

..          _          A-1— 2-2» 
Mi.  B,     = ^^ , 


A— 1— 2-2'..— 2"-'      A— 2"+l 
«<*•         fti»_i= ^ = 2= ' 

.•^.         B.    = .    =ê^. 

Donc  si  — '  - — est  <1 ,  c'est  que  Bm  est  nul,  et  le  nombre 

des  opérations  est  3/i  au  plus. 

Posons  donc ^jp^  <i , 

d'où         2"+'>B+l. 

Ainsi  la  plus  petite  valeur  (entière)  de  n  qui  satisfait  à  cette 

inégalité,  sera  la  moitié  de  la  limiteclierèhée. 

Par  exemple  si  B=89,      on  a      2'^>90    2">45, 

«=6, 

2n=12. 

Cette  limite  est  assez  approchée  ;  car  si  Ton  suppose  A=:1U^, 

le  nombre  effectif  des  opérations  est  10 ,  tandis  que  d*après  la 

règle  qu'on  trouve  dans  un  certain  ouvrage  la  limite  est  —, 
ici  72. 

Permettez-moi  une  dernière  observation  :  plusieurs  de  vos 
numéros  renferment  des  détails  sur  le  calcul  des  expressions 
irrationnelles.  On  trouve  tout  cela  traité  d'une  manière  com- 
plète dans  mon  Algèbre,  publiée  en  1839  chez  Mathias.  (Sui- 
vent des  questions ,  qu'on  donnera  prochainement.) 
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DÉMONSTRATION  DU  THÉORÈME  29  (p.  248). 


Étant  donnée  une  courbe  quelconque  du  second  degré  :  on 
joint  un  point  donné  du  plan  au  centre,  et  on  mène  par  le 
point  la  conjuguée  du  diamètre  que  nous  venons  de  tracer. 
Si  on  suppose  en  outre  que  par  le  point  on  mène  une  sécante 
quelconque  qui  rencontre  la  courbe  en  deux  points  et  que  par 
les  points  de  rencontre  on  mène  les  tangentes  ;  ces  tangentes 
détermineront  des  segments  égaux  sur  la  conjuguée  du  dia- 
mètre passant  par  le  point  donné. 

r  Pour  démontrer  ce  théorème ,  je  me  servirai  d'abord 
du  lemme  suivant  (")  :  Si  A,  B,  C,  D  sont  situés  sur  une  droite 
et  tels  que  l*on  ait  AB:BC::AD:CD;  si  Ton  joint  un  points 
quelconque  aux  points  A ,  B, C ,  D,  toute  ligne  a,hyC,dq^ 
rencontre  les  quatre  lignes  SA,  SB,  SC,  SD  aux  points  a^b^c.d 
sera  partagée  en  ces  points  de  la  même  manière  que  la  ligne  AD: 
c'est-à-dire  que  Ton  aura  nbtbc::ad:cd,  et  que  si  on  mène 
une  parallèle  à  Tune  des  lignes  du  faisceau  harmonique,  die 
sera  coupée  par  les  trois  autres  en  trois  points  dont  Tun^d'eux 
sera  équidistant  des  deux  autres  :  par  le  point  ^  et  le  point  C» 
je  mène  une  parallèle  à  SA  :  on  en  déduit 

CE  :  SA  ::  DC  :  DA 
FC:SA::BC  :AB; 

or,  DC  :  DA  ::  BC  :  AB,   donc   CË=FC,    donc  par  suite 
ec  =cf  :  et  en  formant  les  proportions 

ec  :  sa  ::  de:  da 

se  :  sa  ::  bc  :  ab; 

comme  ec=:fc,  il  s'ensuit  que  dcida::  be  :  ab.  C.Q.F.D. 

C)  Voir  p.  315. 
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^  Considérons  actûettement  le  théorème  proposé  : 
Soit  o  le  centre  de  la  courbe,  soit  A  le  point  donné  :  AP  la 
tonjagoée  du  diamètre  Ao  ;  soit  AN  une  sécante  partant  du 
point  A  et  qui  rencontre  la  courbe  aux  points  M  et  N  j  soit 
MR  la  tangente  en  M,  NR  la  tangente  en  N  ;  et  enfin  soitBS 
la  polaire  du  point  A  :  on  sait  qu'elle  passe  en  R,  qu'elle  est 
parallèle  au  conjugué  du  diamètre  oA  :  par  conséquent  paral- 
lèle à  AP  ;  et  enfin  qu'elle  détermine  sur  AN  le  quatrième 
point  harmonique,  de  sorte  que  l'on  a  :  NS  :  SM  ::  NA  :[MA  ; 
donc,  en  yertu  du  théorème  précédent,  PQ  est  partagé  en 
deux  parties  égales  au  point  A.    C.Q.F.D. 


DÉMONSTRATION  DU  THÉORÈME  26  (p.  2k7). 

PAR  M.  9VtLY. 


Si  dans  un  quadrilatère  inscrit  dans  un  cercle,  on  prolonge 
les  côtés  opposés  jusqu'à  leur  rencontre ,  les  milieux  des  por- 
tions des  bissectrices  des  angles  ainsi  formés ,  comprises  entre 
les  côtés  du  quadrilatère,  sont  situés  sur  la  ligne  qui  Joint  les 
milieux  des  diagonales. 

Soit  ABCD  le  quadrilatère  donné  :  prolongeons  AD,  BC 
jusqu'en  F  :  AB,CD  jusqu'en  E  :  menons  les  bissectrices  des 
angles  £  et  F. 

Soit  FR  la  bissectrice  de  F  :  on  peut  remarquer  qu'elle  fait 
des  angles  égaux  avec  AE  et  ED  ;  en  effet  les  deux  angles  en  F 
sont  égaux  ; 
donc  l'arc  RA  —  l'arc  QD=  l'arc  RB—  l'arc  CQ  ; 

d'où  l'arc  RA  +  l'arc  CQ+  l'arc  CB=  Tare  RB+  Tare  QD 
+  l'arc  CB; 
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or,  le  1*'  membre  est  la  mesure  du  double  de  TaDgle  RIA  ; 
le  2*  membre  est  la  mesure  du  double  de  rangleRGC; 
donc  ces  deux  angles  sont  égaux  :  donc  si  Ton  mène  la  bisno- 
trice  de  l*angle  AED,  elle  sera  perpendiculaire  sur  la  bissectrice 
RF,  et  la  coupera  en  son  milieu  o  et  sera  coupée  elle-mteie 
en  ce  point ,  en  son  milieûé 

On  a  donc  ol  =  oG  et  oK = oH  »  et  comme  ces  droilessoot 
perpendiculaires  la  figure  mGK  est  un  losange  :  prouvons  ac- 
tuellement que  IH  est  parallèle  à  BD  et  IK  parallèle  à  CA  : 
puisque  FI  est  la  bissectrice  de  F,  on  a 

IB:IA::FB:FA,    or  on  a    FB:FA::BD:CA, 
à  cause  des  triangles  semblables  BDF ,  FCA ,  donc 

1b:ia::BD:CA. 
La  seconde  bissectrice  donne 

HD:AN::ED:EA, 
or  ED:EA::BD:CA,    donc    IB:lA::âD:AN, 

donc  HI  et  KG  sont  parallèles  à  BD,  et  on  démontrerait  de 
même  que  IK ,  et  par  suite  GH  sont  parallèles  à  C  A  :  actuel- 
lement soient  L  et  M  les  milieux  des  diagonales  :  Joignons 
CL,  AL  :  la  l^  coupe         KG  en  P  son  milieu  ; 
la  2""  coupe         IH  en  N  son  milieu. 

Si  Ton  Joint  NP,  d*aprèsun  théorème  connu,  cette  ligne  passe 
au  centre  du  losange ,  est  parallèle  à  IK  et  par  suite  à  AC, 
et  le  milieu  de  cette  droite  se  trouve  en  o  centre  du  losange  : 
donc  si  Ton  Joint  Lo  et  qu*on  prolonge,  cette  ligne  coupera 
AC  en  son  milieu,  puisque  PN  est  coupée  en  son  milieu  en 
o  :  or  L  est  le  milieu  de  la  diagonale  BD,  o  est  le  milieu  des 
deux  bissectrices  et  M  est  le  milieu  de  la  diagonale  AG  :  ces 
trois  points  sont  en  ligne  droite.  C.Q.F.D, 
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SUR  LES  APPROXIMATIONS  NUMÉRIQUES  (p. 249). 


Dans  votre  dernier  numéro,  je  trouve  une  note  de  M.  GuH- 
min  sur  les  approximations,  qui  ne  me  parait  pas  complète^ 
car,  pour  ce  qui  concerne  l*extraction  des  racines,  il  semble 
ne  considérer  que  les  racines  des  quantités  commensurables  : 
il  est  convenable  de  chercber  quand  on  veut  extraire  une  ra- 
cine d'une  quantité  incommensurable ,  avec  quelle  approxi- 
mation  on  doit  calculer  la  quantité  incommensurable  pour 

que  Terreur  commise  soit  plus  petite  que  --  . 

0 

Je  proposerai  la  méthodesuivante  : 
Supposons  que  Ton  ait  à  extraire  la  k  A;  A estune quantité 
incommensurable  :  on  demande  avec  quelle  approximation 

on  doit  calculer  A  pour  que  k^Â  soit  approchée  à  7  près.  L'er- 

reur  sera  égale  à  Ç^A+e  —Ç^k.  On  a  donc  l'inégalité 

je  multiplie  et  je  divise  le  1"^  membre  par  le  quotient  de 
A+c— A  par  l?^A+c—  P^A,  il  vient 

! <1. 

(j:î^x+;)'^+(i>^x+er'p^r3F(i:î^Ar    ' 

Si  Je  diminue  le  dénoininatear  et  que  je  donne  ensuite  à  e  une 
valeur  telle  que  le  premier  mendire  soit  <  ^  à  fortiori  l'iné- 
galité précédente  sera-t-elle  satisfaite  :  je  remplace  donc 
P^Â47par|;VÂ,  il  vient 

__f_<i 
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Or,  en  saiisraisant  k  Tinégalité  e  <;  — -^,  j*aurai  satisfait  à  la 
précédente ,  A'  étant  une  quantité  plus  petite  que  p^. 
J*ai  l'honneur  d'être ,  etc. 


SOLUTION  DU  PROBLÈME  23  (page  2W). 

PAR  M.  BOSaUSUSE  (EDOUARD). 

Déduire  des  propriétés  du  triangle  rectangle  que  le  module 
de  la  somme  de  deux  types  imaginaires  est  plus  petit  que  la 
somme  des  modules  de  ces  deux  types ,  et  plus  grand  que  leur 
dilTérence.  Le  type  imaginaire  est  représenté ,  comme  on  sait , 
paréz+iV/— l,et"son  module  par  \/a*+b^ pris positÎTe- 
ment. 

Solution.  Soient  (/î^f.  57)  BB'=/»',  BC=a;.en  Cj'étete 
une  perpendiculaire  à  B'C  ;  je  fais  AC  =  b,  0 A=y  ;  éleyant 
aussi  une  perpendiculaire  en  B,  Je  fais  A'B=OA=&';je 
mène  AB,  A'B',  A'O    et  FO. 

J'ai ,  dans  les  triangles  rectangles  ABC,  A'B'B  et  B'CO, 

AB=\/a*+b%  ATB'=  i/^^Tb^  et  B"0=  \/(^+«')'+(^+^T; 
ce  sont  les  trois  modules  :  or,  dans  le  triangle  A'B'O»  on  a 
FO<(A'F+A'0)  et  FOXA'B'— A'O),  ou  bien,  à  cause 
de  AB  =  AO , 

\/(a+ar+{b^bf>  (v^^^q::^-— k^q:^-)-    c.q.f.d. 

Si  a  =  a'   et    b=  b\  on  a  alors 


et  le  triangle  A'B'O  se  réduit  à  une  droite. 
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UEU  GÉOMÉTRIQUE. 


Des  foyers  des  sections  faites  dans  le  câfie  circulaire  droit  par 
un  plan  tournant  autour  d!un  point  pris  sur  une  généra- 
triée,  et  restant  perpendiculaire  au  plan  méridien  qui  passe 
par  cette  génératrice. 


VAa  M.  A&BZZ8  PSaBST^ 

Professeur  suppléant  à  la  Facnllé  de  Dijon. 


I.  Soit  s  le  sommet  da  cône  ;  Sx ,  Sr  deux  génératrices 
opposées;  A  le  point  fixe  et  sommet  de  la  section  ;  axes  rec- 
tangalaires ,  la  trace  du  plan  sécant  sur  le  plan  des  deux 
génératrices  est  Taxe  des  x. 

L'équation  des  coniques  est , 

,_2asin£8ina  sinasin(«+2p)      ^ 

^*^     ^—        cosp       '^  ^^  ••^' 

a  étant  la  distance  AS  (fig.  63) ,  â|3  Tangle  de  deax  généra- 
trices oiq>08ées ,  et  a  l'angle  qae  fait  la  trace  dn  plan  sécant 
avec  SA. 

La  distance  p  des  foyers  an  sommet  A  est  donnée  en  géné- 
ral ,  dans  réqaation 

y  =  2px  +  qx*       (axes  rectangulaires) , 
par 

^p'+2pp— /i'  =  0, 
on 

p=^(_i±V/i+^}* 
7  ^^ 

On  aura  donc  en  appliquant  ce  calcula  l'équation  (1),  l'é- 
quation 

Am.  DR  M athAm.  I.  24 
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(^) ^=-ïh^^  {-cosp=hV/cos'p-sio«sin(a+2P))  n, 
ou 

<»"— .m{— '^"""+«)' 

à  l'aide  d'une  transformation  simple  et  connue?  ('*).  Telle  est 
réquationen  coordonnées  polaires  du  lieu  cherché,  les  angles 
a  étant  comptés  à  partir  de  SA. 

lo  Pour  ce=0,  p=0  eipsssa,  on  a  les  points  A  etS  ;  c'est 
le  cas  de  l'ellipse  se  réduisant  à  une  droite  limitée,  les 
foyers  sont  aux  sommets. 

2»  a>0  et  <90— j3,  f>  aura  deux  Taleurs  positives  ; 
foyers  d'une  série  d'ellipses,  sur  les  segments  AmC  et  SC; 
trace  AQ  ;  foyers  m  et  m!. 

3*  a=90— 13,  p=r<zsinp  =  AG;  c'est  le  cas  du  cercle, 
les  deux  foyers  se  réunissent  au  centre  C. 

4*  «>90— j3  et  <180— 2|5,  p  a  deux  valeurs,  corres- 
pondant à  de  nouvelles  ellipses.  Les  branches  se  coupent , 
C06(a4-|3}  change  de  signe.  Le  signe  supérieur  qui  a  donné 
SG,  donue  GF ,  le  signe  inférieur  qui  a  donné  AmG  y  donne 
CG'U;foyersG,G'. 

5«  a ss  180*— 2|3 ,  pz=  asin*|9==  AF ,  ou  le  quart  du  para- 
mètre dans  l'équation  (1)  et  p=oc,  c'est  le  cas  de  la  para- 
bole; F  est  le  foyer. 

6"*  a>f80— 2p  et  <180%  p  a  deux  valeurs  de  signes 
contraires;  c'est  le  cas  des  hyperboles  ayant  leurs  foyers  sur 
les  arcs  G"S  et  FA. 


a8iDi3C08i9 

(')  Le  lien  gèométriqtte  du  centre  est  donc  /»—  ;  une  droite. 

■m  \ttf*i9} 

Toi. 

(••)sinit8ln(9(+2,'3)— -cosl/8— ^coi2(«+)8)— coft/3 coi*(«+/9)^.i 

3  3  3  SI 

—  coi«/9  —  COI»  (« + ;8) ,  etc.  Tm. 
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taleurs  qui  substituées  dans  l'équatioa 

conduise Dt  à 

(4)  [a+x)y—  (a*sin*(5— 2x(a+-r)c082(5  J  y+(a+x)jr'=0. 

Pour  x  =  0^  y^O  et^  =  asia*3,  distance  focale  de  la 

parabole, 

nue  seule  valeur ,  c'est  le  cas  du  cercle. 

x  =  — a,  ^  =  0,  j^=±:oc, 
c'est  le  double  cas  de  a=0  et  a=:180.  Ce  qui  donne  encore 
pour  asymptote  la  génératrice  V'SV . 


PROBLÈME  SUR  DEUX  CERCLES. 

9AWL  rSU  X.  IiÉFT, 

ProfesMar  ao  Collégo  Cbarlemagne. 


Fig.  58.  Parle  point  d'intersection  A  de  deux  circonférences 
données,mener  une  corde  commune  BACtelle  que  le  rectangle 
Ait  sur  une  partie  de  la  corde  comprise  par  Tune  des  circon- 
férences, et  une  ligne  donnée  m,  plus  le  rectangle  fiût 
sur  l'autre  partie  de  la  corde,  et  une  autre  ligne  donnée  n , 
égale  un  carré  donné/»*. 

Supposons  le  problème  résolu,  et  soit  BAC  la  corde  cher- 
chée-, par  hypothèse,  on  a  m.BA+n.AC=/>'.  Du  point  A,  je 
mène  les  diamètres  AD,  AE,  et  je  joins  BD,  CE;  les  angles  en 
B  et  en  C  étant  droits,  on  conclut  que  BD  et  CE  sont  paral- 
lèles. 

Je  divise  le  diamètre  AD  en  deux  parties  telles  que  Ton  ait 
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ÂD:AF::n:i7i.  Du  point  F,  J'abaisse  FG  perpendiculaire  à 
AB  'y  alors  FG  est  parallèle  à  BD,  et  on  a 
AD:AF::AB:AG,  donc  ABzkGimlm  ou  #n.AB=/».AG, 
donc,  en  substituant  dans  Tégalité  qu'on  a  par  hypothèse, 
celle-ci  deviendra 
n.AG+n.AC=p\    ou    «(AG+AC)  =/>•,    ou    nGC=/>*. 

Donc  GC  est  une  3*  proportionnelle  aux  deux  lignes  n  et/r. 
Joignons  FE,  et  menons  FH  parallèle  à  BC,  nous  pourrons 
construire  le  triangle  rectangle  FEH,  dans  lequelnous  connais- 
sons rhypoténuse  et  FH=GG  :  d*où  résulte  la  construction 
suiTante  :  du  point  A ,  menez  les  diamètres  AD,  AF  :  partagez 
AD,  dételle  sorte  que  AD:AF::n:m  ;  joignez  FE,  sur  F£ 
comme  diamètre  décrivez  une  demi-circonférence  ;  du  point 
F  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  la  3*  proportionnelle 
entre  néip,  décrivez  un  arc  de  cercle  qui  coupe  la  demi- 
drconférence  décrite  sur  FE  en  H.  Joignez  FH  et  prolongez- 
le  jusqtt*en  G  ;  tirez  CAB ,  ce  sera  la  droite  cherchée  :  si  n^=m 
ou  nss — m,  on  retombe  sur  des  problèmes  connus.  Ce  pro- 
blème est  susceptible  de  discussion. 

(  Communiqué  par  H.  Coupt,  un  de  set  éUfes.  ) 


DÉMONSTRATION 

DTJN  THÉORÈME  DE  M.  GHASLES, 

PAR  X.  BPUTBOUX, 

Élève  du  Collège  roytl  d'Orléant. 

Un  système  de  forces  dirigées  d'une  manière  quelconque 
dans  l'espace,  peut  toujours  se  réduire  à  deux  forces  non 
situées  dans  le  même  plan,  et  cette  réduction  peut  se  faired'nne 
infinité  de  manières.  Quelles  que  soient  les  deux  forces  qu'on 
considère,  la  pyramide  triangulaire  qui  a  pour  sommets  les 
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extrémités  des  lignes  qui  représentent  les  force»,  a  on  volaille 
constant. 

Démonstration.  On  sait  qu'on  système  de  forces  dirigées 
d^one  manière  quelconque  dans  l'espace  «  se  ramène  généra^ 
lement  à  une  force  et  à  un  couple  qui  ne  sont  pas  dans  le 
même  plan.  En  transportant  le  couple  parallèlement  à  son 
plan ,  de  manière  que  Tune  des  extrémités  de  son  bras  de 
levier  vienne  sur  le  point  d'application  de  la  force ,  cette 
dernière  et  l'une  des  forces  du  couple  étant  appliquées  au 
même  point,  se  composent  en  une  seule,  et  il  reste  deux 
forces  non  situées  dans  le  même  |lan.  Le  couple  pouvant 
être  changé  en  une  iinfinité  d'autres  équivalents  et  pouvant 
d'ailleurs  tourner  dans  son  plan ,  ce  système  de  deux  forces 
pourra  varier  d'une  infinité  de  manières. 
'  Considérons  donc  le  couple  (P,  — P),  dans  l'une  de  ses 
positions  ;  soit  MN  {fig.  80)  le  plan  du  couple,  et  Q  la  force  qui 
doit  se  composer  avec  la  force  P  du  couplet  construisons  le 
parallélogramme,  et  soit  AR  la  résultante.  La  pyramide 
construite  sur  les  deux  forces  —  P  et  AR  aura  pour  mesure 
de  son  volume  sa  base  ABP  multipliée  par  le  \  de  la  distance 
du  point  &  au  plan  MN. 

Faisons  maintenant  tourner  le  couple  dans  son  plan  autour 
du  point  A  et  supposons  qu'il  prenne  la  position  FAB'.  Ra- 
menons encore  ce  couple  et  la  force  AQ  à  deux  forces  —  P 
et  AR';  la  pyramide  construite  sur  cesdeux  forces  aura  même 
base  que  la  précédente,  car  les  triangles  AB'P'  et  ABP  sont 
égaux ,  puisque  les  deux  couples  sont  identiques.  Elle  aura 
aussi  même  hauteur,  car  le  plan  MN  et  le  plan  des  deux 
lignes  RQ  et  R'Q  sont  parallèles  d'après  la  construction.  Les 
perpendiculaires  abaissées  des  points  R  et  R'  sur  le  plan  MN 
sont  par  conséquent  égales ,  les  deux  pyramides  ont  donc 
des  volumes  équivalents. 

Nous  avons  supposé  que  le  couple  se  déplaçait  sans  que 
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sa  force  changeât;  s'il  se  transforme  en  an  antre  équivalent , 
c'est-à-dire  d'un  moment  égal,  le  triangle  qui  forme  la  I>a8e 
de  la  pyramide  conserve  la  même  surface  qu'auparayant| 
puisque  le  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur  ne  varie  pas. 
On  démontrerait  comme  auparavant  que  la  hauteur  de  la 
pyramide  reste  toujours  la  même;  le  théorème  est  donc  dé* 
montrer). 

Observation.  Le  beau  théorème  de  M.  Cbasles  est  une 
eonséquence  immédiate  des  conditions  d'équilitoe  :  !•  des 
forces  sont  en  équilibre  autour  d*un  axe  fixe,  lorsque  la 
somme  algébrique  de  leurs  moments  par  rapport  i  cet  axe 
est  nulle  :  le  moment  d*une  force  par  rapport  à  un  axe,  c'est 
le  produit  de  cette  force  par  sa  plus  courte  distance  à  Taxe  ^ 
multiplié  par  le  sinus  de  Tangle  des  deux  droites;  2""  le  vo- 
lume d'une  pyramide  triangulaire  est  égal  au  sixième  du 
produit  de  deux  arêtes  opposées  par  leur  plus  courte  dis- 
tance et  par  le  sinus  de  leur  angle  ;  3°  donc,  si  sur  l'axe  fixe 
on  prend  deux  points  à  volonté ,  ils  forment  généralement 
avec  les  extrémités  d'une  force  les  sommets  d'une  pyramide 
triangulaire  ;  il  y  a  autant  de  pyramides  que  de  forces  ;  donc 
dans  le  cas  d'équilibre  la  somme  algébrique  des  volumes  des 
pyramides  est  nulle.  ¥"  Soient  m  forces  en  équilibre ,  en 
prenant  la  direction  d'une  quelconque  de  ces  forces  pour  axe 
fixe,  l'équilibre  subsistera  encore  ;  combinant  les  extrémités 
de  cette  force,  successivement  avec  les  extrémités  des  autres 
forces,  on  aura  m— 1  pyramides  dont  la  somme  des  volumes 
sera  nulle  ;  faisant  le  même  raisonnement  pour  chaque  force, 

on  obtient  m  équations  entre pyramides;  il  y  a 

donc         inconnues  de  plus  que  d'équations  ;  5*  soient 

(*;  L'autear  a  depuis  complété  cette  dcmonslralion.  Tm. 
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ks  quatre  forces  P,  Q ,  R ,  S  en  éqailibre  ;  représentons  par 
PQ,  PR,etc.y  les  volomes  des  pyramides  triangulaires  daes 
anx  foroes  P  et  Q ,  P  et  R ,  etc.  ;  on  aura  donc 

PQ+PR+PS  =  0, 
QP+QR+QS=0, 

RP^RQ4.RS=0, 

SP  +  SQ+SR==0, 

d'où  Ton  ttre  PQ=RS,  PR=^  QS,  PS  =  QR  ^  ce  qui  retient 
an  théorème  de  M.  Ghasles.  Tm. 


DEMONSTRATION 

P*UN  THÉORÈME  DE  M.  GAUGHT. 

WAtL  m,  BOUTaOVZ , 

Bléfe  du  Collège  roytl  d'Orléans. 

La  racine  m'^*^  du  prodoit  de  m  nombres  est  plus  petite 
que  la  moyenne  arithmétique  entre  ces  m  nombres. 

Je  commeucerai  par  démontrer  que  le  théorème  est  vrai, 
lorsque  m  est  une  puissance  de.  2. 

Il  est  vrai  pour  la  racine  carrée  -.  en  effet ,  appelons  a  et 

b  les  deux  nombres,  je  dis  qu'on  aura  [/âb<i  -^t- .  car 
on  a  identiquement 

ab  est  donc  moindre  que  (  — —  )    et  par  conséquent  \/âb 

a+b 
est  aussi  momdre  que     '     »  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Il  est  facile  de  passer  de  là  au  cas  où  /7»  =  4  :  en  effet 
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yabcd  peut  se  mettre  soas  la  forme  \/\^ab\/cd.    Je 

considère  Vab  et  \/cd  comme  deux  facteurs  ;  noas  aurons 

donc  la  racine  carrée  des  deux  facteurs  V^â6  et  V/ërfqui 

.  ,            \/âb4-\/cd        in- 
séra moindre  que ^ j  or  l^ab  est  moindre  que 

^"1"^      I  / — r  c-\~d 

-~  et  V  cd  moindre  que  — i—  ,  donc  à  plus  forte 


raison 


y\/abV^do\xV^abcd  sera  moindre  que  "T         . 

On  passera  de  ce  cas]à  celui  où  m=8 ,  puis  au  cas  où 
'Tis  16  et  ainsi  de  suite.  Le  théorème  est  donc  vrai  pour  un 
nombre  4e  facteurs  égal  à  une  puissance  quelconque  de  2. 

Ayant  de  démontrer  le  théorème  pour  tous  les  cas  possi- 
bles, je  vais  faire  voir  que  s'il  est  vrai  pour  le  cas  où  Ton 
considère  m-^-X  nombres,  il  sera  encore  vrai  pour  le  cas  où 
on  n'en  considère  plus  que  m.  Je  suppose  qu'on  ait 


et  je  dis  qu'on  aura 

PŒ:Z-*<e±i±i±^i::i±-*; 

m 
en  effet ,  ^/abcd^..  k  peut  se  mettre  sous  la  forme 

«+1/ 


71 


je  fais  sortir  ^""6*...  k^  de  dessous  le  deuxième  radical,  et 


i9\dxm\\/abcd.,..kyabcd,..k.    Or   nous  avons   ici 

m  4-1  facteurs  sous  un  radical  dont  Findice  est  m-\-i^  et 
nous  avons  supposé  que  dans  ce  cas  le  théorème  est  vrai  ; 
i^ous  aurons  donc 


m+l  / 

V 


abcd..,  Âl^abcd.,.k'> 
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ou 


OD  tire  de  là  ce  qu'on  voulait  démontrer,  savoir  : 

iy^;5^dZrk<^±È±f±±:d:^, 

m 

Si  le  théorème  est  vrai  pour  un  certain  nombre  de  fac* 
teurSy  il  est  donc  encore  vrai  lorsqu'on  a  un  facteur  de 
moins.  Or  quelque  soit  le  nombre  de  facteurs  que  l'on  con- 
sidère, on  pourra  toujours  trouver  une  puissance  de  â  plus 
grande  que  ce  nombre  ;  le  théorème  étant  vrai  pour  un 
nombre  de  facteurs  égal  à  cette  puissance  de  2 ,  sera  encore 
vrai  pour  ce  nombre  diminué  d'une  uniié ,  puis  de  deux,  de 
trois  unités,  et  ainsi  de  suite.  On  descejndra  ainsi  jusqu'au 
nombre  proposé  :  le  théorème  est  donc  démontré. 

Observation.  La  première  partie  de  cette  démonstration 
est  celle  de  M.  Cauchy;  la  seconde  en  difi%rc  un  peu. 
(Cours  d'Analyse^  page  457,  1821.)  MIVI.  Lobbato  et 
Bobillicr  en  ont  donné  aussi  une  démonstration  dans  la 
Correspondance  Mathématique  de  M.  Quétclet,  tome  lY, 
p.  169,  18-28.  Tm. 


QUADRATURE  DES  œURBES  PLANES 
ET  CUBATURE  DES  SOLÎDES  DE  RÉVOLUTION, 

9AB,  m,  OASTAIAO, 

Élève  du  Collège  royal  de  Saint-Louis  (*). 

Quadrature  des  courbes  planes. 
Observation.  Cette  méthode  d'approximation  ,  basée  sur 

{\  Maintenant  élève  à  TKcole  polytechnique;  il  a  le  n»  3,  et  a  été  admis  par 
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le raéfDe  principe ,  est  moins  exacte  que  celle  qui  est  dévelop^ 
pée  dans  le  tome  II  des  Fonctions  elliptiques  de  Legendre 
(p.  572).  Nous  avons  admis  ce  travail  parce  que  la  marche 
eslélémcnlaire,  et  que  les  résultats  sont  suffisants.  On  sup- 
pose, d'ailleurs,  que  la  fonction  y  conserve  toujours  même 
signe  et  n'éprouve,  non  plus  que  les  coefficients  différen- 
tiels, des  changements  brusques  pour  de  légers  accroisse- 
ments de  la  variable.  Leibnitz  est  le  premier  qui  ait  essayé 
celte  même  méthodede  quadrature  (Act.  erud.  april.,  p.  178, 
ann.  1693).  L'année  suivante,  Bernoalli  (Jean),  a  donné  sa 
célèbre  série ,  qui  est  le  point  de  départ  on  d'arrivée  de 
tont  ce  qu'on  a  fait  depuis  (  Act.,  p.  438,  ann.  1694).      Tm, 

1.  Soit  AM  (6g.  85),  une  portion  de  courbe  plane  quelcon- 
que, qu'il  s'agit  de  quarrer.  Partageons  OP=x  en  m  parties 
égales  y  élevons  les  ordonnées  correspondant  à  chaque  point 
de  division  ,  et  formons  les  rectangles 

MQFP,  M'Q'P'P', etc. 

Chacun  d'eux  deviendra  un  élément  de  la  surface  AMOP,  si 
nous  supposons  m=:oc  -.  leur  somme  devra  donner  cette  sur- 
face. 

JC 

Or,  l'aire  du  premier  rectangle  est — y^  celle  du  second 

XX  X 

—  y,  celle  de  troisième  — r" ,  celle  du  m>*™«  -^m-i, 

m  m  m 

leur  somme  sera ,  en  la  désignant  par  z  , 


un  des  examinalears,  le  1S8«;  cela  semble  dépasser  les  limites  de  la  tolérance 
qu'il  faut  équitablement  accorder  aux  erreurs  dans  les  jugements. 

(')  De  là  l'origine  du  mot  somme  pour  exprimer  xïntinlégraiion.  Celle  dcr-. 
nière  déoooiination  est  duc  aux  Bernouili  ;  car  Leibnitz  appelait  l'intégrale 
tTmi%w»  diffêrentiandum  cl  aussi  tummatorium.  CJ-  Bemoulli,  Op.  omnia  , 
1. 1,  p.  240.)  Tm. 
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Soil^-ss/tj:)  Téqualion  de  la  courbe ,  on  aura  éyidemmeot  : 

la  somme  des  rectangles  devient  alors 

+/H^'M'-^')1- 

On  a  d'ailleurs  les  égalités  soiTanles 

nx)=/(x) 


.2       I»'     1.2.3 


•  •  •  •     '  m. 


m"    1.2.3...»* 
//^    2x\_  fU /'{x)    {2xr  f'{x)     (^ff'iX) 

_(2xr  /"(x) 


■    '*  »»*      1.2.3... «• 


//,.  3J^^_/v^^  Sx /(x)  (sxrrw  (3x)'/'V), 

_(3x)»    /"(x) 


.±:i- — •  . , 

m'     1.2.3.. .n' 


f(x     ("'-^^^\  =/-f j,^      e»-^)^  r(x)     [(IB-2)X]'  /V) 

\  m      )     -^^   '         m  1    "■"       m'  1.2 

[(m-2)x]»  /"'(x)  ,  [(/»-2)x]-     /"(x) 


/«'  1.2.3^""  m"  1.2.3...I»' 

{{m-\)x-\  f'"{x)      _^  [{m-i)xr      /"(x) 
to'  1.23  /»"  1.2.3.../»' 
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Appelons  T  la  somme  des  m  égalités  précédentes  ;  désignons 
enontre 

(l+2+3+....(m— l))par S.  ;  (l"-f2*4-3'+4*+...(in— l^parS., 
et  généralement 

(r+2«^-3-^...(;n-in  par  Su , 
noos  aurons 

r=.n.)-ln.)  ^,^'(-)S+  ï|-/'V)^'+-. 

d'où 

î=/,„-î/.<„  ^.+,Vw^.  +.X3rw5  +•■ 

X*  S. 

Faisons  maintenant  m=  oc,  nous  obtiendrons 

^=/ix)-,V(x)+îi;3/"(-)-,-:^,r(x)+ 


;  n^h 


1.2 «.(«+!)' 

car  oa  sait  qae 

,.      S.      1    ,,     S.      1  ,.      S»  1 


Mais  nous  avons  trouvé  plus  haut  z= — ^  noas   aurons 

m 

donc  pour  Veipression  dé  la  surface  cherchée  : 

-^i.2....«.«+i^^"^^')- 


C  Série  de  Jean  Bernoulli.  (  Voir  Lacroix ,  Calcul  différ.,  p.  358 ,  5»  édiUon, 
IMT.  )  Tm. 
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2.  kemarqtiei.  V  Nous  avons  supposé  dans  tout  ce  qiii  pré^ 
cède  que  les  axes  étaieot  rectaugulaires.  Dans  le  cas  où  ils  ne 
le  seraient  pas,  en  nommant  a  leur  angle,  on  aurait  pour  ex- 
pression de  la  nouvelle  surface 

2'=sina2:. 

â"*  Si  on  voulait  avoir  seulement  Taire  d'une  portion  telle 
que  MKNP,  on  ferait  NP  =  s,  et  divisant  z  en  m  parties 
égales ,  les  ordonnées  successives  seraient 

^«/(.).    /=/(^0y-/(^2-«) 

Alors,  par  un  calcul  identique  à  cielui  que  nous  venons  de 

faire,  mais  dans  lequel—,  — - etc.,  seraient  remplacés  par 

m  m 

z    z* 

— ,  — ; etc. ,  on  obtiendrait 

m  m 

.=^/(x)-^^/'(-)+^/"(x)  -:^7,/'VH- 

■•""1.12.3 n.in+i)^^'^^' 

3"*  Nous  avons  admis  que  Ton  avait  généralement 

pour  ne  rien  laisser  à  désirer,  nous  donnerons  ici  une  dé- 
monstration de  cette  proposition. 

Soient  a,6,c,«(,..A,m  les  termes  d'une  progression  par  dif- 
férence dont  la  raison  soit  1 ,  nous  aurons  : 

b"^  =  (a+ir  =  a-+na''''+^^^j^  +na+a^, 

c^  =  (^+1)"  =  6"+n6--.f  2i2zl)6-.^- +nb+b% 
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Enfin  faisant  m = oc , 

Donc,  etc. 

Applications. 
3.    Quadrature  du    cercle.   L'équation    da    cercle  est 

I  •    r 

y=z  {f^—x^y,  OU  en  faisantrs  i,  y={i~^xY  ,  nous  au- 
rons donc,  en  désignant  ponr  abréger  par  A,B,G,D les 

coefficients  nnmériqaes  du  développement  de  {i-^x*)*  -. 

yssf{x)={i—xy=^i    — Aj:' — Rr*— Cr6— Do:»— 

d'où  y '(x)  =      — 2Aa:— 4Ba:*— 60x5— SDj:^— 

f\x)  =      —i  .2A— 3.4Bx'— 5.6Cx*— 7.8Da:«— 

f  {x)  =  — 2.3.4Rr— 4.5.6Gr*— 6.7.8Dj:^— 

f\x)  =  —1 .2.3.4B— 3.4.5.6Cr*— 5.6.7.8Dar*— ... 

y-(jr)  =  — 2.3.4.5.6Cr-4.5.6.7.8Djc5— 

f^'(x)  =  —1 .2.3.4.5.6C— 3.4.5.6.7.8Djr»— .. 

f"{x)  =  — 2.3.4.5.6.7.8»JF^... 

/^"(x)  =  — 1.2.3.4.5.6.7.8D-.. 

En  ninltîpliant/(j:)  par  ^  yf{x)  par  — -  ,  et  de  même 

chacune  des  autres  dérivées  par  une  puissance  de  xdivièée 
par  un  produit  numérique  convenable ,  comme  l'indique  la 
série  (z)  (n"*  l),  tous  les  termes  d'une  même  colonne  devien- 
nent de  même  degré  ;  ils  deviennent  aussi  alternativement 
positib  et  négatifs  ;  ils  sont  toujours  en  n<mibre  égal  à  l'ex- 
posant de  X  dans  la  colonne,  et  ce  nombre  est  toujours  im- 
pair ;  enfin  ils  se  détruisent  tous ,  à  l'exception  du  dernier  de 
chaque  colonne,  de  la  manière  suivante  :  le  premier  est  égal 
et  de  signe  contraire  à  l'avant-dernier  ;  le  second  est  égal  et 
de  signe  contraire  au  second  avant-  dernier,  et  ainsi  de  suite. 

(;j.  C'esl  ce  qu'on  déduit  directement  de  la  formule  (A},  p.  176.         Tm. 
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En  sorte  qae  naos  avons  pour  la  surface  cherchée  ^  en  sub^ 
slitoant  à  la  place  de  A,B,C...  leors  valeurs 

"~^      1*2  3        1.2*2'  5        1.2.32^7      1.2.3.42^9      "* 

Maintenant,  si  de  Fespace  AOMP,  nous  retranchons  le 

i 

triangle  OMP  =  -  -r  (1 —  a:*)",  nous  obtiendrons  pour  la  sur- 

face  du  secteur  AOM 

*'"2M"^2*3'^2l*5  "^2.4.6  7  "^  2.4.6.8'y  "'"""A^* 

Divisons  cette  expression  par  -  tlequotient  sera  Tare  AM. 

en  le  désignant  par  a,  et  observant  que  x=:8\n  a,  nous 

aurons 

.   1  sin'a  ,1.3sin'a  .   1.3.5  sinV. 

.   1.3.5.7  sin'â 


2.4.6.8     9 


+..  D; 


formule  propre  à  donner  le  rapport   de  la  circonférence 
au  diamètre  ^  car  si  on  y  fait  â=  30*,  on  aura  sin  a = - ,  et 

—^fiA^  ^  _j_^     ^  J_^-^    ^      ,3.5.7    1  V 

Cubature  des  solides  de  réi/olution. 

4.  Proposons-nous  de  trouver  le  volume  engendrépar  l'es- 
pace AOMP  tournant  autour  de  OX  {fig.  85).  Décomposons, 
comme  précédemment ,  cette  surface  en  rectangles  cicroen- 
taires,  chacun  d'eux  donnera  naissance  à  un  cylindre  dont 
la  mesure  respective  sera 

m  m  m  m 

n  Uer.,  Ctleil  dtff.,  page  3i  i ,  S«  éditioD. 

Amn.  di  Hatbém.  I.  25 
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Soit^^==  <f(jc),  l'équation  de  la  coarbe ,  on  aara 

La  somme  des  cylindres  sera  donc,  en  la  désignant  par  Y, 

En  développant  les  termes  de  la  parenthèse,  comme  an 
n*  1 9  et  faisant  m=oo^  on  obtient  ponr  le  yolnme  cherché 

v=.  {^,(x)-f^,'(x)+^,"(x)-^^r(x)+.... 

dix*  »  ^ 

série  semblable  à  celle  qui  donne  la  snrface  j  seulement  tons 
les  termes  sont  multipliés  par  un  facteur  constant  it ,  eif[x] 
y  est  remplacée  par  r(j:).  On  a  d'ailleurs  entre  ces  deux 
fonctions  pour  une  même  courbe,  la  relation 

9.  L'application  immédiate  de  la  formule  précédente  aux 
équations 

B' 

y=:2px, 

dont  la  première  représente  une  droite,  la  seconde  on  œrck, 
la  troisième  une  ellipse ,  la  quatrième  une  parabole  donne 

V  =s  nr'  -  ponr  le  volume  du  cône, 

V  =-•  nR'  pour  le  volume  de  la  sphère, 
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4 
V  =  ^-ïfAB'  pow  le  Tolame  de  Fellipsoïde  de  rérolution, 

V==  -  'nxy*  pour  le  volame  da  paraboloïde  de  révolotion. 


QUESTIONS  D'EXAMEN. 

Camplémeni  d  la  discussion  des  lignes  courbes  représentées 
par  des  équations  algébriques  quelconques. 


Observation.  Ce  mode  de  discussion  se  présente  naturel- 
lemenl ,  et  a  été  pratiqué  par  Cramer  (Intr.  p.  129}  et  par 
divers.  Les  exemples  choisis  par  Fauteur  sont  propres  à 
faire  ressortir  les  avantages  de  la  méthode,  et  à  faire  con- 
naître aux  élèvesdi  verses  affections  des  lignes.  Ce  procédésert 
encore:  1**  danslesquadratures.  Ainsi  connaissant  les  aires  des 
courbes  représentées  par  ^==/(x),  ^=F(j:),  etc.,  on  a 
aussi  Taire  de  la  courbe  représentée  par  ^==/x+Fx-f-... 
2""  à  la  construction  de  fonctions  fractionnaires.  Exemple  : 

fx 
y  =ir-  7  si  la  méthode  de  la  décomposition  en  fractions  par- 
tielles est  applicable,  la  construction  de  la  courbe.se  ramène 
à  la  construction  d'autres  courbes  plus  simples.  Aussi  toutes 

les  équations  de  cette  forme  ^=  ; — "^  "f^  '^   *"   •^'r^ 

a^  b,  c  étant  des  quantités  réelles  inégales,  peuvent  se  con- 
struire à  l'aide  des  coniques. 

Les  équations  de  la  forme /(j:,^)F(a:,^)  =  a,  qu'on 
rencontre  très-souvent,  et  à  laquelle  on  peut  ramener  sou- 
vent les  équations  qui  n'ont  pas  cette  forme,  se  construisent 
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à  l'aide  de  deux  courbes  variables  plus  simples.  Il  suffit  de 
MreAx,  y)  manuel  F(x,^)=^;  m  étont  un  paramètre 

variable-,  les  intwsections  de  ces  deux  courbes  donnent  le» 
points  de  la  première  et  peuvent  servir  quelquefois  i 
découvrir  ses  propriétés.  Tm. 

Jusqu'ici,  les  méthodes  employées  pour  discuter  et  con- 
struirelcs  courbes  représentées  par  des  équations  algébriques 
de  degrésupérieur,  sont  très-restreintes,  soit  à  cause  de  l'im- 
puissance complète  de  l'analyse  dans  cerUins  cas;  ou  bien  i 
cause  des  procédés  trop  pénibles  dont  il  faut  faire  usage 
pour  arriver  à  un  résulut  qui  presque  toujours  est  en  lui- 
même  d'une  extrême  simplicité. 

Les  théories  ordinaire»  ne  sont  guère  applicables  qu'aux 
équations  de  la  forme  j'^^  W,  ^(x)  n'étant  ni  la  somme, 
ni  la  différence  de  plusieurs  fonctions,  ou  tout  au  plus  de 
deux,  et  encore  dans  certains  cas  préparés  à  l'avance,  à 
cause  de  l'immensité  des  calculs  qu'il  faut  faire  pour  obtenir 
les  tangentes,  les  asymptotes ,  le  sens  de  la  concavité,  delà 
convexité,  etc.  Notre  objet  est  d'étendre  ces  considéraUon» . 
jusqu'aux  expressions  plus  générales 

Y  =  ±F(*)=bF.(x)=tF.(jr)±....F,(j:).       (1) 
Désignons  d'avance  par  f  (X,  Y)=0.  l'équaUon  de  la  courbe 
qu'on  veut  construire,  puis  posons 

jr=±FCr),  j'.  =  dtF.(x)....  j'-^iF.Cj:)....  (2) 

ce  qui  revient  à 

/(x.J-)»©,   /.(x,^.)=0..../-(x,r-)  =  0-.    (3) 
Supposons  maintenant  séparément,  sur  le»  mêmes  axe» 
coordonnés,  chacune  des  courbes  représentée  par 

/(x,j')=0,   /.(x.r.)»©....  f[X,Y]  =  0.     (4) 

Si ,  par  un  point  situé  sur  ?  (X ,  Y)  =  0 ,  et  dont  1«  coor- 
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données  sont  «  et  [^ ,  on  suppose  une  ordonnée  indéfinie , 
cette  ligne  coupera  toutes  les  lignes  courbes  de  la  suite  (4) , 
en  une  série  de  points  dont  les  ordonnées  seront  le  plus  sou- 
tent  de  longueurs  différentes ,  et  dont  toutes  les  abscisses 
correspondantes  seront  égales  à  a;  alors  (I)  prendra  la  forme 

p=ifcp±P,±:..-.±p..  (5) 

On  fera  donc  Y  égal  à  la  somme  ou  à  la  différence  du 
second  membre  de  (5)  en  ayant  égard  aux  sfgnes  -f-  et  — 
qui  précèdent  chacune  des  quantités 

P,    P.t    P.,   •..;.>.. 

De  cette  aianière,  on  aura  une  série  de  points  appartenant 
tons  à  la  courbe  cherchée.  On  mènera  ainsi  des  ordonnées 
successives  par  chaque  point  de  Taxe  des  x ,  et  on  aura  par 
points ,  la  courbe  représentée  par  r  (X ,  Y)  =  0. 

Si  toutes  les  yaleurs  |3 ,  ]3i »  0.  ,•  •  •  ^^^  différentes  ^  on  a ura 
autant  de  points  de  f(X,  Y)=0,  qu'il  y  a  d'unités  dans  le 
nombre  2**;  les  quantités  0,  p,,.-*  ayant  chacune  devant 
die  le  double  signe  ±:.  (*) 

Si  00  a  0 =(3,,  on  aura  on  point  dooble  de  f  (X,  Y)  =0^ 
de  même  on  point  triple,  quadruple,  etc. ,  pour 

P=P.  =  ft.  P=P.  =  P.=ft,ctc. 
Il  est  très-facile  au  surplus  d'obtenir  la  courbe^X,  Y}=sO. 
On  construira  d'abord  séparément,  si  Ton  veut/(a:,>^)=rO, 
et /,  (x^^'JsO,  puis  on  prendra  l'une  de  ces  courbes 
telle  qQey(x,^)=:0  pour  diamètre,  ensuite  on  portera 
les  ordonnées  correspondantes ,  pour  one  même  abscisse , 
de  y; (JT,  ^,)=0  ,  au-dessus  ou  au-dessous,  ou  ensemble 
en  même  temps ,  du  diamètre  construit ,  selon  que  Ton 
aura  Y  =y  +^,  ou  Y  ^y  —y^  ou  Y =r=t ^.-  On  pourra 
des  lors,   supprimer /(x,  r)=:0,  /,(j?,^,)=0,  et  leur 

O  ^^j...  étant  des  qualités  réelles.  Tm. 
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substituer  <p(x,  j^>=0,  que  Ton  combinera  absolumeot  de 
la  môme  manière  avec  l'équation  suivante /.(a:,  ^)=0,ct 
ainsi  de  suite,  on  aura  finalement  par  ce  moyen  f(X,T)=0. 

Il  résulte  de  ces  opérations  que  si  deux ,  trois,  quatre..  .. 
n  courbes 

/(x,^)=0,    /.(J:,j^.)=0..,./n-,(j:,^«-i)=0,, 

sont  entre  elles  ou  sécantes,  ou  tangentes,  ou  asymptotes,  etc  , 
la  courbe  représentée  par  f  (X,  Y)=0,  devra  mettre  cela  en 
évidence,  et  il  y  aura  dans  y(X,  Y)  =  0,  2,  3,  4,....  n 
branches  de  courbes  qui  seront  sécantes,  tangentes  ou  asymp- 
totes entre  elles^  etc.  ;  e^  cela  est  visible  puisqu'on  ne  fait 
que  projeter  une  courbe  sur  une  autre  prise  pour  diamètre, 
puis  projeter  encore  la  courbe  résultante  de  cette  opération, 
selon  la  même  loi,  sur  un  autre  diamètre  et  à  l'infini.  En  sorte 
que  la  projection  de  chaque  point  parcourt,  d'une  mani^ 
continue,  l'étendue  d'une  parallèle  à  Taxe  des  y  y  l'abscisse 
de  ce  point  demeurant  constante  pour  toutes  les  variations 
possibles  de  l'ordonnée  de  ce  point.  Le  principe  énoncé  est 
donc  vrai. 

Nous  ne  nous  étendrons  pas  davantage  sur  ces  considéra- 
lions  générales. 

Voici  quelques  exemples  :  soit  proposé  de  discuter  et  de 
construire  la  courbe  que  représente  Y= a:+tang  adbsinx, 
posons  y=^x^  ^,=langjc,  ^,=ifcsin  j:. 

La  première  de  ces  équations  représente  {/ig,  83)  une  bis- 
sectrice OK  des  axes  coordonnés  ,  la  deuxième  une  tangen- 
toïde  COC,  et  la  troisième  une  sinussoïde  ROS.  Menons  une 
ordonnée  oA,  puis^  =  <^A,  j^,=cA,  ^.=ztcA  ;  on  aura  donc 
pour  le  premier  point  de  ç(X ,  Y)  =  0 ,  £/A-j-cA+ eA  ==  a  A, 
donc  le  point  a  est  le  point  cherché;  pour  le  deuxième  fl 
faut,  au  lieu  d'ajouter  eh,  le  retrancher ,  et  comme  M<;  dh^ 
il  s'ensuit  que  dh-\-ch'-'eh  =  hb^  donne  un  deuxième  point 
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de  la  courbe  en  b  situé  également  au-dessus  de  la  tangentoïde, 
OD  mènera  ainsi  des  ordonnées  successives  en  les  assujettis- 
sant à  Téquation  ci -dessus ,  et  on  aura  tous  les  points  de  la 
courbe  cherchée.  Si  on  ne  veut  que  la  forme  de  f  (X,  Y;=0, 
dcui  ou  trois  points  peuvent  suffire,  car  on  reconnaît  bientôt 
que  la  tangente  étant  oc  poor  Tare  de  90"",  la  tangentoïde  a 
pour  asymptote  la  ligne  Va ,  et  que  les  deux  brandies  AOA', 
BOB'  de  7  (X ,  Y]=0 ,  ont  aussi  cette  asymptote  pour  limite  ; 
donc  les  trois  branches  COC,  AOA',  BOB'  concourent  au 
même  point  de  Tasyniptote  3Va  situé  à  oc.  Donc  la  courbe 
représentée  par  f  (X ,  Y)  s  0  est  comprise  tout  entière  entre 
les  deux  lignes  parallèles  Va  et  W.  Cette  courbe  dont  la 
discussion  est  fort  simple  par  cette  méthode ,  serait  d'une 
difficulté  inouïe  par  les  procédés  ordinaires ,  c'est-à-dire  si 
on  voulait  la  construire  directement  par  points,  ainsi  qu'il 
est  facile  de  s'en  convaincre. 


SOLIDITÉ  ENGENDRÉE  PAR  UN  SEGMENT  PARABOUQUE, 

9AB,  M.  FSRHIOT, 

Becteur  honoraire  de  l'Académie  de  Grenoble. 


La  surface  d'un  segment  de  la  parabole  y*sspx  étant 
élémentaire,  j'ai  cru  qu'on  ne  serait  pas  fâché  de  voir  com- 
ment on  peut  déterminer  la  solidité  engendrée  par  ce  même 
segment  autour  de  son  axe ,  sans  avoir  recours  au  calcul 
intégral  f). 

La  solidité  engendrée  par  le  segment  AmV  de  la  parabole 
y-'zzzpx^  tournant  autour  de  son  axe,  est  ^/^^x'. 

Concevons  un  polygone  rectilignc  quelconque  mm' m",.., 

O  V.  page  379. 
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Inscrit  à  la  parabole  >'  =px  {fig,  60)  ;  des  sommets  de  ce 
polygone,  menons  des  parallèles  aaxlîgnesAP,Pm;  elles 
représenteront  les  abscisses  et  les  ordonnées  de  ces  sonomsets, 
CCS  lignes  prolongées  formeront  les  rectangles  PVpm', 
V'Wp'm"..,  qui  seront  inscrits  à  la  parabole,  et  les  rectangles 
QQ^qm^  Q'Q"^'/7z"....  qui  lui  seront  extérieurs. 

En  représentant  les  premiers  parP,  F,  F'....  les  derniers 
par  py  p\  y. ...  on  aura 

Solide  engendré  par  Wpm'  autour  de  Taxe  ry"(x — j/). 
Solide  engendré  par  QQ^qm',..  it{  y* — y*)x\ 

ce  dernier  élant  la  différence  des  cylindres  engendrés 
par  les  rectangles  AQ^F,  AQ'm'V\  dont  les  solidités  respec- 
tives  son:  tt^'x'  et  i^y^x'. 

Si  on  prend  le  rapport  des  solides  précédents ,  on  aura 

p    y*  («^ «^^ 

—  =-r-; 77r-h  ;  DMi's  parce  que  les  sommets  /»,  m'  sont 

p      iy  —y)x' 

à  la  parabole,  on  a  tout  à  la  fo\sy=px ,  y'=/ij/,  et  par 

P     y^{^ ^)     p    y* 

suite  —  =  •— 7-  ou  —  =  —  =  1 ,  résultat  indépen- 

p      px[x — X)      p      px        ^  "^ 

dantde(j: — j/),  c'est-à-dire  de  la  distance  qui  sépare  les 

sommets  m,  m\  m"....  du  polygone  inscrit. 

Par  de^  raisons  semblables  aux  précédentes,  on  aura 

F      ,    F'      ^        .  P+F+F-fctc... 

-7  =1 .  —  =  1...  et  par  conséquent  ^  ,    >  ,    .1  ,,      =1  • 

Ce  qui  signiGe  que  le  solide  engendré  par  le  segment  A/nP 
qui  se  compose  de  la  somme  des  rectangles P-j-F+F'-f  etc.. 
est  égal  au  solide  engendre  par  AQ/;i  ou  /?+p'-f/>"-j-etc.... 
qui  complète  le  rectangle  APQ/n  dont  la  solidité  est  ^yx. 

Donc  enfln  le  solide  cherché  est  4  -r^y^x ,  ou  \  jpx^^xèsxA' 
tat  conforme  à  celui  que  fournit  le  calcul  intégral  (  yoir 
Calcul  intégral  de  M.  Lacroix,  $  515). 
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Questions  d'examen.  (/^.  p.  347). 

jénalyse, 

23.  Trouver   approximativement,  sans  le  secours   des 
Iog2 


tables 


log7— log5 


7' 
Observation.  -7  est  égal  à  peu  près  à  2. 
5 

Géométrie  analytique, 

63.  Des  extrémités  d'un  axe  principal,  on  abaisse  des 
perpendiculaires  sur  les  cordes  supplémentaires  qui  passent 
par  ces  extrémités  ;  trouver  le  lieu  géométrique  des  intersec- 
tions de  ces  perpendiculaires. 

64.  Entre  toutes  les  ellipses  qu'on  peut  inscrire  dans  un 
parallélogramme  donné,  trouver  celle  dont  Faire  est  un 
maximum. 

65.  Gomment  connaître  par  la  trigonométrie ,  que  quatre 
points  sont  dans  un  même  plan  ? 

66.  Etant  données  les  équations  généralesde  deux  courbes 
du  second  degré ,  quelles  relations  doivent  exister  entre  les 
coefficients  pour  que  les  courbes  soient  égales? 

Solution.  Soit  ^2^'-|-^-^J^+^-^*+4r  +  «'a:+/=0,  l'é- 
quation d'une  conique ,  faisons 

écrivons  Téquation 

/wV — kmLia-^-c  —  ^0087)2 — 4L'sin'7  =  0, 

7  étant  Fangle  des  axes.  Les  carrés  des  demi-axes  principaux 

sont  les  racines  de  cette  équation  qui  suffit  pour  répondre  à 

|a  question. 

Géométrie  descriptive. 

1.  Eianl  donnés  deux  plans  et  la  projection  horizontale 
d'une  droite  tracée  dans  un  de  ces  plans ,  trouver  les  pro- 
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jeclioas  d'âne  droite  tracée  dans  l'autre  plan  ,  et  dont  la  plus 
courte  distance  à  la  droite  donnée  est  donnée. 

2.  Une  droite  est  donnée  par  ses  deux  projections  et  un 
plan  par  ses  deux  traces  ;  trouver  les  projections  d'une  droite 
située  dans  le  plan  et  dont  la  plus  courte  distance  à  l'autre 
droite  est  donnée  ;  quelle  est  TeuTeloppe  de  ces  droites  ? 

Le  problème  6  de  statique  est  résolu  p.  161. 


RELATIONS 
Entre  Us  coordonnées  de  trois  points  dans  l'espace. 

IVaprét  Lagrange. 


1.  La  géométrie  analytique  à  trois  dimensions  fait  désor- 
mais partie  des  connaissances  exigées  pour  entrer  à  l'Ecole 
polytechnique.  Les  formules  compliquées  qu'entraîne  cette 
géométrie»  sont  très-souvent  singulièrement  abrégées,  à 
l'aide  de  certaines  relations  analytiques  existant  entre  les 
coordonnées;  relations  dont  Euler  s'est  occupé  en  1770, 
comme  une  question  de  la  théorie  des  nombres  (Mémoires 
de  S.  P.,  t.  XV ,  p.  75) ,  et  que  Lagrangc  a  admirablement 
développées  dans  son  célèbre  mémoire  sur  la  pyramide  (Mém. 
deBerlin,  1773, p.  149-176).  ^ous  extrayons  ici  cesrclalions 
avec  les  moyens  de  les  trouver  ;  c'est  un  répertoire  à  con- 
sulter au  besoin.  Nous  en  donnons  une  application  à  la  re- 
cherche des  propriétés  des  diamètres  conjugués  dans  losi 
surfaces  du  second  degré  d  après  M.  Gergonne  ir.  p.  245). 

2.  Notations,  a/, y,  z';  x'\y\  z' s  J^'\y"\  2'" î  coordon- 
nées rectilignes  de  trois  points  M',  M'',  M"'. 
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1. 

jc"  +y  +s"  =»',     x"x"'+yy"+«"»"'=p', 
x"''+y"«-|-  s""=  «'",    jc'x"  +yy' + av  =  fr. 

II. 

y's"'_ay"=Ç',       a'V— x"a"'=V.       *"/"—>  "jr"'=  C, 
sy"_ya"'=ç",     x-a'"— aV"=«",     y'J"—Jy"^^, 

yz" — dy  =r,   av — *'»" =«'".   «y  -/x"  =ç"'- 

III. 

jrys"'+y8'V"+aVy''— x-z-y"— yj:"*'"— ayv=>. 

IV. 

«"«'"— j5"  =«',         |5"|5"'—  a'|5'  =é', 

V. 

aV"—  6"  =  A' ,  ft"fr"'—  a'*'  =F, 
a'a'"—  i."'=  A",  b'b'"  —  û"6"  =B", 
a'o"  —  *"'•=  A'",        6'6"  — a"'t"'=B'". 

VI. 

VÇ'"— i;"«"'=X',     i;"5"'— 5"i;"'=Y',      çV— «"?"'=Z', 

!:'„'"_,'!;'"  =  X",        Ç'Ç'"'—  Ç'?'"  =  Y",        rlf—  ÇV"  =Z", 

,'i;"—  ç'„"  =X"',      ç'ç"—  ri"  =  Y'",      ïV—  »'ï"  =  Z'", 

3.  Les  DOlalioni  I ,  IV,  V,  ne  donnent  lieu  à  aacane  ob- 
servation. 

Pour  rormer  la  notation  II ,  on  écrit  àreulairemefU  les 
trois  termes  xy,  .yz,  zx;  l»  le  premier  xy  fournit  j/y, 
jr'y',  x"'y,  ce  sont  les  trois  termes  positifs  dans  les  trois 
dernières  équations  ;  le  deuxième  termc^a  fournit  de  méni» 
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r'a",yV",  y'z',  les  trois  termes  positifs  dans  les  trois  pre- 
mières éqaations;  le  troisième  terme  zx  donne  sV,  7!'x"\ 
s'  V,  les  trois  termes  positifs  dans  les  trois  équations  inter- 
médiaires; les  termes  négatifs  se  déduisent  des  termes  positifs. 
Les  lettres  (,  ç,  «i  de  la  notation  YI correspondent  anx  lettres 
x,^,  z  de  II,  et  se  combinent  d'une  manière  analogue;  pour 
aroir  l'expression  III ,  on  écrit  circulairement  xyz ,  yzx , 
zxy^  qui  fournit  les  trois  termes  positifs. 

B.  Relations  d'identité. 
Vil. 

f4-„''  +  ç'»  =  a',        iT'+nV+Cc:"=b\ 

Mode  de  déduction.  Il  suffit  de  remplacer  les  lettres  par 
leurs  valeurs  en  fonction  des  coordonnées. 

Vin. 

X'*  +  Y"  +  Z"  =  \',      X'^X'^-f- Y"Y'"4-Z"Z'"=:B^ 

X'"  ^  Y"='+Z"*  =  A",      X'X'"+  Y'Y"' +Z'Z'"=:  B", 

X""+Y""+Z""=  A'",      X'X"+  Y'Y"  +  Z'Z"  =6"'.' 

Mode  de  déduction.  Les  équations  VII,  VI ,  V.  sontnmt- 

laires  respectivement  aux  équations  I ,  Il ,  IV  ;  on  conclut 

delà  les  équations  VIII,  par  de  simples  changements  de 

lettres. 

IX. 

X'=>a:',        X"  =  lr^,        X'^^Xj/'', 

Y'=^r',      Y"=->y',      r"=\y\ 

Z'=U',  Z"=Xz",         Z'"=zl'z'\ 

Mode  de  déduction.  Dans  les  équations  VI ,  on  remplace 
les  lettres  n ,  ç ,  ?  en  fonction  de  x,  y,  z. 
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X. 

A"=XV',       B"  =  >y, 
A'"  =X«a"',     B"'=X*|5"'. 

Déduction  des  équations  YHI,  IX  et  I. 

XI. 

X*=«'aV"+23'0"^"'— «'0'*— «"0"'— «"'0"''- 
Déduction  des  équations  X,  Y ,  IV. 

XII. 

SI*  =  a'«' + a"a"  +  «'"«'"  +  2  (6'p' + 6"^"  +  6"'^- 
Déduction  des  équations  lY  et  XI. 

XIII. 

3X«=  AV-f- A"«"+ A'V" +2(B'6'  +  B"6"  +B"'6'"). 
Déduction  des  équations  XII  et  X. 

XIV. 

X< = a' a"  a'" + ib'b"b"'  —a'b"— a"b"'  —  oT'b'"* . 

Déduction  XIII  et  Y. 

XY. 

x'=?'A"'+«i'ç't"+î;'?v"— ?';"»!'"— flrç"'—i;V'r. 

Déduction.  Le  premier  membre  de  l'équation  III ,  élevé 
au  carré  est  égal  au  second  memlve  de  l'équation  XI ,  or 
à  raison  de  la  similitude  des  équations  I  et  YII ,  on  peot 
remplacer  les  lettres  x,^,  z,  a,  ^,  par  ç,»,  ;,  a,  b;  et 
l'on  obtient  l'équation  XY. 

XYI. 

a-'r+x"«"+«"'?"'=>,  y«'+y'5"+y"«"'=o,  A'+3!r+t!"c=o, 

a:V+x^»"+*"'«"'=:0,  yV-hyV''hr'V"=x,  zV+z"i."+s'V=0, 

cc'ç'+x"i;''+x"'i;"'=:o,  yi:+y'c:'-iy"<"=o,  ^ii+z\-+3!X'='i. 

Déduction  des  équations  II. 
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b^  quatre  fois  le  carré  de  l'aire  da  triangle 

\  =  six  fois  le  Toloroe  de  la  pyramide  SWL'M'W. 

On  arrive  facilement  à  ce  résultat  remarquable  :  1*  par 
des  considérations  géométriques  ;  soient  F,  F',  F",  les 
projections  de  M',  M",  M'"  sur  le  plan  des  xy  ;  le  volume 
de  la  pyramide  est  égal  à  la  somme  des  trois  pyramides  qua- 
drangulaires  APT"M'M%  AFF'M'M";  plus  le  prisme  trian- 
gulaire M'M"M'"P P 'F"  moins  la  pyramide  SF'F'M'M'", 
volumes  qui  s'expriment  directement  en  fonction  des  coor- 
données; on  suppose  que  F  tombe  dans  l'intérieur  du 
triangle  AFP'"  ;  2"  par  l'analyse;  soit  /7ij:4-«r+/'^+^=^ï 
réquation  du  plan  IMWM"  ,  on  sait  que  Ton  a 

q'^  X         '  î  X         '  ^"^  X    ■    • 

soit  /  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  A  sur  le  plan 

M'M'W,  l'on  a  r  = ^^        ,  j  remplaçant  m^n,  p^ 

par  leurs  valeurs ,  et  ayant  égard  aux  relations  VII  ;  il  vient 

du  triangle  WWW"  ;  donc ,  etc. 

De  cette  expression  on  déduit  facilement  le  volume  de  la 
pyramide  en  fonction  des  côtés;  désignant  ces  arêtes  par  a^ 
b^  Cj  d,ey/,  et  le  volume  par  t' ,  on  aura 

-j.  «V  [by+e'+iP+f'  — a'— c*] 
+  bT[a'+c*+iP  +  e^^b^^n 
—  [a'b^d'+a'cy+b*c'e'+d*ey*]  . 

aei  ê  sont  des  arêtes  opposées;  de  même  c  et  d^  b  et/; 
chacun  des  quatre  derniers  termes  comprend  les  arêtes  d* une 
même  face.  (Legendre.  Note  Y ^  prob.  VJI.) 

(  La  suite  prochainement.  ) 
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Questions  de  Physique, 

i .  Deux  miroirs  concaves  de  métal  étant  situés  vis-à-vis 
Tun  do  Taotre,  de  manière  que  lears  axes  principaux  se 
trouvent  sur  une  même  ligne  droite,  si  Ton  place  un  petit 
vase  de  métal  poli  plus  froid  que  les  corps  environnants  au 
foyer  de  l'un  et  un  thermomètre  au  foyer  de  Tautrc,  on  oIh 
serve  sur  cet  instrument  un  abaissement  de  température 
plus  grand  que  celui  qui  aurait  lieu  sans  le  concours  do 
miroirs.  Le  refroidissement  est  encore  plus  prononcé ,  lors- 
que la  surface  extérieure  du  vase  froid  est  recouverte  de 
noir  de  fumée,  on  demande  l'explication  de  ces  phénomènes. 
2.  Un  (d>jet  linéaire  de  5  centimètres  étant  placé  sur  Taxe 
principal  d'un  miroir  sphérique  concave,  dont  le  rayon  égale 
40  centimètres ,  et  perpendiculahrement  à  cet  axe ,  à  une  dis- 
tance de  85  centimètres  comptée  depuis  la  surface  du  miroir, 
on  demande  : 

1*  A  quelle  distance  de  ce  mhroir,  il  faudra  placer  un  écran 
pour  obtenir  une  image  nette  de  cet  objet. 
2""  Si  cette  image  sera  droite  ou  renversée. 
30  Qaelle  sera  sa  longueur. 


PROBLÈMES  A  RÉSOUDRE;  THÉORÈMES  A  DÉMONTRER. 


31.  Trouver  Téquation  d'une  surface  algébrique  sur  la- 
quelle, on  ne  puisse  tracer  qu'une  seule  et  unique  droite. 

32.  aeib  étant  les  demi-axes  principaux  d*une  ellipse, 
démontrer  que  le  périmètre  de  l'ellipse  est  toujours  com- 
pris entre  r{a+  b)  et  it \/^^~+2^  (Jean  Bemoulli). 

33.  Démontrer  que  les  périmètres  et  les  aires  des  portioas 
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de  polygones  réguliers  inscrits  dans  le  même  arc  de  cercle  i" 
augmentent  avec  le  nombre  de  côtés. 

34.  Si  d'on  point  siloé  sur  une  sorfaoe  algébrique  de  degré 
m,  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  un  système  de  plans 
fixes;  le  lieu  géométrique  des  points  de  moyenne  distance 
des  pieds  des  perpendiculaires  est  une  surface  algébrique  du 
même  degré  m. 

35.  Si  Ton  coupe  un  des  angles  solides  S  d'un  octaèdre 
régulier  par  un  plan  qui  y  produise  la  section  ABCD ,  on 

36.  La  normale  et  la  tangente  menées  par  le  point  d'une 
conique  interceptent,  sur  un  axe  principal,une  longueur  égale 
au  produit  des  rayons  vecteurs  passant  par  ce  point ,  divisé 
par  la  distance  du  point  au  second  axe  principal  ;  dans  la 
parabole  cette  longueur  est  égale  au  double  du  rayon  vec- 
teur (Poncelet). 

37.  Démontrer  que  l'équation  -rTTk, =  j:  ,  n'a  pas  de 

racine  réelle  positive  supérieure  à  3 ,  et  n'a  qu'une  racine 
positive  comprise  entre  2  et  3  (Caucby). 

38.  Trouver  les  n  racines  de  l'équation 

JT  — nax îr5~ ^23  — **' —     — 

(Euler). 

39.  Démontrer  que  la  courbe  enveloppe  d'une  droite  de 
longueur  constante  s'appuyant  sur  les  côtés  d'un  angle  droit 
{p.  p.  265)  est  une  épicycloïdc  engendrée  par  le  point  d'une 
circonférence  roulant  intérieurement  sur  une  circonférence 
quatre  fois  plus  grande  (Sturm). 

40.  Soit  ABC  un  triangle  inscrit  dans  une  conique ,  soit 
fcncné  un  diamètre  parallèle  à  la  tangente  qui  passe  par  A  ;  ce 
point,  le  milieu  delà  portion  du  diamètre  parallèle  intercep- 
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fée  entre  AR  et  AC  et  le  pôle  da  côté  BG  sont  sar  une  même 
droite  (Chasles). 

Équation  du  cinquième  degré. 
41.  Ud  géomètre  anglais  vient  de  démontrer  que  toute 
équation  de  ce  degré  peut  se  réduire  à  la  forme 

DEUX  PROBLÈMES 
Sur  une  pyramide  pentaidre  à  hase  de  trapèze. 


.  Problème.  Dans  une  pyramide  peniaèdrc  S ABCD  {fig.  81)y 
dont  S  est  le  sommet  et  ABCD  la  base  trapèze,  étant  donnés  .- 
l""  la  face  SAD  de  grandeur  et  de  position  ;  2*  riaclioaisoB 
de  cette  face  sur  la  base  ABCD  ;  3«  les  directions  des  aréles 
parallèles  AB,  CD  ;  4<'  les  angles  de  la  face  SBC  ;  construire 
la  pyramide. 

1.  Solution.  Supposons  la  construction  effectuée  :  du  som- 
met S,  abaissons  la  perpendiculaire  SP  sur  la  base,  et  la 
perpendiculaire  SQ  sur  le  côté  BC  ;  à  partir  de  Q,  pcurtons  sur 
0C  une  longueur  QR  égale  à  QS  \  cela  posé, 

r  La  hauteur  SP  est  donnée  de  grandeur  et  de  potion ,  et 
SQP  étant  un  angle  droit ,  Ton  a  SQ'  —  QP'  =  SP', 
et  aussi  Rq'-^QP*=S?. 

2*  Le  triangle  SBC  étant  donné  d'espèce,  les  rapports  ^, 

SQ       RQ 

^  ou  ^  sont  connus  ;  ainsi  les  parallèles  aux  côtés  AS, 

CD  passant  par  les  points  Q  et  R  sont  données  de  position. 

a^"  le  triangle  PQR  est  rectangle  en  Q ,  les  deux  sommets 

Q  et  R  sont  sur  des  parallèles  données,  le  troisième  sommet 
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QUESTION  D'EXAMEN. 

ProposiHon  sur  le  prisme  triangulaire    et  sur  le  théorème 
statique  de  f^arignon. 


r  Dans  tout  prisme  triangulaire,  Taire  (Tune  face  est  plus 
petite  que  la  somme  des  deux  autres  faces,  et  plus  grande 
que  leur  différence;  en  efltet,  menons  un  plan  perpendicu- 
laire à  Tarétedu  prisme,  les  aires  des  faces  sont  évidemment 
proportionnelles  aux  côtés  du  triangle,  résultant  de  cette 
section,  donc,  etc. 

2*  Ainsi  dans  tout  parallélipipède ,  Taire  du  parallélo- 
gramme diagonale  est  donc  toujours  comprise  entre  la  somme 
des  aires  des  deux  faces  adjacentes,  et  leur  différence.  Car» 
ce  parallélogramme  diagonale  partage  le  solide,  en  deux 
prismes  triangulaires. 

y  On  démontre  en  statique  que  pour  des  forces  situées 
dans  un  même  plan ,  le  moment  de  la  résultante  est  ^al  à  la 
somme  algébrique  des  moments  des  composantes  ;  le  centre 
des  moments  est  dans  le  plan  du  triangle.  C'est  le  théorème 
staUque  dit  de  Varignon  ;  le  moment  d'une  force  étant  égal 
au  double  de  Taire  du  triangle  ayant  pour  base  la  droite  qui 
représente  cette  force  et  le  centre  des  moments  pour  sommet, 
le  théorème  statique  peut  se  transformer  en  théorème  de 
géométrie ,  et  se  démontrer  d'après  les  principes  de  cette 
science  seulement.  Lorsque  le  centre  des  moînents  est  hors 
du  plan  des  forces,  le  théorème  cesse  d'être  vrai,  et  le  mo- 
ment de  la  résultante  est  toujours  plus  petit  que  la  somme 
des  moments  des  composantes.  En  effet,  soient  AB,  AC  deux 
forces  et  AD  leur  résultante,  etO  un  point,  centrede  moments 
situé  hors  du  plan  BACD  ;  considérons  AO,  AB ,  AG,  comme 
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les  trois  arêtes  adjacentes  d'uo  paraliélipipcde  ;  les  momcnU 
des  forces  composantes  AB,  AC  sont  respectivement  égaax 
aux  aires  des  faces  parallélogrammes  OAB ,  OAG  et  le  mo- 
ment delà  résultante  est  l'aire  do  parallélogramme  diagonale; 
donc  (2)  j  le  moment  de  la  résultante  est  plus  petit  que  la 
somme  des  moments  des  composantes.  Le  même  raisonne- 
ment s'étend  à  tant  de  forces  qu'on  voudra ,  situées  dans  un 
même  plan  et  ayant  une  résultante.  C'est  M.  Gérono  qui  m'a 
communiqué  ce  moyen  de  démonstration. 

4°  Soient  deux  forces  parallèles  P  et  Q ,  agissant  dans  le 
même  sens  et  ayant  pour  résultante  R ,  et  soit  O  un  point 
hors  du  plan  des  forces ,  et  duquel  on  abaisse  sur  les  direc- 
tions de  ces  forces  les  perpendiculaires  QA ,  OB ,  OC ,  on  peut 
supposer  les  forces  P,  R,  Q  appliquées  respectivement  aux 
points  A ,  B ,  G ,  qui  sont  en  ligne  droite.  Les  trois  moments 
sont  PxOA,  RX.OB,  QxOG;  ces  monl^enls  sout  aussi 
proportionnels  aux  produits  BG  X  OA,  AC  X OB  ;  ABxOC  ; 
mais  dans  tout  triangle  AOG ,  le  second  produit  est  toujours 
compris  entre  la  somme  et  la  différence  absolue  du  premier 
et  du  troisième  produit  ;  donc  le  moment  de  la  résultante 
pour  deux  forces  parallèles ,  et  relativement  à  un  point  hors 
du  plan,  est  compris  entre  la  somme  et  la  différence  absolue 
des  moments  des  composantes. 

S"*  Le  théorème  dtésur  le  triangle  se  démontre  facilement  : 
par  le  point  B ,  menons  BM ,  BN  respectivement  parallèles 
à  AO  et  CO;  dans  le  parallélogramme  BMON,  on  a  BO  < 

BM+BN,  BO>BM-BN,  or  BM  =  ?!^,  BN=^^5^ 

AL  AL 

donc ,  etc.  Tm. 
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PROBLEME  PAR  ÉCRIT, 


Proposé  à  Piiris  aux  examens  de  181-2,  pour  l'admission  à 
VÉcole  polytechnique  (V.  p.  385). 


Soit  yPQY'  une  ellipse  donnée  ;  A  le  centre;  M  un  point 
donné  dans  le  plan  de  l'ellipse;  MPQ  une  sécante  quelconque; 
PQ  partie  de  la  sécante  interceptée  par  TcUipse  ;  Y  AV  un 
diamètre  parallèle  à  la  sécante  ;  N  un  point  de  la  sécante  tel 

que  Ton  a  NM  x  PQ  =  VV'"  ;  trouver  le  lieu  géométriijue 
de  N. 

Solution.  Prenons  le  dianoiètre  AM  passant  par  le  point 
donné  M  pour  axe  des  ^i  le  centre  A  pour  origioe  des  coor- 
données que  nous  supposons  rectangulaires.  Soit  AM  =  q , 
longueur  connue,  et  soit  ?  Tangle  variable  du  diamètre  Y V 
avec  l'axe  des^  ;  c'est  aussi  l'angle  de  la  sécante  MPQ  avec 
le  même  axe;  l'équation  de  l'ellipse  rapportée  à  son  centre 
est  en  général  de  la  forme 

Ar'+Bj:^+Cx^— F  =  0.  (1) 

Soit  ^=:  ma:  équation  du  diamètre  YAY',  ou  m  =0017, 
désignant  par  d  la  longueur  de  ce  diamètre ,  on  trouve  fa- 
cOement 

l'équation  de  la  sécante  est 

jrzzzmx-^-q,  (3) 

soient  x\  y,  les  coordonnées  du  point  P  ;  x\  y\  les  coor- 
données du  point  Q  ;  et  soit  PQ=c,  on  aura 
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EliminaDl  y  entre  les  équations  (1)  et  (3) ,  on  trouve 

j:*(Am'+Bw+C)  +  ^ar(2Am+B)  +  Ay^— F  =  0  ,     (5) 
j:'  et  j/'  sont  les  deux  racines  de  cette  équation.  On  en  déduit 

(:t^-a:''r=:(x'4.xT-4xV'=  ^'(^^m+B)'  _  4(A^>^F) 

(Am»+Bm+C)*     AmHBm+C 
_  +^AFm*+4BFm  +  yMB'— 4AC)  +  4CF 
(Aw'-hBm4-C)» 
Sdt  MN=z,ona  donc,  en  vertu  delà  condition  du  problème, 
a=if  ou  c'a=^*; remplaçant  c»et ^  par  leurs  valeurs, on  a 
«•  [4-4AFm'+ 4BFm+^\B'—  4  AC)  4-4CF]  =  (m'+ 1  )  \  6F'  ; 
metUint  coty  au  lieu  de  m,  il  vient 
2  [+4AFcosV*BFsinfCOSHsîn'f (y'(B'— 4AC)+4CF)]  =  1 6F* .  (6) 

Equation  polaire  du  lieu  cherché  ;  M  est  le  pôle ,  et  les 
angles  ^  sont  comptés  de  Taxe  des  ^^  passant  aux  coordonnées 

Y  ce 

rectan^laires ,  on  a  cot(ï>=-  ,  sin(p=  -, z'=^*H-j:*;ilvient 

z  z 

AF^«-hBFa:^4-N'x»— 4F'=0  ou  4N'=^^(B'— 4AC)H-4CF, 
conique  ayant  son  centre  au  point  M. 


ANALYSE  D'OUVRAGES. 


Application  de  la  méthode  des  projections  à  la  recherche  de 

certaines  propriétés  géométriques^  par  L.  A.  S.  Ferriot, 

recteur  honoraire  de  l'Académie  de  Grenoble ,  Paris  1838, 

1  Y.  in-8  de  103  pages,  4  pK  O- 

L'art  Redécouvrir  les  propriétés  d'une  certaine  courbe^  à 

l'aide  des  propriétés  d'une  seconde  ayant  certaines  relations 

avec  la  première,  n'a  rien  de  nouveau.  Il  remonte  au  moins 

au  siècle  de  Newton;  dans  les  principes j  le  lemme  22  du 

(*)  Chei  Bachelier,  libraire.  Prix  ,  3  fr. 
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premier  livre  porte  pour  énoncé  :  Figuras  in  ali<is  ejusdem 
generis  figuras  mutare.  Newton  effoctaecetteodutation,  par  un 
procédé  synthétique  qui  rerient  analytiquement  à  considérer 
les  deux  variables  de  la  courbe  comme  des  fonctions  de  deux 
nouvelles  coordonnées  inclinées  sons  un  nouvel  angle,  ce 
qu'on  peut  faire  d'une  infinité  de  manières  sans  changer  le 
degré  de  Téquation,  genre  de  transformation  dont  on  a  tiré 
récemment  un  parti  si  fécond.  Ncwlon  ajoute:  inservit  auiem 
hoc  lemma  soluUimidiffidliiM^mproblematum^transrnuUBndo 
figur<u  in  simpliciares  :  namrectœ  qucBvis  convergentes  trans- 
mutantur  in  parallelas. . .  Si  recta  aliqua  tangai  lineam  cwrvam 
in  figura  prima ,  hœc  recta  eodem  modo  cum  curva  in  figuram 
novam  translatam  tanget  lineam  illam  curvam  in  figura  nova 
et  contra.  Postquam  autem  problema  solvitur  in  figura  nwiâ^ 
si  per  inversas  operationes  transmtUetur  hœc  figura  in  figuram 
primam,  habebitur  soltUio  quœsita.  Utile  est  etiam  hoc  lemma 
in  solutione  solidorum  problematum ,  etc. 

On  voit  bien  que  Newton  connaissait  toute  Timportance  de 
son  lemme  ;  plus  tard  on  a  eu  l'idée  de  recourir  aux  solides 
et  de  considérer  la  courbe  transformée  comme  la  perspective 
de  la  première  courbe;  c'est  ainsi  qu'un  géomètre,  a  composé 
en  allemand  un  traité  des  sections  coniques  où  toutes  les  pro- 
priétés de  ces  lignes  sont  déduites  à  l'aide  des  projections 
perspectives,  de  celles  du  cercle ,  et  delà  droite.  En  combi- 
nant cette  méthode  intuitive,  avec  le  changement  de  variable 
indiqué  ci-dessus,  M.  Dupiii  (Charles),  est  parvenu  à  trans- 
porter même  les  propriétés  de  courbure  d'une  surface  dans 
uneaotre  et  à  découvrir  ces  belles  lois  qui  régissent  les  formes 
intimes  des  surfaces  algébriques  en  général  (^).  La  facilité^ 
la  fécondité  de  ces  procédés,  rendent  très-désirables  leur 
introduction  dans  renseignement.  C'est  le  but  que  s*est  pro- 

(*)  Développements  de  géoméirie ,  in-4.  1813. 
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posé  depuis  loDgterops  l'honorable  rectcar  de  rAcadcmic  de 
Grenoble.  En  1812,  il  a  inséré  à  ce  sujet  un  mémoire  dans  le 
tome  II  des  annales  de  Gergonne.  Le  présent  ouvrage  est 
pour  ainsi  dire  le  développement'  de  ce  mémoire. 

Les  propositions  préliminaires  (9  — 12),  contiennent  les 
théorèmes  et  les  problèmes  principaux  nécessaires  à  la  mé- 
thode projectiye.  Il  y  en  a  plusieurs  que  l'auteur  considère 
comme  nout^eatur,  entre  autres  celui-ci:  Trouver  unplanaur 
lequel  la  somme  des  projections  de  tant  de  droites  qu'on  voudra 
situées  d'une  manière  quelconque  dam  V espace^  estun  maximum . 
Théorème  nouveau  ainsi  énoncé  :  Si  par  les  trois  sommets 
A,  B,  C  d'un  triangle  quelconque,  et  par  un  point  pris 
comme  on  voudra  dans  son  plan ,  on  mène  trois  droites  qui 
rencontrent  les  côtés  AB  >  AC ,  BC  ou  leurs  prolongements  en 
des  points  M,  N ,  P  j  puis  que  sur  les  côtés  d'un  autre  triangle 
abc^  on  place  trois  autres  points  m,  n,  p,  comme  les  trois 
premiers  sont  placés  sur  les  côté»  du  premier  triangle ,  les 
droites  an^bp,  cm^  passeront  par  un  seul  et  même  point  k, 
La  démonstration  est  facile ,  soit  par  la  considération  des 
segments^  soit  par  les  théorèmes  de  statique,  en  regardant  le 
point  de  rencontre,  comme  le  centre  de  forces  parallèles 
agissant  aux  sommets  du  triangle. 

Voici,  à  celte  occasion ,  un  théorème  analogue ,  assez  utile 
à  connaître  : 

Si  parmi  les  six  points  d'intersection  d'une  conique  avec 
un  triangle,  trois  sont  situés  de  manière  qu'eu  les  joi- 
gnant par  les  droites  aux  sommets  du  triangle  respective- 
ment opposés,  les  transversales  se  coupent  en  un  même 
point,  il  en  sera  de  même  pour  les  trois  autres  points  et  ré- 
ciproquement, si  six. points  situés  deux  à  deux  sur  les  côtés 
d'un  trianglejôuissent  de  celte  propriété,  alors  les  six  points 
sont  sur  une  même  conique. 

Au  milieu  de  l'océan  de  propriétés  qu'on  a  accumulées  sur 
les  lignes  et  surfaces  du  second  degré,  il  est  difficile  de  rc- 


Digitized  by 


Google 


—  404  — 

connaître  ce  qui  est  nouveau,  IVf.  Fcrriot ,  démontre  d'ane 
manière  fort  simple  ce  théorème  fondamental  :  Un  triangle 
quelconque  peut  toujours  être  projeté  suivant  on  autre 
triangle  semblable  à  un  triangle  donné  (*)  $  il  en  déduit  avec 
facilité  des  conséquences  très-importantes  et  qu'il  serait  long 
d'obtenir  différemment,  entre  au  trescette  proposition:  Entre 
toutes  les  ellipses  inscrites  dans  un  triangle,  Tellipse  maxima 
d'aire  est  celle  qui  touche  les  milieux  dés  côtés,  et  son  cen- 
tre est  le  même  que  le  centre  de  gravité  du  triangle  ;  et  de 
toutes  les  ellipses  circonscrites  au  triangle,  la  plus  petite 
d'aire  est  celle  qui  est  concentrique  et  semblable  à  l'ellipse 
maxima  inscrite. 

D'autres  propriétés  relatives  aux  maxima  et  minima  de 
figures  inscrites  ou  circonscrites  sont  établies  par  un  genre 
de  raisonnements  qui,  se  gravant  aisément  dans  la  mémoire , 
sont  si  appropriés  à  l'enseignement ,  que  par  une  décision 
du  17  septembre  1838  ,  le  conseil  royal  de  Tinstruction  pu- 
plique  a  inscrit  YJpplicatwn  de  la  méthode  des  projections  y 
sur  la  liste  des  livres  qui  peuvent  être  placés  dans  les  biblio- 
thèques des  collèges  royaux.  Tm. 

Théories  générales  de  géométrie  analytique  appliquées  d  la 
discussion  des  courbes  algébriques  de  degrés  supérieurs^  d 
l'usage  des  candidats  d  l'École  polytechnique^  par  E.  Gouré, 
docteur  es  sciences ,  professeur  de  mathématiques  spéciales 
au  collège  royal  de  Limoges,  1842;  in>8  de  86  pages,  2 
planches  lithographiées. 

En  1838,  M.  Blanche!  fit  paraître  des  complémenis  de 
Mathématiques  spéciales;  ils  contiennent  la  discussion  des 
courbes  algébriques  de  degrés  supérieurs ,  mais  données  par 
des  équations  résolues.  L'auteur   fait  usage  des  infiniment 

(*)  Voir  ci-dessus,  p.  398. 
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petits  j  méthode  que  protégeait  passionnénient  rillastre 
PoisflOD,  alors  chef  très-actif,  (rès-zélc,  qualités  rares, 
de  renseignement  mathématique  en  France  -,  cette  mé- 
thode a  en  effet  l'avantage  incontestable  de  la  rapidité, 
lorsqu'c»  adopte  franchement,  de  prime  abord,  le  sys- 
tème hiérarchique  de  Leibnitz  avec  ses  conséquences  abré- 
Tiatricesj  ainsi  ont  agi  Bezout  et  divers  autres  du  dernier 
siècle;  mais  si  Ton  prétend  comme  Tont  fait  avec  beaucoup  de 
talent  MM.  Finck,  Blanchet,  rendre  rigoureuse  la  logique 
des  infiniment  petits,  non-seulement  on  perd  l'avantage  de 
la  rapidité,  mais  Texposition  devient  plus  pénible,  plus 
longue,  plus  obscure,  plus  difficile  à  retenir,  que  les  limUes 
de  d'AIembert  ou  les  dérivées  de  Lagrange.  Cette  rigueur 
nouvelle  dans  le  champ  de  Tinfiniment  petit  ne  consiste 
d'ailleurs  que  dans  un  retour  vers  la  méthode  d'exhaustion 
d'Archimède  ;  seulement  on  représente  abstractivement  par 
des  kUres ,  ce  que  les  anciens  figuraient  et  rendaient  intuitif 
par  des  lignes.  M.  Gouré,  traitant  le  même  sujet  que 
M.  Blanchet,  suit  une  méthode  mixte  ;  il  emploie  b  prétendue 
limite  pour  mener  les  tangentes,  et  les  infiniment  petits  pour 
les  asymptotes.  Nous  disons  que  c'est  une  limite  |>r^^etufue,*  en 
effet,  voici  ce  que  dit  Lagrange.  «  On  peut  observer  que  c'est 
»  improprement  qu'on  applique  le  mot  connu  de  limite,  à 
n  ce  que  devient  une  expression  analytique,  lorsqu'on  y  fait 
»  évanouir  certaines  quantités,  parce  que  ces  quantités  après 
»  avoir  décru  jusqu'à  zéro,  pourraient  encore  devenir  né- 
»  gatives:  de  même  qu'en  géométrie,  on  ne  peut  pas  dire 
»  à  la  rigueur  que  la  soutangente  soit  la  limite  dessousécan- 
».  tes;  parcequerien  n'empêche  la  sousécantede  croître  encore 
»  lorsqu'elle  est  devenue  tangente.  »  (Séance  des  écoles  Nor- 
males, t.  X,  p.  7).  Ainsi  dans  la  démontration  qu'on  donne 
ordinairement  pour  trouver  la  soutangente ,  le  mot  limite  n'a 
pas  la  même  acception  que  dans  la  géométrie,  lorsqu'on  dit 
par  exemple  que  la  circonférence  est  la  limite  des  polygones 
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inscrits  et  circonscrits  ;  cette  différence  d'acception  est  d'une 
logique  vicieuse.  M.  Gouré  s'est  aussi  privé  d'un  grand 
avantage,  en  ne  prenant  pas  pour  point  de  départ,  le  théorème 
de  Taylor ,  base  fondamentale  de  toute  l'analyse  et  de  ses 
applications  à  la  géométrie  et  à  la  mécanique  ;  et  ce  théorème 
pour  les  polynômes  algébriques  entiers  est  un  corollaire 
immédiat  des  règles  de  la  multiplication,  ce  qui  assigne  sa 
place  dans  les  élémetits;  il  doit  être  donné  immédiatement 
après  ces  règles  ;  le  même  théorème  étendu  aux  fonctions 
explicites ,  devra  être  expliqué  après  la  théorie  des  équations, 
où  d'ailleurs  ce  théorème  apparaît  sans  qu'on  le  dise,  dans 
la  méthode  d'approxiination  de  Newton.  En  effet,  le  binôme 
de  Newton  pour  l'exposant  entier  positif  n'est  qu'une  mul- 
tiplication abrégée ,  et  ce  binôme  doit  s'écrire  ainsi 

Car ,  il  est  important  d'expliquer  aux  élèves  le  plus  tôt  pos- 
sible, les  dérivations  et  leurs  algorithmes  ;  opérations  plus 
faciles  que  les  extractions  de  racines.  En  s'y  prenant  ainsi,  le 
théorèmede Taylor  deviendrait  aussi  familier  auxélèvesquele 
binôme  qui  n'en  est  qu'un  particulier,  et  on  propagerait,  on 
populariserait,  pour  ainsi  dire,  une  proposition  qui  renferme 
toute  la  philosophie  mathématique. 

L'ouvrage  de  M.  Gouré  est  divisé  en  six  chapitres  précédés 
d'une  introduction. 

On  y  suit  l'ordre  tel  qu'il  a  été  à  peu  près  tracé  par  Ëuler, 
Cramer;  tangentes,  asymptotes,  diamètres,  centres,  point» 
singuliers  et  enfin  discussion  des  courbes.  Ces  divers  objets 
sont  développés  avec  méthode ,  en  passant  du  simple  an  com- 
posé, du  facile  au  difficile  ;  l'auteur  ne  faisant  pas  usage  du 
coefficient  différentiel  supérieur  au  premier,  ne  peut  donner 
la  théorie  des  contacts,  susceptible,  comme  l'a  très-bien 
fait  voir  M.  Gollard  (p.  288) ,  d'être  exposée  d'une  manière 
élémentaire.  On  a  omis  aussi  la  théorie  des  segments ,  oon* 
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séquence  immédiate  d'un  changemerU  des  coordannées.  L'oU- 
Trageesi  terminé  parla  discussion  détaillée  de  sept  courbes, 
du  troisième  et  du  quatrième  degré  ;  mais  toujours  à  équa- 
tion résoluble. 

Je  crois  qu'on  rendrait  un  grand  service  à  renseignement 
de  Tanalyse  appliquée,  en  traduisant  de  nouveau  Vlntroduc- 
tio  in  analysin  infinitotum;  mais  en  changeant  les  notations, 
dans  les  deux  volumes ,  et  les  remplaçant  par  les  notations 
élégantes  de  l'école  de  Lagrange;  changements  très-permis 
qui  ajouteraient  à  l'utilité,  sans  dénaturer  l'esprit  de  ce  chef- 
d'œuvre.  En  y  ajoutant  les  contacts,  rayons  de  courbure, 
points  singuliers  ^  et  donnant  plus  de  développement  à  l'ap- 
pendice du^second  volume,  on  aurait  la  meilleure  application 
d'analyse  géométrique,  à  2  et  3  dimensions,  qu'on  puisse 
mettre  entre  les  mains  des  jeunes  gens.  Tm. 

Nouvelle  cosmologie  raisonnée;  par  M.  J.  Lavezzari,  in-8 
de  160  pages,  4  pi. 
L'auteur  réfute  le  système  attractionnaire  de  Newton,  et 
ressuscite  en  les  modifiant,  les  tourbillons  de  Descaries  ;  il 
nie  l'existence  de  la  force  centrifuge  dans  le  mouvement 
curviligne,  rejette  le  principe  qu'un  corps  se  dirige  naturelle- 
ment en  ligne  droite  et  admet  au  contraire  qu'un  corps  peut 
natureUement  décrire  une  courbe;  témoin  la  toupie,  dont 
les  orbes  diminuent  sans  cesse  jusqu'à  se  réduire  en  un  points 
par  conséquent ,  elle  a  une  tendance^ non  vers  le  mouvement 
rectiligne,  mais  bien  vers  le  mouvement  de  plus  en  plus 
curviligne  j  car  on  sait  que  les  petits  cercles  ont  plus  de 
courbure  que  les  grands  cercles.  La  force  centrifuge  ôtée,  le 
système  newtonien  est  sapé  par  la  base ,  et  cependant,  s'écrie 
M.  Lavezzari  :  «  Les  contemporains  de  Newton ,  éblouis  par 
l'éclat  apparent  des  résultats  annoncés  par  ce  géomètre  su- 
perficiel, s'habituèrent  bientôt  à  considérer  ses  creuses  hypo- 
pothèses  comme  d'admirables  découvertes  dues  à  la  toutc- 
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paissance  des  mathématiqoes  (p.  15).  »  EDnemi  de  toutes  les 
hypothèses  )  i'aulear  suppose  que  le  soleil,  par  son  mouTe- 
ment  de  rotation,  a  commaDiqaé  le  même  mouvement  à  Té- 
ther  qui  l'entoure  et  Ta  converti  en  tourbillon  ;  ceci  explique 
nettement  pourquoi  les  planètes  se  meuvent  toutes  dans  le 
même  sens  que  le  mouvement  de  rotation  solaire.  «  Un  fait 
très-ordinaire  fit  germer  dans  mon  esprit  la  première  idée, 
qui  devint  en  quelque  sorteFembryon  démon  système.  Jouant 
un  jour  à  la  toupie  avec  mon  fils,  je  m'avisai  machinalement 
de  suspendre  la  ficelle  au-dessus  du  jouet,  en  la  laissant 
tomber  le  long  de  ses  flancs ,  mais  sans  qu'elle  touchât  ni  à 
la  toupie,  ni  à  terre.  Tout  à  coup  je  vis  la  Corde  tourner 
d'elle-même  autour  du  jouet ,  dans  le  sens  de  sa  rotation  sur 
son  axe,  sans  que  j'eusse  rien  fait  pour  lui  communiquer  ce 
mouvement  circulaire  (p.  23).  »  Entre  la  toupie  et  le  soleil , 
l'analogie  est  évidente.  Il  reste  à  expliquer  pourquoi  les  pla- 
nètes tantôt  se  rapprochent,  tantôt  s'éloignent  du  soleil  ;  au 
lieu  de  recourir  au  calcul,  qui  le  plus  souvent  ne  mène  qu'à 
l'absurde ,  prenons  plutôt  une  tasse  de  thé ,  c'est  plus  sûr  et 
moins  pénible.  «  Déjeunant  un  matin  d'une  tasse  de  thé,  je  vis 
surnager  à  la  surface  du  liquide  un  petit  morceau  debcarre 
fondu  qui  tournait  sur  lui-même,  en  se  dilatant  et  se  con- 
tractant tour  à  tour ,  de  manière  à  augmenter  et  à  diminuer 
successivement  le  diamètre  de  son  disque,  dans  une  propor- 
tion coùsidérable.  Par  reflet  d'un  heureux  hasard ,  une  par- 
ticule de  son  ou  de  cendre  détachée  de  ma  flûte  était  tombée 
sur  le  bord  de  cet  œil  de  graissé.  Elle  était  donc  entraînée 
autour  du  centre  de  l'œil  par  son  mouvementdc rotation, etc. 
(p.  29}.  »  L'analogie  entre  ce  morceau  de  beurre  fondu  et  les 
corps  célestes,  est  évidente.  En  finissant,  nous  engageons 
M.  Lavezzari  à  continuer  de  prendre  son  thé,  de  manger  sa 
flûte  et  de  jouer  à  la  toupie  avec  son  fils  ;  mais  à  défendre 
sévèrement  à  ce  fils  la  lecture  de  la  nouvelle  cosmologie 
raisonnée.  Tm. 
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Or ,  d'après  l'iiupecUim  des  deux  polynômes  X, ,  X, ,  on  voit 
iinmédiatement  comment  on  pourra  former  les  poIynômesX,, 
X4, X. ,  chacun  de  celui  qui  le  précède  et  même  indé- 
pendamment de  celui-ci. 

Car,  par  ex^uple,  si  on  cherche  le  développement  de  X«, 
qui  est  la  partie  entière  du  quotient  de  la  division  de  X  par 
{X — a)i,  on  trouve  que 


X,=x" 


î+lOa» 

+4Pa 

+  Q 


'+■ 


-|-10P«' 

+R 

et  on  voit  que  le  coefficient  de  cî^  dans  le  quatrième  terme  de 
ce  polynôme  est  égal  à  20,  c'est-à-dire  le  produit  du  coeffi- 
cient 10  de  a*  dans  le  troisième  terme ,  multiplié  par  6  (6 
étant  la  quantité  que  Ton  retranche  de  m  pour  avoir  l'expo- 
sant de  X  dans  ce  troisième  terme) ,  et  divisé  par  le  nombre 
des  termes  qui  précèdent  le  quatrième,  c'est-à-dire  par  3. 

D'après  toutes  les  remarques  que  Ton  peut  faire  sur  la 
formation  des  polynômes  X, ,  X, ,  X,,....  en  considérant  seu- 
lement les  polynômes  X, ,  X, ,  on  conclut  qu'on  a 


X«=x" 


4- «Pa 


.- ^.  .  n{n-\-iKn-\-2)J 
"^  2.3 


Pa' 


+• 


"•"      2 

+R 

«(«+1)(«+2)(n-|-3) (m-1)    ,_, 

2.3.4 (m— 7»)  * 

n(nfl)(«-|-2)(«+3) (m-2)      ._^. 

2.3.4.  - 


...(m  — «— 1) 


+• 
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puis 


-l-(n+l)a 
+P 


(«+l)(«+2) 


(«-f-l)(«4-2)(tt+3) 


4 


2.3 

(n+l)(n+2) 


Pa* 


■4- 


<»' 


-f-(«+l)Qa 
+  R 

(«-{.<)  («-}.2)(ra+3) (m-\) 

"*"  2.3.4 (OT— B— 1) 

(n+1)(«+a)  («+3) ("^^)p^« 

'  2.3.4 (*»--»— 2) 

+ 

+ 


II. 

Nouveau  théorime  d^anahi$e. 

Soient ,  an  polynùme  X  de  la  forme 

x-+Px"-+Qj^'  +Rx— »  + -f  S*"  -f-  Tx+ V, 

an  binôme  qaelconqne  du  premier  degré  de  la  formé  x — a , 
X«  la  partie  entière  da  qaotient  de  la  dirisioa  de  X  par 
(X—  a)\  (»  étant  un  nombre  entier  qaelconqne) ,  Xn+i  celle 
du  qnotioit  de  la  division  de  X  par  (x — a)"^,  et  X'«  celle 
du  quotirat  de  la  division  de  X'  (X'  étant  le  polynôme  dérivé 
de  X)  par  (x — a)"  ;  supposons  qne  dans  X. ,  X^f  i ,  X'n  , 
on  change  a  en  x,  pais  qu'on  wdonne  les  nouveaux  poly- 
nômes qu'on  obtient  ainsi,  par  rapport  aax  puissances  dé- 
croissantes de  X ,  et  soient  x» ,  x«-f  i ,  x'n ,  ces  polynômes , 
X»  étant  celui  qui  correspond  à  X» ,  x«i+i  cdui  qui  corres- 
pond à  X»+i,  et  x'n  celui  correspond  it  X'«  ; 
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Je  dis  qu'on  aura 

V         {n  -f-  i)  J^iH  «  =*  '®  dérivé  de  x» , 
et       2*         (»+l)x»+i=5X». 

1*  Nous  avons  obtenu  le  développement  de  Xn  et  de  Xm+  », 
et  par  conséquent  on  en  pourra  déduire  Xn  et  xn^i. 
Si  l'on  fwme  le  dérivé  de  xn  qai  est  de  la  forme 

(/»—«)  Ajc*'-^'-f-(m—ii—f)Bx"^"-+ 

et  Xfi-i-i  étant  de  la  forme 

A'x"'-^'+B'a:"*-*-+ 

comme  il  s'agit  de  démontrer  que  (/i  +  ^)^*+t='  dérivé 
do  Xn ,  si  l'on  parvient  à  démontrer  que  (n-}-1)A's(m — n)Ay 
on  aura  aussi  démontré,  par  cela  même ,  que  (n-^-i)  F s= 
(m— n— 7I)  B , ce  qui  est  facile  à  voir  à  la  simple  in- 
spection des  polynômes  X«et  X114.1,  et  que,  par  conséquent, 
on  a 

(«+  f  )  xn^t  =  dérivé  de  Xm  • 

Il  ne  s'agit  donc  que  de  démontrer  qu'on  a  la  relation  sui- 
vante : 

(/t+i)A'  =  (m^/i)A, 
ou  bien 

\  «  2.3 

"*"         2.3.4 [m—n—i)         ] 

■^  2.3.4  "^"•'*"  2,3.4...(m— n— l)(w— n)  j 

«ar 
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(«+l)(«+2)(«  +  3) (m-t) 

"■"'"  3.8,* (m  — «  — 1) 

«(«-t-lK«+2)(«+3)  ii(i«+l)(«+a)(B+3)...(i>«~l). 

"^  2.3*  "'■■■•■^  2.3.4...  {»»—«) 

Or,  ona 

.  .  /-  .  .^  .  («+«)(«+2)    .   (»+l)(«4-2)(B+8)  _ 
t  +  (»+l)+ 2 + ^ 

^(«-f2)(«+3)     (ii-fl)(n+a)(«+3)_(»-Ha)(»+3)  («-{-*) 
2         "^  2^  2.3  ' 

et  ainsi  de  suite. 
D'où,  par  analogie,  et  en  posant  I» — 1sr-{-»», 
,_  («+2)(n-|-a)(n-|-»)...(iH-H-<)  _,  («+2)(n+3)(B+4)...in 

2.3.4 (m— B— i)  2.3.4,...  (OT—B-1)' 

De  même,  on  a 

«+«)  +— 2 =  2 ' 

0+-H--2— + ^ =- 2 + 

b(b  +  1)(b+2)       (b+1)(«4-2)(«+3) 
"^  2.3  2.3  ' 

etainri  de  soite. 
D'oà ,  par  analogie , 

^_(B+l)(«-i-2)(B+3)..(B+H-«)^(«+<)(«4-2)(B-H3)-.w»  , 

2.3.4 (m— »)  2.3.4 {m—n)      ^'^• 

D'où 

/-  .  .^A._(«+<)("+2)(«+3)(«+4) m 

^"+*^^  -  2.3.* (m-B-1) ' 

2.3.4 (m— B— 1) 

(']  Ce*  wouMtioiit  sont  connues,  on  tire  celle  de  A ,  de  A'  en  rempUtani  «• 
P«r»-i.  Tm. 
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DOQC 

(/i  +  l)A'  =  (/ii  — /i)A, 
donc ,  enfio , 

{n  +  i)xm.,  =  dérivé  de  x».        (C.Q.F.D.) 

^  Il  s'agit  maintenant  de  démontrer  qu'on  a 

Or,  d'après  ce  que  l'on  vient  de  démontrer,  on  a,  en 

remarquant  que  x\  est  le  dérivé  de  X'  on  de  x, , 

**, = 2x, ,    car    2j:,=  dérivé  de  j:,  , 

2x\z=  dérivé  de  j:',=  dérivé  de  2j:,=6x„  car  3a:,  est  le 

dérivé  de  x,,  on 

j:'.=:3x„ 
de  même 


et,  en  général, 

j^n={n  +  i)x^t.  (C.Q-F.D.) 

Remarque.  De  ce  théorème ,  il  résulte  que  les  dérivés  suc- 
cessifs  du  polynôme  X  sont  *. 

X,,     2j:,,     2.3.x,,     2.3.4.x^.     2.3.4.5.x,, 

2.3...{i»— i).x«.-.,,     2.3...fn.x«. 

Ils  sont  ordinairement  désignés  par 

(1)      X',      X",      X'",      X^      X' X(«»-0,      X(«), 

Je  propose  d'aiq[)eler  les  polynômes  de  la  suite  (1),  les  dà> 
vés  multiples  du  polynôme  X,  et  les  polynômes 

les  dérivés  simples  (*). 

(*)  Ce  soDt  les  D  d'Arbogasi  (Calcul  des  dérîTatiens,  p.  SI).  Ta. 

€ 
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X\      la  partie  entière  do  quotient  de 


X' 


j/,  le  résultat  de  la  sabstitation  de  x  au  lien  de  a  dans  X', , 
•^».  X,, 

Jf'n— I  ..^.  X'n— 1. 

Alors  X, ,  X,......Xii ,  seront  des  quotients  complets.  Si  dans 

X.  on  fait  X  ss  a ,  on  a  un  résultat  =  à  zéro  ;  donc  si  dans 
X'  on  fait  x=  a^  on  a  aussi  un  résultat  nul  (puisque  la  sub- 
stitution de  a  à  la  place  de  xdans  X,  et  X'  donne  deux  résulr 
tats  identiques),  par  conséquent  X'  est  divisible  par  x— a ,  ou 
bien  a  est  racine  de  X'=0. 
Gomme  Sx.ssrx'., 

kx^^x\. 


(n — 1  )Xn^t = x'n^T] 

il  résulte  que  si  on  substitue  a  au  lieu  de  x  dans 

2X.,      3X3,      4X,,  ,  (ii-l)Xi,-s, 

on  aura  des  résultats  identiques  à  ceux  qu'on  obtiendrait  sr 

on  faisait  la  même  substitution  dans  X', ,  X',,  X,' X'».?» 

donc  les  polynômes  X', ,  X',, ,  X'ii--2,  sont  divisibles  pu* 

X — a ,  donc  ils  sont  aussi  des  quotients  complets. 

Ainsi  X'n-^  est  divisible  par  x—a ,  ou ,  ce  qui  revient  au 
même ,  X'  est  divisible  par  (x^aT^\ 
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Noos  voyons  donc ,  d'après  cela,  qae  quand  X  est  divisiMe 
par(j:^— ar^X'est  divisible  par  (x— a)*"'  ;  et,  pour  terminer, 
je  vais  Taire  voir  que  X'  ne  peut ,  dans  ce  cas ,  être  divisible 
par  une  puissance  plus  grande  de  x-^a. 

En  effet,  si  X'  était  divisible  par  {x^af^'  (  ii  étant  un 
nombre  entier  positif),  alors  X'  serait  divisible  par  (x— a)% 
la  substitution  de  a  au  lieu  de  x  dans  le  quotient  complet 
X'«|.i ,  donnerait  un  résultat  nul.  De  sorte  que  a  substitué  au 
lieu  de  x  dans  /iXi»  ou  dans  X»  donnerait  un  polynôme  nul , 
car  on  sait  que  si  on  substitue  a  au  lieu  de  x  dans  X'n^i  et 

nXn ,  on  a  deux  résultats  identiques  (nx»  =  j/n-i).  Donc 

X 

X41  serait  divisible  par  x— a,  ou  bien  comme  X»  = , ^, 

\x—a) 

X  serait  divisible  par  (x— a)"^,  ce  qui  est  contre  Thypothèse* 
Donc ,  etc....  Ainsi ,  si  X = 0  a  /i  racines  égales  à  a ,  X'=0 
aura  n — 1  racines  égales  à  a.  La  réciproque  se  démontrerait 
absolument  de  la  même  manière. 

De  là  résulte ,  que  pour  qu'une  équation  X:=  Oait  n  raci- 
nes égales ,  il  faut  et  il  suffit  que  le  premier  membre  et  son 
polyo6me  dérivé  aient  un  diviseur  commun  ;  et  si  Ton  cherche 
leur  plus  grand  commun  diviseur,  on  aura  le  produit  des 
facteurs  égaux  de  X,  élevés  chacun  à  une  puissance  moindre 
d'une  unité. 


NOTE  SUR  LES  FOYERS. 

VAa  M.  ▼ACHZTTX  (*). 


Il  existe,  dans  le  plan  d'une  courbe  du  deuxième  ordre, 
deux  points  (dont  l'un  peut  être  à  l'infini),  tels  que  leur  dis- 

n  Admissible  à  TÊcoIa  normale  ;  premier  concours  de  1842. 
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iaace  à  un  point  quelconque  de  la  ooarbe ,  estfonclioo  ration- 
nelle et  linéaire  des  cocurdonnées  de  ce  pcttnt.  On  pent  se  pro- 
poser de  rechercher,  s'il  existe  de  semUaUes  points  dans 
l'espace,  et  d'en  trouver  le  lieu  géométrique. 

I.  Ellipse  et  hyperbole. 

Soit  une  ellipse  située  dans  le  plan  des  jc^  ,  rapportée  à  ses 
ases  et  à  son  centre  0,  son  équation  est 

a  étant  le  demi-grand  axe. 
Soit  F  un  point  dans  l'espace  ayant  pour  coordonnées 

pais  soit  M  on  point  de  l'ellipse ,  et  posons  FM= J.  x,jr,o 
étant  les  coordonnées  de  M ,  on  aura 

M  étant  sar  l'ellipse,  on  a 
d'où 

£i  CL 

é 

Mais  ^y  et  à  fortiori  a*,  devant  être  fonction  rationneUe  de  x 
etj^,  le  radical  devra  disparaître,  ce  qui  aura  lieupoarp=0; 
ainsi  F  est  dans  le  plan  des  jts  :  on  a  alors 

CL 

a*—b^ 
Pour  rendre^  rationnel  en  or,  il  fautécrirequecette  valeur 
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Gomme  précédemment ,  on  fera  7  ae  o,  donc 


a  • 


-é' 


exprimant  ensuite  que  ^  est  un  carré  parfait  en  x , 

ou  réduisant 

Sien  avait  éliminé  x^  on  eût  obtenu  unlieu  imaginaire. 

Ainsi  donc  l'ellipe      aY-^*^^"  =ûV, 

Fiiypcrbole      (a*— ft')z'— 6*x*=— («'— 6>* 

sont  le  lieu  des  foyers  Tune  de  l'autre. 
II.  Parabole. 

SoMy* = 2/7X,  une  parabole  dans  le  plan  des  xy ,  rapportée 
à  son  sommet  et  à  son  axe , 

a 

F  un  foyer  cherché,         p  coordonnées  de  ce  foyer, 

on  aura ,  comme  précédemment , 

. D'ailleurs  j^  =  zbl/^x,  donc  il  faudra  faire  |3=0, 

exprimant  que  ¥  est  carré  parfait ,  on  aura 

ou  bien  7*  =p'  —  ^«  ? 

équation  d'une  parabole  située  dans  le  plan  des  xz ,  dirigée 

dans  le  sens  des  x  négatifs,  coupant  l'axe  des  s  à  des  distan- 

0 
ces  de  l'origine  7=  ±^,  et  l'axe  des  j:à  la  distance  «  =  ^- 

En  cherchant  le  lieu  des  foyers  de  la  dernière  parabole  >  on 
retrouverait  la  première. 
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Note  historique  sur  les  foyers  et  ks  focales. 

i.  Foyers.  Ayant  Âpollonios ,  les  sections  coniques  s'obte- 
naient en  coapant  le  c6ne  droit  par  an  plan  perpendiculaire 
à  une  arête  ;  pour  obtenir  les  trois ,  il  fallait  par  conséquent 
trois  cônes  différents;  aussi  ces  courbes  portaient  le  nom  de 
sections  du  c6ne  acutangle,  du  cône  rectangle  et  du  cône  ob- 
tusangle.  Apollonius  a,  le  premier  (247  ay.  J.-G.) ,  considéré 
le  cône  oblique,  et  des  sections  perpendiculaires  au  plan 
diamétral  principal  ;  et  il  a  appelé  ces  sections,  d'après  les 
propriétés  de  leurs  paramètres,  ellipse,  parabole,  hyperbole, 
noms  C)  qu'elles  ontconservés.  Il  connaît  les  foyers  de  l'ellipse 
et  de  l'hyperbole,  et  les  nomme|mncto  ex  comparaiùme  factUy 
à  raison  de  leur  mode  de  construction  ;  il  détermine  cesfoyers 
en  disant  :  chacun  partage  le  grand  aiie  de  l'ellipse  ou  l'axe 
transverse  de  l'hyperbole  en  deux  segments,  dont  le  produit 
est  ^al  au  carré  du  demi-axe  conjugué  ;  il  ne  parle  pas  du 
foyer  de  la  parabole  C).  Depuis,  on  a  étudié  et  découvert 
les  propriétés  de  ces  points,  auxquelles  lois  de  Kepler  ont 
assigné  une  place  importante  dans  le  système  du  monde. 
Euler  est  le  premier  qui  ait  établi  cette  définition  analytique 
du  foyer  :  Le  foyer  est  un  point  situé  dans  le  plan  de  la 
courbe,  et  tel  que  sa  distancée  chaque  point  de  la  courbe  est 
une  fonction  rationnelle  de  l'abscisse  du  point  de  la  courbe. 
M.  Bret  a  complété  cette  belle  définition  en  l'étendant  aux 
deux  coordonnées  de  ce  point  ;  et  ainsi  complétée,  elle  sert 
maintenant  de  base  à  hi  recherche  des  foyers  (Y.  p.  131). 
M.  Tachette  généralise  encore  davantage,  et  suppose  les 
foyers  situés  hors  du  plan  de  l'ellipse,  et  démontre  que 
le  lieu  des  foyers  est  une  hyperbole,  et  vice  versa,-  à  quoi 
l'on  peut  ajouter  :  V  Que  la  somme  des  distances  d'un  point 

C)  Le  seeond  déjà  employé  par  Archinnéde  (247  av.  J.-C.). 
;**)  Eaelide,  dans  sa  Captoptrique,  se  sert  da  mot  foyer  pour  les  miroirs 
sphériques.  Il  n'est  pas  question  des  coniques  dans  cet  ouvrage. 
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de  l'hyperbole ,  est  constante  ;  2°  que ,  d'après  le  beau  théo- 
rème qu'on  doit  à  M.  Demonferrand ,  les  c6nes  qui  ont 
pour  base  Tellipse,  et  pour  sommet  les  foyers,  sont  tous 
des  cônes  de  révolution. 

2.  Focales,  Ces  courbes  du  y  degré ,  dont  M.  Perrey  a 
traité  dans  le  numéro  précédent  (p.  361  ],  ont  été  étudiées 
pour  la  première  fois ,  et  dans  le  c6ne  droit ,  par  M.  Quête- 
let  dans  une  dissertation  De  quibusdam  locis  geometricis  nec- 
non  de  curva  focali,  Gand,  1819.  De  nouvelles  propriétés 
de  ces  lignes  sont  consignées  dans  un  mémoire  de  M.  Dande- 
lin  (  Acad.  de  Bruxelles ,  t.  II ,  p.  169).  Enfin  M.  Rees ,  pro- 
fesseur à  Li^e ,  a  généralisé  les  résultats  et  les  a  transportés 
dans  le  cùneoblique  (Correspondance  mathém.,  t.  Y^  p.  36i}; 
M.  Le  François  en  a  fait  l'objet  de  sa  thèse,  Dissertatioina»' 
guralis  maihematica  de  quihusdam  cwrvis  geometricis ,  in-4% 
Gand,  1830  ;  mais  M.  Chasles  est  le  géomètre  qui  a  donné  k 
plus  grande  extension  à  la  doctrine  des  focales  ;  il  en  indi- 
que cette  ingénieuse  construction  -.  Si  d'un  point  fixe,  on  mène 
des  tangentes  à  deux  cercles  situés  dans  un  même  plan,  et  as- 
sujettis à  avoir  un  axe  radical  fixe  et  leurs  centres  sur  une 
droite  fixe,  le  lien  géométrique  des  points  de  contact  est  une 
focale.  (Gorresp,  math.,  t.  YI,  p.  207.)  Tm. 

SOLUTION  DU  PROBLÈME  VIII  (p.  123), 
VA&  M.  iMun  aovx, 

Elève  do  collège  de  Marseille. 

Construire  une  hyperbole  équilatère  dont  on  a  quatre 
tangentes. 

Les  théories  de  géométrie  qui  donnent  la  solution  de 
ce  problème  particulier,  conduisent  facilement  à  la  solatioo 
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sololion  du  problème  général  •  Constraire  ane  seclion  coni- 
qae  qudoonqae  dont  on  connaît  m  tangentes  et  n  points  de 
coDlact.  Ponr  le  eas  général  m+'^^S;  pour  Hyperbote 
éqnilatère  et  la  parabole  ,  m  -f  ii=  4. 
l*'  cas.  Cinq  tangentes  pour  la  section  conique  en  général. 
D'après  le  théorème  de  Newton,  «  Lorsqu'un  quadrilatère 
est  circonscrit  à  une  section  conique ,  le  centre  de  la  courbe 
est  sur  la  ligne  qui  joint  les  milieux  des  trois  diagonales  du 
quadrilatère.  »  Or  nous  avons,  dans  ce  cas,  deux  quadrilar 
tères  circonscrits  à  la  section  conique  cherchée.  [L'inter- 
section des  deux  lieux  qui  doivent  contenir  le  centre, 
détermine  ce  centre;  il  ne  reste  qu'à  :  Construire  une 
section  conique,  connaissant  le  centre  et  cinq  tangentes  et 
quatre  tangentes  pour  l'hyperbole  équilatère. 

Le  théorème  de  Newton  donne  une  droite  sur  laquelle  est 
situé  le  centre  de  la  courbe.  Il  sera  complètement  déterminé 
au  moyen  de  cet  autre  théorème  dû  à  M.  Poncelet  {Méwmre 
sur  rhyperbole  équilatère  j  Ann.  deGergonne,  t.  II). 

«  Si  l'on  mène  quatre  tangentes  à  l'hyperbole  équilatère, 
le  centre  de  la  courbe  sera  situé  sur  la  circonférence  qui 
passe  par  les  trois  points  d'intersection  des  diagonales  du 
quadrilatère  complet,  formé  par  ces  tangentes.  »  Voici,  de 
ce  théorème,  une  démonstration  qui  me  paraît  assez  simple. 

^  V  Si  deux  points  sont  les  milieux  de  deux  cordes  d'une 

^  hyperbole  équilatère,  si  par  chacun  d'eux,  on  mène  une 
parallèle  à  l'autre  corde ,  les  deux  points,  le  point  de  ren- 
contre des  deux  parallèles,  et  le  centre  de  la  courbe  sont 
sur  une  même  circonférence. 

Soient  K,  I  {fig.  84),  les  milieux  respectifs  des  cordes 
AB ,  CD  ;  H  le  point  de  rencontre  des  parallèles.  Pour  que 

f  le  théorème    énoncé   ait    lieu  ,  il  faut ,  et  il  suffit  que 

HK0+HI0=2  droits,  O  est  le  centre  ou  HPX+KOP+ 

i  HQO  4-  lOX  =  2  droits ,  ou  HXP + lOX  =  KOP + HQO  ; 
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t»  qui  est  évident  d'après  cette  propriété  de  Thyperbole 
équilatère»  qae  la  somme  des  angles  que  font  avec  Taxe  des 
JT,  les  deax  diamètres  conjagnés  d'an  même  système  est 
égale  à  un  droit  C). 

2°  Si  deux  points  sont  par  rapport  à  une  hyperbole  équi- 
latère,  les  pôles  respectifs  de  deux  droites  quelconques,  et 
que,  parchacun  d'eux,  on  mène  une  parallèle  à  la  polaire  qui 
correspond  à  l'autre,  les  deux  points,  l'intersection  des  pa- 
rallèles et  le  centre  de  la  courbe  se  trouveront  sur  une  même 
circonférence. 

Car  si,  par  le  pôle,  on  mène  une  corde  parallèle  à  la  po- 
laire ,  elle  est  divisée  par  le  pôle  en  denx  parties  ^ales.  Ce 
théorème  est  donc  une  conséquence  du  précédent.  Gomme 
conséquence  de  cdai-ci,  on  a: 

3''  Lorsque  trois  points  situés  sar  le  plan  d'une  hyperbole 
équilalère,  sont  tels  que  chacun  d'eux  est  le  pôle  de  la  droite 
qui  contient  les  deux  antres,  ces  trois  points  et  le  centre  de 
la  courbe  sont  sar  une  même  circonférence. 

4*  Enfin ,  on  démontre  très-facilement  que,  dans  tout  qua- 
drilatère circonscrit  à  une  section  conique,  les  trois  points 
de  rencontre  des  diagonales  forment  un  triangle  dans  lequel 
chaque  sommet  est  pôle  du  côté  opposé.  Le  théorème  de 
M.  Poncdet  s'en  déduit  immédiatement. 

La  construction  de  l'hyperbole  équilatère  se  trouve  donc 
ramenée ,  ainsi  que  le  problème  précédent,  à  construire  la 
section  conique ,  dont  on  connaît  le  centre  et  quatre  tan- 
gentes. Or  on  sait  que: 

5"*  Dans  tout  quadrilatère  circonscrit  à  une  section  coni- 
que, les  droites  qui  joignent  les  points  de  contact  des  côtés 
opposés  se  coupent  au  point  de  concours  des  diagonales. 


O  Dans  le  cercle  el  Thyperbole  éqailatére ,  deux  systèmes  d'axes  conjagués 
forment  toujours  un  quadrilatère  conrexe  ou  rentrant ,  inscriptible.  Cest  ce  que 
les  équations  de  ces  lignes  montrent  intaititement.  Tm. 
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$*  La  droite  qai  va  da  centre  au  point  de  concours  de 
deux  tangentes,  partage,  en  deux  parties  égales,  la  corde  de 
contact  de  ces  deux  tangentes.  Ainsi ,  menons  les  diagonales 
du  quadrilatère  simple ,  qi^e  nous  savons  être  circonscrit 
à  la  courbe  cherchée.  Joignons  le  centre  avec  les  points  de 
concours  des  côtés  opposés  :  ces  lignes  partageront ,  en  deux 
parties  égales ,  les  cordes  de  contact  des  côtés  opposés  du 
quadrilatère.  Comme  elles  doivent  encore  passer  parle  pdnt 
de  concours  des  diagonales ,  rien  de  plus  facile  que  de  ks 
déterminer  géométriquement. 

Connaissant  le  centre ,  deux  tangentes  et  leurs  points  de 
contact^  on  atout  de  suite  les  directions  des  diamètres  con- 
jugués d*un  même  système ,  dont  les  valeurs  des  sous-tan- 
gentes donneront  les  longueurs.  La  section  conique  sera  dès 
lors  complètement  déterminée. 

Remarque.  Je  viens  de  construire  une  section  conique , 
connaissant  le  centre  et  quatre  tangentes ,  et  cela  suffisait  au 
problème  proposé  i  mais  la  courbe  étant  assez  déterminée  par 
le  centre  et  trois  tangentes,  on  pourrait  demander  de  la 
construire  avec  ces  seules  données. 

Or  1 ,  K,  H  ifig.  86] étant  les  points  de  contact  de  la  sec- 
tion conique  qui  a  son  centre  en  O  avec  les  tangentes  AB,  BC, 
AC, chacune  desdroitesIK,  KH,  IH  devra  être  respectivement 
partagée  en  deux  parties  égales  par  les  droites  BO,  CO,  AO  ; 
de  sorte  que  connaissant,  par  renoncé  du  problème,  le  centre 
O,  les  tangentes  AB,  AC,  BC,  et  par  suite  les  droites  AO, 
BOy  CO,  il  ne  reste  plus  qu'à  construire  un  triangle  qui, 
ayant  ses  trois  sommets  sur  les  trois  tangentes»  ait  chacun 
de  ses  côtés  partagé  respectivement  eu  deux  parties  égales 
par  Tune  des  droites  AO,  BO,  CO  ;  et  comme  on  peut  déter- 
miner d'avance  les  directions  dechacun  de  ces  côtés,  on  n'a 
plus  qu'à  résoudre  ce  problème,  dont  la  solution  géométri- 
que est  connue  :  Inscrire  à  un  triangle  donné ,  un  triangle 
dont  les  côtés  soient  parallèles  à  trois  droites  données. 

ANN.  DB  MATHtM.  1.  ^ 
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2*  cas  •  Quatre  tangentes  pour  la  parabole.  Le  foyer  étant 
donné  par  Tintersection  des  circonférences  circonscrites  au 
triangle  dont  les  trois  c6tés  sont  tangents  à  la  courbe ,  le 
problème  n'oCEre  aucune  difficulté. 

3«  cas  :  Quatre  tangentes  et  un  point  de  contact,  pour  la 
section  conique  en  général. 

Le  tbéorème  5*"  donne  tout  de  suite,  le  point  de  contact  du 
côté  opposé  Dès  lors,  au  mayen  du  théorème  6*,  et  du 
théorème  de  Newton ,  on  aura  tout  de  suite  le  centre.  On 
pourra  même  déterminer  directement  tous  les  points  de  con- 
tact ,  au  moyen  d'un  théorème  donné  par  Brianchon  (dans 
son  mémoire  sur  les  lignes  du  deuxième  ordre). 

ABGD,  étant  un  quadrilatère  circonscrit  à  une  section  co- 
nique ,  et  z  le  point  de  contact  du  côté  AB ,  joignons  z  aux 
points  de  rencontre  des  diagonales  1 ,  G ,  H ,  ces  lignes  en 
coupant  les  autres  côtés  du  quadrilatère ,  donneront  les  au- 
tres points  de  contact  z\  z",  z'". 

i""  cas:  Trois  tangentes  et  un  point  de  contact  pour  l'hy- 
perbole équilatère. 

Le  centre  de  cette  hyperbole  est  sur  une  circonférence 
passant  par  le  point  du  contact,  par  le  milieu  du  côté  sur 
lequel  est  ce  point,  et  par  le  sommet  opposé  à  ce  côté  O. 

Du  théorème  de  Newton',  M.  Gergonne  (Annales,  t.  XI, 
p.  384;,  a  déduit  celui-ci  : 

Lelieu  des  centres  des  sections  coniques  qui,  étant  inscrites 
à  un  triangle,  touchent  constamment  l'un  de  ses  côtés  en  un 
même  point,  est  la  droite  qui  passe  parle  milieu  de  ce  côté,  et 
parle  milieu  de  la  droite  qui  joint  le  sommet  opposé  à  ce  point 
de  c  )ntact.  On  aura  donc  le  centre  de  l'hyperbole,  ce  qui  suffit. 


(*)  Nous  donnerons  prochainement  les  énoncés  par  ordre  systématique  des 
théorèmes  renfermés  dans  les  mémoires  cités.  Cest  un  ensemhle  instructif,  bon 
sujet  d'exereice.  Tm. 
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5*  cas  :  Trois  tangentes  et  uq  point  de  contact  pour  la  pa- 
rabole* 

Ce  dernier  théorème  donne  la  direction  des  diamètres,  les 
points  de  contact  se  trouvent  immédiatement ,  le  problème 
ne  présente  pas  de  difficultés. 

6*  cas  :  Trois  tangentes  et  deux  points  de  contact  pour  une 
section  conique  quelconque  :  ce  dernier  théorème  donne 
encore  ici  le  centre  de  la  courbe. 

7«  cas:  Deux  tangentes  et  deux  points  de  contact  pour  l'hy- 
perbole équilatère  :  comme  conséquence  du  théorème  r,  nous 
avons  : 

7o  Une  hyperbole  équilatère  devant  passer  par  le  point  O, 
et  être  tangente  aux  droites  A  Y ,  AX,  menons  la  droite  CD 
partagée  par  le  point  O  en  deux  parties  égales  j  I ,  K  étant 
les  milieux  respectifs  de  AD  et  de  AG,  le  centre  de  l'hyper- 
bole se  trouvera  sur  le  cerclequi  passe  par  les  points  1  ^  K,  O. 

^  On  sait  encore  que  dans  tout  triangle  rectangle  inscrit 
à  une  hyperbole  équilatère,  la  perpendiculaire  abaissée  du 
sommet  de  l'angle  droit  sur  Thypoténuse  est  tangente  à  la 
courbe. 

Soient  CAY,  GBX,  les  deux  tangentes  à  Thyperbole  équi- 
latère aux  points  A ,  B,  ce  théorème  nous  donne  le  point  D , 
appartenant  encore  à  la  courbe.  Le  centre  de  la  courbe  étant 
dès  lors  déterminé  par  le  théorème  5  et  le  théorème  7,  le 
problème  est  résolu. 

8*"  cas  *  Deux  tangentes  et  deux  points  de  contact  pour  la  pa- 
rabole ;  ce  qui  n'offre  aucune  difficulté.  (Voir  le  mémoire  de 
MM.  Brianchon  et  Poncelet  sur  l'hyperbole  équilatère, 
y4nnale8  de  Gergonne ,  tome  XI ,  p.  205 ,  1821  )  (*). 


(')  Ce  beau  mémoire  renferne  tous  les  Uiéorémes  ci-dessus  démontrés,  et 
aussi  le  théorème  du  cercle  des  neuf  points.  M.  Geste  a  résolu  les  mômes  pro- 
blèmes pour  la  parabole  (Gergonne, t.  VU  1,  p.  36i;.Ces  deux  mémoires  et  celui 
de  M.  Brianchon  ,  contiennent  toutes  les  solutions  désirables  de  ce  genre  de 
questions.  .V.  aussi  p.  68.) 
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DÉMONSTRATION  DU  THÉORÈME  I   (p.  122). 

PA&  M.  ZOVIB  ROUX, 

Élève  da  Collège  de  Marseille. 


Si  deux  triangles  sont  tels  que  les  distances  du  centre  do 
cercle  inscrit  aux  sommets  homologues  sont  proportionnelles, 
ces  deux  triangles  sont  semblables. 

A,  B,  G  étant  les  trois  angles  d'un  triangle,  on  obtient, 
entre  les  sinus  de  ces  trois  angles,  la  formule 

2sin^AsinÎB8inJc-.sin*ÎA— sitf^B— sin'îc— f  =0. 
2         2  2  2  2  2 

Soient  a ,  fr ,  c ,  les  distances  respectires  du  centre  du  cercle 
inscrit  dans  ce  triangle,  aux  sommets  A ,  B,  G.  r  étant  le 
rayon  de  ce  cercle ,  on  a  : 

rs^sm-A,     rs=6sm--B,     r=csinPC. 

Substituant  dans  la  formule ,  les  valeurs  de  ces  sinus ,  on  a 
pour  déterminer  le  rayon  en  fonction  des  distances  données  : 

(1)  ^abcr"—  {a^V+a^c^  +  b^c^r^—a^Vc^  =0 

a\  V^  é  étant  les  trois  distances  homologues  d'un  autre 
triangle  dont  i^  est  le  rayon  du  cercle  inscrit ,  on  aura  pa- 
reillement. 

(2)  2a'6Vr'3— (a'*^'  +  d^iT  +  ^'V')  /^— a'^fr  V  =r  0. 

Si  ces  distances  sont  proportionnelles,  on  aura  par  exemple  : 
a'=am^V  =  bm,d  :=zcni.  Substituant,  l'équation  (2)  de- 
vient 2û&cmV3— (a«fr«4.6V+aV)mV— a'6V/ii«=0,  ^ 

(3)  2abc  ^.  —  (a'6'+ aV  -{-iV*)  —^  —  a'b'e*  =  0. 
Comparant  (1)  et  (3),  évidemment  r^=imr.  On  décomposer» 
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prouvé,  si  je  fais  voir  que  le  coefficient  de  x  dans  Féquation 
de  cette  droite  est 

b'x 

Je  prolonge  la  perpendiculaire  A  P  d'une  longueur  égale  Je 

joins  FQ.  Celte  ligne  sera  parallèle  à  AB.  si  celle-là  est 

perpendicnlaireà  la  tangente  ;  il  s'ensuit  que  AB  le  sera  à  la 

normale.  Nous  savons  que  les  équalions  des  deiix  diamètres 

conjugués  égaux  sont 

b  b 

Par  conséquent  celles  des  deux  peqiendicalaires  AP  et  AQ. 
seront 

y—y  =  -~  [Jc-x") ,    j'  — y  =  ^  (X  -  xf). 

Cherchons  les  coordonnées  des  points  d'intersection  de  ce» 
deux  droites  avec  les  diamètres  égaux  ;  on  trouvera  facile- 
ment les  résultats  suivants. 

!a(by' -\- ax') 
^~     a'+b'      ' 
_b{by+aa/) 
>   ^~      a-+b'      ' 
!_  a  {aaf—  by) 
•^ a'+ft'      ' 
_bjfiy-a^ 
a  -j-o 
Désignons  par  (a ,  f>)  les  coordonnées  du  point  F,  en  s'ap- 
puyant  sur  ce  que  le  point  A  est  le  milieu  de  PF,  on  trouve 
(      _  a  V  +  26  V  —  aby 

\  « ^rr^ï > 

Pour  le  point  F    <         ^  %  f  \  u%  t       l  ' 
{    P-  a'  +  b' 

Le  coefficient  dex  dans  Téquation  de  la  droite  FQ  étant  égal 
à  la  différence  des  ordonnées  de  ces  deux  points  divisés  par 
la  différence  de  leurs  abscisses ,  sera 

26V       b'x'  • 
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Nous  voyons  donc  d'après  cela  que  la  droite  VQ  esl  perpen- 
diculaire à  la  tangente,  et  par  suite  AB  est  normale. 

C.Q.F.D. 

Le  raisonnement  que  nous  venons  de  faire,  étant  tolale- 
ment  indépendant  de  ce  que  le  point  A  est  sur  Tellipse,  il 
s'ensuit  que  la  proposition  a  encore  lieu .  pourvu  que  ce 
point  se  trouve  sur  le  plan  de  la  courbe. 

Observation.  Nous  recevons  d'un  élève  du  môme  collège , 
une  solution  du  problème  3  (p.  12-2\  elle  est  bien  raisonnée; 
mais  répond  à  une  question  qui  n'est  pas  celle  qu'on  a  pro- 
posée. 


ANALYSES  D'OUVRAGES. 

Éléments  de  Géométrie.far  EcgéneLioniskt,  agrégé  de  l'Uni- 
versité,  professeur  de  mathématiques  au  collège  royal  de 
Louis-le-Grand  (*). 

Nous  parlerons  d'abord  du  plan  de  Touvrage ,  clairement 
indiqué  par  ce  tableau  placé  tout  au  commencement  : 


DIVISION  DE  L'OUVRAGE, 
Première  partie. 

Géométrie  plane. 

Principes. 

Livre  I.  La  ligne  droite. 

Livre  II.  La  ligne  brisée  et  ta  polygones. 

Livre  111.  La  circonférence  et  le  cercle. 

Livre  IV.  Les  polygones  semblables 

et  la  mesure  des  angles. 

Livre  V.  La  mesure  des  polygones. 

Livre  VI.  Les  polygones  réguliers 

et  la  mesure  du  cercle. 


Benxième  partie. 

Géométrie  de  l'espace. 

Principes. 

Livre  I.  Le  plan. 

Livre  II.  Us  angles  solides  et  Us 

polyèdres. 

Livre  IH.  Les  trois  corps  ronds. 

Livre  IV.  Les  polyèdres  semblables  et  la 

mesuré  des  angles. 

Livre  V.  La  mesure  des  polyèdres. 

Livre  VI.  Les  polyèdres  réguliers  et  la 

mesure  des  trois  corps  ronds. 

L'analogie  observée  ici ,  autant  qu'il  est  possible,  entrela 


(*)  Chez  Desobry  et  Hode/etne, libraires,  rue  des  Maçons-Sorbonne,  n'>  i, Paris. 
Six  livraisons  lithograpbiées  avec  les  figures  dans  \e  teiie. 
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géométrie  plane  et  celle  de  l'espace ,  par  la  correspondaDce 
des  livres  et  des  matières  traitées  ;  la  subdivision ,  à  la  fois 
naturelle  et  méthodique,  de  chacune  des  deux  parties,  té- 
moignent du  soin  que  Tauteur  a  mis  à  faciliter  Tétude  de  la 
géométrie  9  par  Tordre  et  le  rapprochement  des  idées. 

Le  premier  livre  est  précédé  d'une  exposition  complète  des 
principes  :  dé/inUions,  axiomesj  demandes:  qui  doivent  servir 
de  base  aux  démonstrations.  —  Distinguer  nettement  ce  que 
Von  admet  j  de  ce  qu'on  veut  établir,  est  sans  doute  la  première 
règle  à  suivre  pour  la  précision  et  la  clarté  du  raisonnement. 
Si  cette  règle ,  circonscrite  dans  de  justes  limites,  est  incon- 
testable pour  tous  ceux  qui  ont  une  idée  exacte  de  l'objet 
d'une  démonstration ,  il  faut  approuver  l'auteur  de  Tavoir 
strictement  observée. 

M.  Lionnei  est  partisan  des  démonstrations  rigoureuses. 
G*est  un  point  sur  lequel  nous  sommes  entièrement  d*acoord 
avec  lui. 

On  a  dit  qu'une  extrême  rigueur  a  de  graves  inconvé- 
nients ;  qu'elle  rend  les  démonstrations  difficiles ,  retarde  les 
progrès  des  élèves,  s'oppose  à  l'avancement  des  sciences  : 
nous  croyons  précisément  le  contraire ,  car  il  nous  semble 
que  le  moyen  le  plus  certain  d'arriver  à  l'évidence  est  d'être 
complètement  rigoureux.  En  mathématiques ,  comme  dans 
tout  le  reste ,  les  raisonnements  les  plus  difficiles  à  suivre , 
sont  les  mauvais  raisonnements 

Mais  il  faut  voir  la  rigueur  où  elle  est  réellement;  il  faut 
ne  pas  confondre  avec  les  préceptes  d'une  logique  sévère 
des  règles  qui  n'ont  aucun  caractère  sérieux.  En  admettant 
donc  tous  les  avantages  de  la  rigueur  géométrique ,  il  res- 
terait à  examiner  si  elle  aurait  à  perdre  dans  la  suppres- 
sion   de  quelques  Axiomes  (*],    Demandes,  Démonstra- 

(*)  L'auteur  n'a  pat  rois  au  nombre  de  ses  axiomes  :  U  iout$9tplu$  grand  qvt» 
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tîons  du  livre  que  nous  analysons  f  mais  l'auteur  doit ,  dan» 
ane  introdudion  à  son  ouvrage,  développer  ses  idées  à  cet 
égard,  et  c'est  pour  nous  un  motif  sidBsaut  de  remettre  à 
an  autre  article  l'examen  dont  il  s'agit. 

Les  définitions ,  placées  au  commencement  de  chaque  livre, 
sont  exprimées  en  termes  dairs  et  parfaitement  connus.  La 
ligne  droite  n'a  pas  été  définie ,  et  c'est  ce  que  nous  préférons 
encore  à  la  définition  qu'on  en  donne  ordinairement  (**).La 
propriété  caractéristiqae,  essentielle  de  la  ligne  droite,  est 
celle  que  Tauteur  énonce  dans  sa  troisième  Demande;  pro- 
priété tellement  essentielle ,  que  si  l'on  diflière  à  la  mention- 
ner, OD  court  le  danger  d'être  inintelligible  et  d'entrer  en 
matières  par  uncercle  vicieux. 

Le  premier  livre  contient  les  propositions  relatives  à  la 
situation  des  droites.  La  théorie  des  parallèles ,  présentée 
avec  beaucoup  d'ordre,  s'appuie  sur  une  Demande  qui  revient 
à  celle-ci  :  par  un  points  on  ne  peut  mener  qu'une  seule  pa- 
rallêle  é  une  droite*  Toutefois,  les  propositions  qui  peuvent 
être  établies  sans  le  secours  d'une  demande,  ont  d'abord  été 
exposées  9  et  la  demande  est  seulement  énoncée  lorsqu'elle 
devient  nécessaire  à  la  théorie. 

L'auteur  a  fait,  avec  raison  ,  disparaître  des  premiers  élé- 
ments d'une  science  où  l'on  doit  rechercher  à  la  fois  l'exac- 


ia partie;  el  cerlas,  noas  sommes  loin  de  croire  que  ses  démonstrations  s'en 
soient  troaTées  affaiblies.  Ce  singulier  Axiome  énoncé  d'abord  par  Euelide,  a  été 
reproduit  par  Thowtoi  Simpton  qui  l'a  accompagné  de  celui-ci  :  le  tout  ettigal 
d  Sa  9omm^  de  tet  parUet;  tous  deux ,  adoptés  par  Legendre,  ont  facilement 
passé  dans  la  plupart  des  traités  de  géométrie  qui,  depuis,  ont  été  publiés. 
M.  lÀonnei  n'a  pas  jugé  utile  de  dire  :  il  est  évident  que  le  plus  grand  e$i  plut 
gramd  gue  U  plut  petit. 

(**)  Les  anciens  géomètres  n'ont  jamais  défini  la  ligne  droite  :  le  plut  court 
eMeminiFun  point  d  un  autre.  Euelide  la  définit  autrement;  Arehimède  n'en 
donne  aucaoe  définition.  Dans  son  livre  de  la  Sphère  et  du  Cylindre,  il  dit:  je 
prends  poorprtnetpe  la  proposition  suivante  .-la  ligne  droite  esila  plus  courte  de 
looias  celles  qui  ont  les  mêmes  extrémités. 
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titude  et  la  clarté ,  celle  préteodue  démoiistratioD  fondée  sur 
la  comparaison  d'élendaes  indéfinies,  formées  d'angles  et  de 
zones.  En  confondaiit  ainsi  les  notions  d'aire  et  de  snrfaces 
non  fermées,  on  établit  une  fausse  synonymie,  propre  à  égarer 
l'esprit  des  commençants.  Moos  n'aurions  pas  eu  à  distinguer 
ici  cette  démonstration  de  plusieurs  autres  relatives  au  même 
objet  et  qui  ne  valent  pas  mieux ,  sans  la  persévérante  assis- 
tance que  lui  donne ,  encore  aujourd'hui ,  l'enseignement  de 
quelques  collèges. 

Le  second  livre  a  pour  objet  principal  l'égalité  des  poly- 
gones et  la  détermination  de  la  somme  de  leurs  angles.  On  y 
trouve  aussi  quelques  propositions  sur  l'inégalité  des  côtés 
des  triangles,  conduisant  aux  premières  notions  des  lieux 
géométriques.  Ces  différents  théorèmes  sont  bien  énoncés  et 
démontrés  d'une  manière  très-simple.  Mous  approuverions 
tout  ce  qui  resterait  dans  c^  livre ,  si  l'on  supprimait  la  Pro- 
position 28,  et  les  trois  premières  relatives  à  la  convexité 
des  polygones. 

Dans  le  troisième  livre ,  consacré  à  la  circonférence  et  au 
cercle ,  on  trouve  les  premières  propositions  sur  la  situation 
relative  d'une  circonférence  etd'une  droite  ^  et  de  deux  cir- 
conférences; les  relations  de  grandeur  des  angles  inscrits ,  ou 
formés  par  une  tangente  et  une  corde ,  et  de  langle  au  centre 
correspondant  au  même  arc  ;  des  théorèmes  sur  Tégalité  et 
Tinégalité  des  cordes;  et  enfin,  28  problèmes  qui  se  rappor- 
tent aux  trois  premiers  livres  du  traité. 

La  plupart  des  théorèmes  démontrés  dans  ce  livre  sont 
d'un*;  utilitéincontestablcf  quelques- uns,  cependant,  pour- 
raient être  supprimés,  et,  parmi  ces  derniers,  nous  com- 
prendrons le  théorème  3  -.  «  Detix  circonférences  concentrt^ 
queSy  qui  ont  le  même  rayon ^  coïncident  dans  toute  leur  éten- 
due et  ne  forment  qu'une  seule  et  même  circonférence.  »  On  ne 
voit  pas  pourquoi  un  semblable  théorème  serait  préféré  à 
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une  foule  d'autres  du  même  genre  et  dont  l'eiactilude  n'est  pas 
jAus  évidente. 

Le  livre  lY  traite  de  la  similitude  des  polygones  et  de  la 
mesure  des  angles.  L'auteur  a  conservé  la  déGnition  des  po- 
lygones semblables ,  donnée  par  Euclide^  et  adoptée  par  Tho- 
mas Simpson  et  Legendre;  il  démontre,  Proposition  XV ,  que 
Ton  peut  œnstruire  des  polygones  semblables  à  un  polygone 
donné.  On  a  reproché  à  cette  définition  de  la  similitude,  de 
comprendre  un  trop  grand  nombre  de  conditions  ;  l'objection 
ne  nous  semble  pas  prise  dans  une  notion  exacte  du  véritable 
objet  des  définitions  C)  ;  elle  ne  peut  être  fondée  pour  ceux 
qui  ne  reconnaissent  dans  les  définitions  données  en  géomé- 
trie ,  qu'une  simple  imposition  de  nom  à  des  choses  claire- 
ment désignées  (**). 

Au  reste,  les  partisans  absolus  du  nombre  précis  des  con- 
ditions suffisantes  ne  peuvent  être  admis  à  changer  une 
définition  seulement  :  il  faut  encore  qu'ils  arrangent  selon 
leur  système ,  qu'ils  altèrent  d'autres  définitions  consacrées 
par  l'usage.  Pour  être  conséquents ,  ils  ne  peuvent  plus  dire: 
le  carré  est  un  quadrilatère  qui  a  ses  angles  droits  et  ses  côtés 
égaux;  le  même  motif  doit  les  conduire  à  épurer  les  défini- 
tions des  polygones  équiangles,  des  polygones  réguliers,  car 
elles  renferment  aussi  un  trop  grand  nombre  de  conditions. 


(')  M  Les  géomélres  et  tous  ceux  qui  agissent  méthodiquement,  n'imposenldes 
»  noms  aux  choses  que  pour  abréger  le  discours ,  et  non  pour  diminuer  ou 
»  changer  l'idée  des  choses  dont  ils  discourent  ;  et  ils  prétendent  que  l'esprit 
N  supplée  toujours  la  définition  entière  aux  termes  courts  qu'ils  n'emploient  que 
n  pour  éviter  la  confusion  que  la  multitude  des  paroles  apporte.  »  (  Pascal  y  Li- 
vre des  Pensées.) 

(**)  «  Les  définitions  des  mathématiciens,  regardées  comme  définitions  de  nom, 
»  sont  absolument  arbitraires ^  c'est-à-dire  qu'on  peut  donner  aux  objets  des 
»  mathématiques,  tel  nom,  et  aux  mots  tel  sens  qu'on  veut.  Cependant  il  faut, 
»  autant  qu'il  est  possible,  se  conformer  à  l'usage  de  la  langue  et  des  savants  :  il 
»  serait  ridicule ,  par  exemple,  de  définir  le  triangle  une  figure  ronde,  quoiqu'on 
n  pût  faire,  à  la  rigueur,  des  éléments  de  géométrie  exacts  (  mais  ridicules),  en 
*  appelant  triangle  ce  qu'on  appelle  ordinairement  cercle.  »  D'Àhmbert.  Ency- 
clopédie méthodique.) 
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La  théorie  des  lignes  proportionnelles  précède,  dans  Fou- 
yrage,  la  mesure  des  surfaces  ;  cette  disposition  présente  un 
avantage  réel.— Les  démonstrations  relatives  à  l'égalité  des 
rapports  incommensurables,  sont  exposées  avec  tous  les 
détails  nécessaires  à  la  clarlé  ;  des  notions  plus  étendues  sur 
ce  sujet  n'auraient  pas  été  à  leur  place  dans  un  traité  de 
Géométrie. —  La  mesure  des  angles  par  des  arcs  de  cercle, 
est  établie  avec  précision. — Le  livre  lY  est  terminé  par  des 
problèmes  bien  choisis. 

Les  propositions  principales  des  deux  derniers  livres,  con- 
cernent la  mesure  des  polygones  et  du  cercle,  et  les  rap- 
ports des  contours  des  figures  semblables. 

L'auteur  a  placé  au  nombre  des  notions  primitives ,  indé- 
finissables ,  l'égalité  d'étendue  des  figures  de  formes  quel- 
conques; et,  cela  admis,  il  définit  la  longueur  d'une  ligne, 
U  rapport  de  son  étendue  à  celle  de  l'unité  linéaire;  et  pareil- 
lement l'aire  d'une  surface,  le  rapport  de  son  étendue  à  celle 
de  Funité  êuperficielle. 

On  trouve  à  la  fin  de  chacun  de  ces  livres,  des  problèmes 
qui  servent  de  complément  à  la  théorie.  Le  dernier  problème 
du  sixième  livre,  a  pour  objet  de  déterminer  une  valeur 
approchée  du  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre.  La 
solution  adoptée  par  l'auteur  est  indépendante  de  la  mesure 
des  surfaces  -,  elle  dérive  simplement  des  relations  de  gran- 
deur précédemment  établies  entre  les  périmètres  des  poly- 
gones inscrits,  et  circonscrits  au  cercle. 

Nous  ne  donnerons  pas  une  analyse  détaillée  des  six  livres 
de  la  seconde  partie;  il  serait  difficile  de  le  faire,  sans  re- 
produire la  plupart  des  observations  déjà  consignées  dans 
cet  article.  Car,  ce  qui  distingue  surtout  le  plan  de  l'ouvrage, 
c'est  raualogie  constamment  observée,  entre  la  géométrie 
plane  et  celle  de  l'espace  ;  elle  se  trouve  d'abord  indiquée 
par  les  titres  des  livres ,  et  par  la  disposition  des  théorèmes 
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qu'ils  renfermeDt  ;  et ,  autant  que  possible,  elle  a  été  suivie 
dans  les  définitions ,  et  dans  les  démonstrations  des^théorè- 
mes.  L'analogie  a  conduit  l'auteur  aux  .définitions  qu'il 
donne  de  l'angle  dièdre,  de  l'angle  solide,  et  des  polyèdres 
semblables.  Toutes  les  objections  qu'on  opposerait  à  ces 
définitions,  toutes  les  subtilités  que  l'on  imaginerait  à  leur 
égard ,  ne  peuvent  rien  contre  le  principe  qui  les  a  dictées. 
Seulement  y  après  avoir  défini  les  polyèdres  semblables,  de» 
polyèdres  qui  ont  les  angles  dièdres  égaux  ch€unin  à  chacun , 
et  situés  dans  le  même  ordre ,  et  les  faces  homologues  sem- 
blables; il  eût,  peut-être,  été  convenable  d'ajouter  que  les 
polyèdres  dont  les  faces  sont  semblables ,  ont  nécessairement 
leurs  angles  solides  égaux  ou  symétriques  f  ]. 

L'ordre  suivi  dans  cette  seconde  partie  de  l'ouvrage,  a 
plus  d'une  fois  servi  à  simplifier  les  raisonnements ,  et  encore 
à  éviter  la  complication  des  figures.  Nous  citerons ,  comme 
exemple ,  la  disposition  des  théorèmes  qui  se  rapportent  à  la 
mesure  des  prismes. — Aucune  observation  utile  n'a  été  né- 
gligée ;  pour  s'en  convaincre  il  suffit  de  lire  la  remarque  â 
sur  la  définition  38  du  livre  intitulé  :  Les  angles  solides  et  les 
polyèdres.  L'objet  de  cette  remarque  est  de  prouver  que  si 
un  angle  solide  est  convexe,  il  est  toujours  possible  de  con- 
duire un  plan  qui  rencontre  à  la  fois  toutes  les  arêtes,  sans 
passer  par  le  sommet. 

La  théorie  des  figures  symétriques  a  été  présentée  d'une 
manière  complète.  L'auteur  a  successivement  considéré  la 
symétrie  par  rapport  k  un  poiot ,  à  une  ligne ,  et  à  un  plan. 
Cette  théorie  est  une  des  plus  importantes  de  la  géométrie 
élémentaire;  les  propositions  qui  la  concernent  méritent 
d'être  remarquées. 


{*)  La  démonstralioii  de  ce  théorème  a  été  donnée  par  M.  Gaachj  ,  dans  le 
!«•  cahier  do  Journal  dêVScoiB  polytechnique. 
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Enfin,  les  démonstrations  indirectes,  dont  le  caractère  est 
de  convaincre  sans  éclairer,  ont  été  évitées  lorsqu'il  a  été 
possible  de  déduire  de  la  notion  même  de  Tobjel  considéré 
les  propriétés  qu'il  s'agis»ait  d'établir. 

En  écartant  de  notre  rapport  les  questions  de  métapbysi- 
sique,  dont  la  solution  n'est  pas  encore  assez  éclaircie  pour 
qu'il  ne  soit  plus  permis  d'avoir  à  leur  égard  des  opinioie 
différentes,  nous  dirons  que  les  éléments  de  géométrie  de 
M.  Lionnet  nous  ont  semblé  remplir  les  conditions  les  pi» 
utiles  des  ouvrages  de  ce  genre ,  en  réunissant  l'ordre  à  b 
rigueur  et  à  la  clarté.  Si  quelques  améliorations  sont  encore 
à  désirer,  on  peut  les  attendre  de  Fauteur.  G. 


Études  sur  les  propriétés  de  quelques  fonctions  et  sur  la  repré- 
sentation des  racines  des  équations ,  par  des  intersections  de 
courbes;  par  M.  Prodbbt  (E),  licencié  es  sciences  mathé- 
matiques ;  24  pages,  lithog. ,  juillet  1842. 

Moivre ( Abraham)  (*),  géomètre  français,  forcé  en  1685 
par  la  révocation  de  l'édit  de  Nantes,  de  chercher  uo 
refuge  en  Angleterre ,  est  le  premier  qui  nous  ail  appris 
qu'une  équation  trinôme  de  li  forme  Ax'*H-  Ba:*-|-C=0, 
est  décomposable  en  m  facteurs  réels  trigonométriqnes  do 
second  degré.  C'est  une  conséquence  du  théorème  qui  porte 
son  nom,  et  qui  est  une  généralisation  de  celui  de  Côtes  (^*s 


(i  )  Moivre  (Abraham  de) ,  né  à  Vitr y-sur-Marne  en  1M7  ;  mon  en  1754.  Son 
ihéorème  est  énoncé  sans  démonsiration  dans  son  ouvrage:  MitcêUmua mmalf- 
iiea  de  geriebut  et  quadraluri$.  Lond.  1734 ,  in-4. 

(2)  Cdtes  (Roger),  né  en  Angleterre  en  1682;  mort  en  1T16.  Son  ibéorène  m 
énoncé  sans  démonstration  dans  l'ouvrage  posthume  zHarmonia  menturw^tm 
iive  Analytii  et  Synthetit  per  rationum  et  angularum  menturtu  promolm. 
Cambrige.  1722,  in-4  (édité  par  Robert  Smith).  Cet  ouvrage  a  été  paraphrase  en 
français^parWalmsIey (Charles) «bénédictin  anglais,  sous  le  litre:  TAnalyse 
des  mesures,  des  rapports  et  des  angles,  ou  réduction  des  intégrations  aui 
logarithmes  et  aux  arcs  de  cercle.  Paris,  in-4.  I747. 
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relatif  aaiL  équations  biDÔmes  j:'"'+^=0  ;  sa  proposition  est- 
elle  vraie  pour  des  équations  de  degré  pair  d'une  forme 
quelœnque?  Les  géomètres  se  sont  longtemps  occupés  de 
cette  question ,  que  Tillustre  Gauss  est  parvenu  à  résoudre 
d'une  manière  satisfaisante.  Mais  d'Alembert  le  premier 
a  proposé  une  solution  qui  contient  la  base  de  tout  ce  qu'on 
a  fait  depuis  (voir  l'Histoire  de  l'Académie  de  Berlin,  1746, 
p.  182 ,  et  aussi  le  traité  de  Calcul  intégral  de  Bougainville, 
1754,  tome  I ,  p.  47  ;  ouvrage  toujours  très-recoramanda- 
Me).  L'illustre  philosophe  suppose  que  le  dernier  terme  de 
l'équation  en  x  soit  une  variable  y^  alors  l'équation  de- 
vient celle  d'une  courbe  ;  il  remplace  x  par/?-(-^V/ — 1 ,  ce 
qui  donne  deux  équations  en^,  /?,  ^  ;  il  en  déduit  par  Téli- 
mination  deux  autres ,  l'une  en  ^ ,  /? ,  et  l'autre  en  ^,  q;  et 
il  cherche  à  prouver  par  des  considérations  géométrico-infi- 
nitésimales,  que  quelle  que  soit  la  valeur  de^, on  trouvera 
pour  p  eiq  des  valeurs  réelles. 

Trois  années  après,  Euler  aborda  le  même  sujet  (dans  les 
Mémoires  de  la  même  Académie,  1749, p.  223,  imprimés  en 
1751).  Il  propose  deux  moyens  :  le  premier  consiste  à  prou- 
ver que  tout  polynôme  de  degré  2^t ,  m  étant  une  puissance 
de  2 ,  et  dont  le  second  terme  est  nul ,  peut  se  décomposer 
en  deux  facteurs  réels  du  degré  m  ;  en  effet,  soit  le  poly- 
nôme j:'*+A,x'*""'-t-...A,m=X,  prenant  les  deux  facteurs 

Jc'^+^x'^'-^cr^x'^*-^-.,..  on, 

Ces  deux  facteurs  contiennent  2m  —  1  coefficients  ;  la  com- 
paraison avec  le  polynôme  fournit  autant  d'équations  ;  Eu- 
ler avance  que  tous  les  coefficients  «,,  a^^,,.  p,,  fj,  etc., 
peuvent  s'exprimer  rationnellement  en  fonction  de  «  [voy, 
p.  331).  Mais  a  étant  la  somme  de  m  racines  ,  l'équation  en 
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K  sera  da  degré -— ; ,  nombre  essentiellement 

1.2.3. ../n 

impairement  pair. 

Car ,  m  étant  une  puissance  de  2 ,  le  dénominateur  ne  con- 
tient qoe  le  factear  pair  2"*"*,  et  le  namératear,  le  factear 
pair  2/n  ;  de  pins ,  cette  éqaation  n'a  pas  de  termes  de  degré 
impair;  car  si  p  est  la  somme  de  m  racines,  — p  sera  la 
somme  des  m  antres  racines  ;  donc  Téqaation  en  a  étant  for- 
mée' par  nn  nombre  impair  de  factears  de  la  forme  a* — p* 
le  dernier  terme  est  négatif  $  a  $  donc  an  moins  deax  valears 
réelles  dont  l'nne  positive;  par  conséquent  les  coelBcienta  op., 
9,,...  |3a,  ^j,...  sont  aossi  réels  ;  donc  la  décomposition  en 
deux  facteurs  du  degré  m  existe  ;  or  m  étant  une  puissance 
de  2 ,  peut  encore  se  décomposer  en  deax  factears  de  degré 

^  et  ainsi  de  suite  ;  si  le  degré  du  polynôme  n'est  pas  une 

puissance  paire  de  2 ,  on  le  rendra  tel ,  en  le  multipliant  par 
un  polynôme  à  facteurs  premiers  rationnels  ;  soit  P  ce  poly- 
nôme et  X  le  polynôme  donné  ;  PX  est  décomposable  en 
facteurs  réels  du  second  dc^ré ,  donc  X  est  aussi  décompo- 
sable en  facteurs  réels  de  ce  degré. 

2.  Comment  démontrer  en  général  la  réalitéde;»?  C'est  ane 
objection  grave  que  Foncenex  (*)  a  faite  contre  la  démons- 
tration d'Ealer.  Il  en  a  substitué  une  autre  dans  les 
Miscellanea  phys.  mathetn.^  Taurin,  tome  1,  1759;  dé- 
monstration modifiée  par  Laplace,  et  que  M.  Lacroix  a 
insérée  dans  sou  excellent  complément  d* Algèbre.  Lagrange 
a  complété  cette  théorie  d'Euler  dans  les  Mémoires  de  Berlin 
de  1772,  et  dans  la  Résol.  des  E.  num.,  note  IX,  14. 

3.  Enfin,  en  1799,  Charles  Frédéric  Gauss  fit  son  appari- 


(1)  Foncenex  (François  Daviel  de) ,  né  à  Thonon  (Savoie)  en  t774  ;  mort  à  Casai 
en  1190.  On  croit  que  les  principaux  travaux  mathématiques  de  cet  auteur  sont 
dus  en  grande  partie  à  l'illustre  Lagrange,  son  compatriote.  Voir  la  biographie 
universelle,  art.  Foncenet. 
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tioo  par  cette  dissertation  capitale  deveDue  extrémemenl  rare  -. 
Demonsitaito  nova  Theoremaiis  omnem  fmetionem  algebfci' 
eam  raHanalen^  integram  uniuê  variabilii  in  factorei.  reaks 
primivel  seeundi  gradui  re$olvi  posse.  Helmstadt,  in-4''  de 
40  pages,  me  planche.  L'antenr  fait  one  revoe  aritiqoe  ex-^ 
trémement  lominense  de  tontes  les  démonstrations  qui  ont 
précédé  la  sienne  et  en  fait  ressortir  les  défauts  ;  ainsi  d*A-* 
lenriiert  suppose  la  possibilité  d'un  développement  en  séries, 
ensuite  la  convergence  de  ces  séries,  dem  assertions  nulle- 
ment prouvées  ;  ensuite  la  transition  de  rinfiniment  petit  au 
fini,  laisse  aussi  subsister  quelques  nuages.  Euler  suppose 
que  le  second  terme  manquant,  la  somme  des  2m  racines  est 
nuOe;  mais  quel  sens  attacher  à  l'expression  somme  des  ra- 
cmes,  quand  la  possibilité  de  Texistence  d'une  racine  est 
encore  un  sujet  de  doute  ;  et  qui  sait  s'il  y  a  précisément  2/n 
radnes?  Lagrange  ne  fait  pas  disparaître  cette  difficulté ,  la 
méthode  est  de  plus  sujette  à  des  embarras  d'éMmination  > 
qui  jettent  des  doutes  sur  le  résultat  final. 
4.  M.  Gauss  établit  sa  propre  théorie  sur  ces  deux  lemmes. 
Lemme  1.  m  étant  un  nombre  entier  positif  quelconque, 
la  fonction  siuf .  x^ — sin  m^.r^^^'o: +  sin  (m,  —  1)  f.r^,  est 
toujours  divisible  par  le  trinùme  x* — âcosf. nr-f-r'. 

Démansi.  H  soS&i  d'effectuer  la  division  ;  les  deux  premiers 
termes  du  quotient  mettent  en  évidence  la  loi  des  termes  du 
quotient ,  la  loi  des  restes  et  la  vérité  du  lenune.  Si  m=l ,  la 
fonction  devenant  nulle  est  divisible  par  un  facteur  quel- 
conque. 

Lemme  2.  Si  la  quantité  r  et  Tangle  ^  satisfont  à  ces  deux 
équations: 
^COSmf+Ar'^COS(/i»--l>p+Br*^COs(/w--2)9-}.. .  .Kr*cOB2ff+ 

-f4rcQS?+M  =  0,       (U), 
r^sînmf-f-A/'^sinCm— 1  jç+Br'^^^'sinCi»— 2)54-, .  .K'^nSf-f 

+4r8in<p=0,  (T), 

Ann.  db  Matb&m.  I.  29 
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Alors  la  fonctioD 

X=x-+A:c— ■+Er*^+ Kx>+4x+M, 

sera  diyirible  par  le  trinôme  j:*— 2  cos «p.  rj:-|-'^  i  pourra 
que  rmff  oe  soit  pas  nul. 

Démoruiratian,  Chacune  des  qpiantités  suÎYantes 

iinfrj:**    —        slnm^r^x         -^sinim — l)^r*^, 
Asto?rx*-'— A8in(m  —  1)  çi^'j:+ Asin  (m  — 2)  ?r-, 
Blùltrx"*-*— Asin  (m— 2)  ffr'^x+A  stn  (m— ♦)çr"^', 
etc.... 
KAifrx*—       Ksin2fr^a:  +Ksinrr'9 

Lsin^rx —        Ltàtkfrx  +0, 

Mglnçr—  0  -|-M8in(— f)r, 

est  difisflile ,  d'après  le  lemme  précèdent,  par  x* — 2  coa.  f. 
rx+r^;  donc  la  somme  de  ces.qaantitès  est  aussi  divisible 
par  ce  trinôme-,  or,  la  première  cdonne  verticale  est 
rsin^.  X  ;  la  seconde  colonne  est  xT ,  et  la  troisième  colonne 
=  r(Usinf— Tcosf);  donc, etc. 

Si  r=o  ;  alors  M:^0,  et  X  est  divisible  par  x;  si  sin^ sO, 
alors  co87=:±:l  ;  cos  2  r=+^  î  <^^  3  ^asdbl ,  et  généralement 
cosnf =cos*f  ;  à  canse  de  ^'équation  (U),  X  devient  donc 
nnlenfesantxsscosf;  Xest  donc  divisible  par x —  cos  5»; 
doncengènéral  Xest  divisible  par  x—rcosf  lorsque  rsin^p=0; 
il  est  évident  d'ailleurs ,  en  remplaçant  les  sinus  des  arcs  mul- 
tiples par  des  puissances ,  que  T  est  divisible  par  r  sin  v* 

5.  L'auleor  considère  ensuite  les  U  et  T  comme  Içs  équa- 
tions polaires  de  deux  courbes,  évidemment  algébriques ,  et 
si  Ton  remplace  rsiuf  par^  et  r,  cos  cp  par  x,  on  a  les  équa- 
tions en  coordonnées  rectangulaires ,  chacune  du  degré  n  ; 
mais  l'équation  T  se  décompose  en  une  droite^ =0  axe  des 
X  et  une  ligne  du  degré  m — 1  ;  posant  sin  i7tQp=0,  on  obtient 
m  droites  passant  par  l'origine  et  rencontrant  la  ligne  T  à 
rin6ni  ;  donc  cette  ligne  est  formée  de  2  m  branches  infioies  ; 
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l'axe  polaire  est  aue  de  ces  droites^  b  seconde  droite  fait  avec 

180^  180* 

cet  axe  an  angle  de  — ;  la  troisième  an  angle  de  2  .  — , 

m  m 

180* 

la  quatrième  de  — et  ainsidesaite. 

m 

Posant  cosmf=0,  c'est  le  système  de  m  droites  passant 

par  Torigine  et  faisant  saccessivement  avec  Taxe  des  angles 

.    90û    '3.90*    5.90*     ^         ^  .      4  ,  u    TT  X 

de  — ,  , ,  etc.  9  et  rencontrant  la  courbe  U  à 

m        m  m 

l'infini  ;  elle  est  donc  aussi  composée  de  2  m  branches  infinies. 
Ainsi ,  un  cerde  de  rajon  infini ,  ayant  son  centre  à  l'ori- 
gine ,  rencontre  les  deux  courbes ,  cliacune  en  2  m*  points  se 
succédant  de  telle  sorte  que  chaque  point  dlntersection  d'une 
courbe  se  trouve  toujours  entre  deux  points  d'intersection 
consécutifs  d'une  autre  courbe. 

De  cette  disposition  géométrique,  Ton  oondut  avec  éyi- 
dence  que  les  deux  courbes  U  et  T  se  rencontrent  en  m  points; 
et  par  conséquent  r  et  f  sont  réels,  et  la  fonction  X  est  dé- 
composableen  facteurs  trinômesde  laforme  x'— 2j:roosH-'^9 
ou  en  d'autres  termes  cette  fonction  a  toiqours  des  racines 
binômes  de  la  forme  a-^b  (/— 1 . 

6.  L'iUustre  géomètre  démontre  de  plus,  par  des  ccm- 
sidérations  très  -  simples ,  très  -  ingénieuses ,  que  ces  points 
d'into'section  ne  surpassent  pas  le  nombre  m ,  et  qu'on 
peut  assigner  le  nombre  de  points  d'intersection  qui  tom- 
bent dans  l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon  fini ,  ayant  le  pôle 
pour  centre.  M.  Gauchy  a  depuis  généralisé  ce  théorème 
en  remplaçant  le  cercle  par  une  courbe  quelconque  (*}  j 
l'auteur  après  avoir  énoncé  seulement  d'autres  propriétés 
de  ces  courbes,  parexemple,  qu'elles  se  coupent  mutudle- 
ment  à  angles  droits,  et  que  si  plusieurs  branches  d'une  de 
ces  courbes  passent  par  le  même  point ,  il  y  aura  un  nombre 

(*)  Liouvllle,  JourntI,  t.  3  ,  18S7. 
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égal  ilr,  Ijppfhn  de  Taatre  ooarbe  ^oi  passeront  par  ces 
points,  et  files  se  couperont  soos  des  angles  égaux ,  ajoute  : 
Denique  observa  ,  minime  impombik  esse ,  tU  demansiraiia 
prœcedensj  qudm  hic  principiis  geomelrieis  mperstruxi ,  eiiam 
in  forma  mère  analytica  exhiheaiur  (p.  29);  c'est  cette  forme 
mère  analytica  qui  est  Tobjet  des  bdles  études  de  M.  ProoheC^ 

que  nous  devons  faire  connattre.  

7.  Soit/  (z)=:0;  etfaisant  a=jr+^K^;  on  obtient 

P+QV/-^=0  î  P=0,  Q=0  ;  etPetQ  étant  des  fonctioo» 
de  :r  et.j^ ,  identiques  aux  fonctions  U  et  T  exprimées  en 
coordonnées  rectangulaires  ;  les  études  sont  divisées  en  sept 
chapitres  dont  le  premier  (t  à  â)  ne  contient  que  les  défini- 
nitions;  l'auteur  nomme  poinis-racines  les  intersections  des 
lignes  P  et  Q  ;  le  second  chapitre  (3—6)  contient  les  relations 
entre  les  dérivées  partielles  de  divers  ordres  de  P  et  de  Q  ;  elles 
sont  de  deux  genres  ;  cdles^qui  existent  entre  les  dérivées  de 
P  et  celles  de  Q ,  et  celles  qui  existent  entre  les  dérivées  de 
la  même  fonction.  On  a 


d'où 


d'où 


dy^^^dy"^*^      '      dy  +  4r  ^ 


dP       ^.dP__i^ 
dx       f*^'  ^""      dx' 
De  ces  deux  équations  kndamentales,  on  déduit  fadlemeot 

_irP dTQ  dTQ  iTP 

da^dy^  "^      dx^dy"^^-^  '  dx^dy"^  "      dx^'dy"^^^ 

drP  ^^  rf'Q dTQ 

dx'dy'^'  "  dx^dy''-'^''  dx'dy'^''  ""  rfx*^-*+*' 
Ainsi  les  valeurs  absolues  des  dérivées  de  même  ordre  pour 
la  même  fonction  sont  égales. 
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Le  paragraphe  lU  {6—S)^  est  oonsacré  aux  différenoes  et 
mx  diff6reDtièlIea  totales.  Sopposons  qae  dansys ,  on  rem- 
place z  par  z-f-À-r-f-Ark' — 1,  et  prenons 
Aj:+ù^ï/IIl=r(cos;ô+8inG(/— 1),    ;-  =  Aj:»+Ax*, 

on  troaye  fadlenient  par  le  théorème  de  Taylor ,  en  égalant 
séparément  les  parties  réelles  et  les  parties  imaginaires, 

R.  etR,  désignant  les  restes  de  la  série;  on  a-^  =  cot9; 

paasant  aux  infiniment  petits,  et  désignant  par  «»  la  limite 
de  0,  aP  et  âQ  deriennent  les  différentielles  totales  du  n^*^ 
ordre  divisée  par  le  produit  1.2.3...  n ,  donc 


<rp 

«Tp         ,     <rp    . 

-j-,  008  iu>  +  .  .^  .   «niJw 

«TP             <rp 

^j^**  sin" 

il  a  moyen  de  ces  expressions  analytiques,  l'auteur  déduit 
facilenient  dans  le  paragraphe  lY  (8—13},  les  propriétés  des 
courbes  P  et  Q  (U  et  T  de  M.  Gauss).  Il  démontre  :  V  que 
kMTsqae  Téquation  donnée/'(2)=0,  a  n  racines  égales ,  il  y  a 
dans  chacune  de  ces  courbes  un  point-racine  multiple  où 
passent  n  branches  ayant  chacune-  une  tangente  distincte ,  et 
deux  tangentes  consécutives  comprennent  un  angle  égal 

à  —  -y  et  entre  deux  tangentes  consécutives  à  la  courbe  P,  il 

7  a  toujours  une  tangente  à  la  courbe  Q  ;  et  lorsqu'un  point- 
racine  est  simple ,  les  courbes  P  et  Q  se  coupent  à  angles 


Digitized  by 


Google 


—  446  — 

droits,  propriétés  énoncées  aussi  d-dessns;  M.  Prouhet  dé- 
monirede  plos  qa'ancnn  point-racine  ne  pealétreni  un  point 
d'arrêt,  ni  an  pointisolé  ;  ce  qui  est  bien  mentionné ,  mais  ne 
semble  pas  solidement  établi  dans  la  dissertation  de  l'illostre 
professeur  de  Gottingue.  Le  paragraphe  Y  (13 — 16),  con- 
tient les  propriétés  des  courbes  données  par  les  équations 
P— Q=0»P-f  Q'^O;  ces  propriétés  sont  identiques  aux 
précédentes.  A  l'aide  de  ces  courbes,  M.  Proubet  démontrele 
beau  théorème  de  M.Gauchy  mentionné  ci-dessus.  Le  nombre 
des  points-racines  situés  dans  l'intérieur  d'un  contour  formé, 
ensupposant  qu'il  ne  s'en  trouve  aucnnsur  ce  contour  même, 

est  égal  à  la  demi-difiFérence  entre  le  nombre  des  variations 

P 
descendantes  et  ascendantes  du  rapport  ^  pour  toute  l'é- 
tendue du  contour  supposé  parcouru  dans  le  sens  direct  de 
rotation.  Ce  nombre  est  aussi  égal  à  la  demi-difiërence , 
entre  les  variations  ascendantes  et  descendantes  du  rapport 

inverse-;  lorsqu'une  quantité  passe  du  négatif  au  positif, 

la  variation  est  ascendante. 

Les  asymptotes  des  courbes  P  et  Q  sont  déterminées  dans 
le  paragraphe  YII  (18 — 22)  ;  l'auteur  parvient  aux  mêmes 
résultats  que  M.  Gauss  dont  il  avertit,  dans  une  note  an  bas 
de  la  page  18 ,  n'avoir  point  connu  la  dissertation  ;  et  ayant 
recours,  comme  M.  Gauss  ènc(H*e,à  uncerde  infini,  l'auteur 
en  conclut  qu'une  équation  algébrique  du  degré  m,  a  autant 
de  racines  de  la  forme  a-^-bl^ —  1. 

Le  paragraphe  YIII  (22—23),  traite  des  propriétés  des 
surfaces  données  par  les  équations  à  trois  variables  <  sr  P , 
/=rQ;M.  Gauss  mentionne  ces  surfaces,  mais  transitoire- 
ment  (*).  Enfin  le  dernier  paragraphe  (23—24)  indique  com- 


(*)  U  dissertacion  de  M.  Gautt  se  termine  ainsi:  Boe  «ero  etr^Uçim^  qimmim 
hae  demonstratUme  addigitmr^  Utntwnmodo  poêwi,  alta  occMùm»  f^ûuue^cmqui 
mihi  r9tervo. 
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ment,  ao  nsojen  des  formoleB  rapportées  d-dessos,  oo  peut 
qadqaefois  parvenir  à  séparer  les  quantités  rédles  et  les  ima- 
ginaires dans  nne  fonction  donnée,  telle  qne  log  (x-hyt^—i) 
qui  est  égal  à  log  V/j?+^+ V/^  arc  tangent  -. 

Pnisàions-noas  soayent  être  gratifiés  d'études  anssi  inté- 
ressantes ,  et  si  instructives  (*). 


EXTRAITS  DE  JOURNAUX. 

Comptes  rmduê  de  VAcaiimie  des  sciences  de  Paris. 
N"  1—3  janvier  1842. 

M.  F^ineent.  —  Sur  un  certain  emploi  que  faisaient  les  Ro- 
mains, dés  le  2«  ou  3«  siéde  de  notre  ère,  des  valeurs  de 
position  pour  Fexpressiondes  nombres  (p.  43). 

En  1693 ,  on  a  pnblié,  à  Fimprimerie  royale,  la  collection 
suivante:  f^etemmmathenuUicorurnMhenœiyBitonis^jépolkh 
dori ,  HeroniSy  Phihmis  et  aliorutn  opera^  grœce  ei  hUine^  nune 
primum  édita,  1  in-fol.  Héron  traite  des  machines  à  air  et  à 
eau,  mais  les  autres  ne  s'occupent  que  demacbinesde  guerre 
et  de  poliorcétique.  Pamti  les  aliorum  se  trouve  Sexte-Jules 
Africain^  auteur  qui  a  vécu  en  Orient,  sousHéliogabale,  au 
3« siéde  de  l'ère  vulgaire;  il  a  écrit  sur  la  théologie  et  a 
composé  aussi  un  ouvrage  intitidé  Cèstes ,  qui  veut  dire  bro- 
deries ou  bigarrures ,  composition  qui  renferme  des  observa- 
tions tantôt  raisonnables,  le  plus  souvent  extravagantes,  sur 
la  physique ,  la  médecine  et  l'art  de  la  guerre.  La  bibliothèque 
royale  en  possède  deux  manuscrits.  Le  style  de  l'auteur  est 
tellement  obscur,  et  les  manuscrits  tellement  défectueux , 
que  D.  Thevenot  (Melchisedec) ,  traducteur  en  latin  des  pre- 

O  RecUflcation,  p.  806.  Le  théorème  4i  doit  t'éboncer  ainsi  :  Toote  éqaatiOD 
do  s*  degré  dépend  de  la  résolatioa  d'une  équation  de  la  forme  x^-^xhi^O. 
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mien  antears  d-desanr  dèsig^nès ,  s'est  contenté  de  donner  le 
texte  grec,  accompagné  de  qndqnes  annotations  et  gloses» 
L'oavrage  est  divisé  en  77  chapitres  ;  VaTaDt-dernier  parle 
de  remploi  des  fanaux  comme  signaux  de  guerre.  Après  avoir 
donné qadqnes  préceptes  snr  la  manière  de  faire  ces  signaux, 
Fauteur  exprime  son  admiration  de  l'usage  que  font  les  Ro^ 
mains  de  ces  signaux  pour  iaire  connaître  au  loin  la  force 
d'une  troupe.  A  cet  eBèt ,  dit-il,  ils  préparent  trois  espaces, 
à  droite ,  an  milieu ,  et  à  gauche  -,  dans  chacun ,  ils  allument 
depuis  un  jnsqu'à  neuf  feux  ;  mais  ceux  qui  sont  dans  l'es- 
pace à  gauche  désignent  des  unités  ;  dans  l'eqpaoe  du  milieu, 
des  dizaines  $  et  dans  l'espace  à  droite,  des  centaines  ;  par  oe 
moyen,  ils  peuvent  annoncer  des  nombres  depuis  1  jus- 
qu'à 999  ;  et  en  continuant,  ils  pouvaient  annoncer  les  mille 
et  dix  mille.  Cette  indication  intéressante  enfoniedans  un  ou- 
vrage, rarement  consulté,  n'a  pas  échappé  à  M.  Vincent , 
d'une  perspicacité  si  émdite.  Dans  la  Biographùunivenelle, 
on  lit  à  l'article  de  Africain  (Sexte-Jules) ,  que  Guichard  a 
traduit  cet  auteur  dans  son  ouvrage  intitulé  Mémoires  mili* 
taireê  mr  les  Grecs  ei  les  Romains  $  c'est  une  erreur  provenant 
d'une  méprise;  Guichard  n'a  traduit  que  l'analyse  de  la  cam- 
pagne de  Jules  César  en  Afrique ,  par  Hirtius  (*)• 

On  aurait  tort  de  conclure  de  l'observation  de  M.  Vincent, 
que  les  Ronlains,  dès  le  second  siècle,  faisaient  usage  dans 
leur  calcul  de  la  numération  déposition;  car,  souvent  entre 
la  découverte  d'un  principe  et  sa  conséquence  la  plus  facile, 
s'écoulent  des  milliers  d'annés.  Diophante  représente  par  des 
lettres  les  quantités  inconnues  ;  il  fallut  au  moins  dix  siècles 
avant  que  Viète  ne  s'avisât  de  représenter  aussi  par  des 
lettres  les  quantités  connues,  et  c'est  là  toute  Talgtibre. 


(*)  Cet  «uleart  en  effet  donné  an  entrait  des  Cettet^  dans  un  autre  ouvrage. 
.Hémoiret  critiques  et  historiques  sur  plusieurs  points  d'antiquité  miliuire. 
Tom.  3,p.  273,  Je  dois  ce  renseignement  à  l'obligeance  de  M.  le  profesienr 
Vincent. 
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DES  POINTS  DE  CONCOURS 

des  sécantes  qui  coupent  deux  transversales  en  parties 
porportimnelles  i 

PAR  K.  A.  J.  OBMVXLLAVLD , 

ancien  élève  de  rEco1e|M>lylecbniqve,répititeQr  au  Collège  royal  de  Bourbon. 


1.  LaproposiUonl6  da  livre  III  de  la  Géomélrîcde  Legen- 
dreest  réciproque  delà  proposition  15.  Lecorollaire  2  de  cette 
deroière  proposition  aurait  pour  réciproque  :  Si  deux  droites 
sont  coupées  en  parties  proportionnelles  par  une  suite  de 
sécantes,  ces  sécantes  sont  parallèles.  Cette  réciproque  n^est 
pas  vraie,  comme  on  le  voit  aisément  -,  mais  on  ne  vérifie  par 
là  qu'une  circonstance  de  cette  proposition  plus  générale  : 

Si  deux  droites  sont  coupées  en  parties  proportionnelles  par 
une  suite  de  sécantes ,  totUes  les  sécantes  sont  parallèles  ou  bien 
chacune  rencontre  toutes  les  autres.  Dans  ce  dernier  cas ,  il 
arrive  que  les  points  de  rencontre  différent  successivement  ou 
se  confondent  en  un  seul,  selon  que  les  deux  droites  coupées 
roncourent  ou  sont  parallèles. 

Soit  deux  droites  AG,  BH  {fig.  89) ,  coupées  par  des  sé- 
cantes, de  sorte  que  Ton  ait 

AC:BD::tîE:DF::GE:FH::  etc. 

Pour  établir  celte  hypothèse,  on  aura  pu  tirer  arbitraire- 
ment les  deux  premières  sécantes  AB,  CD,  puis  porter  à 
partir  des  points  C ,  D  sur  AG  des  multiples  ou  sous-mul- 
tiples de  AC ,  et  sur  BH  les  mêmes  multiples  ou  sous-mul* 
tiples  de  BD.  AB  et  CD  ne  peuvent  être  que  parallèles  ou 
concourantes.  Si  elles  sont  parallèles ,  il  en  est  de  même  de 

Ann.  de  Mathém.  I.  30 
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toutes  les  sécantes ,  car  en  prolongeant  AG ,  BH  jusqu'à  leur 
rencontre  en  O,  on  a  OC:OD::AC:BD,  donc,  à  cause  de 
rhypothèse,  OC:OD::CE:DF,  donc  CD,  EF  sont  paraUèles. 
De  même  pour  les  autres  sécantes.  Si  AG ,  BH  étaient  pa- 
rallèles, alors  ABDC  serait  un  parallélogramme,  d'où 
AC  =  BD,  et  à  cause  de  Thypothèse ,  CE  =  DP ,  d'où  CDFE 
parallélogramme,  EF  parallèle  à  CD,  et  ainsi  de  suite. 

Supposons  maintenant  que  AB,  CD  (fig,  90)  concourent; 
ce  qui  est  facile  à  réaliser  en  tirant  d'un  point  M  deux  sé- 
cantes à  travers  deux  droites  AG ,  BH ,  et  portant  à  partir 
des  points  C,  D  des  parties  proportionnelles,  comme  on  a  dit 
plus  haut.  AB  n'est  parahèle  ni  à  CD  ni  à  aucune  des  lignes 
suivantes  ;  car  si  die  Tétait  à  EF ,  en  prolongeant  AG ,  BH 
jusqu'à  leur  rencontre  O,  on  aurait  OA:OB::AE:BF,  et,  à 
causederbypotbèse,  AE:BF  :  :  AC:BD,  donc  OA:OB  :  :  AC:BD, 
d'où  AB,  CD  parallèles;  ce  qui  n'est  pas.  On  verrait  de  même 
qu'aucune   sécante   n'est  parallèle  à    une   autre.  Même 
conclusion  si  AG,  BH  étaient  parallèles,  car  si  AB  était 
parallèle  à  EF,  on  aurait  ABFE  parallélogramme,  d'où 
AE=BF,  et,  par  suite  de  l'hypothèse,  AC=BD;  ce  qui  ne  se 
peut.  La  première  partie  de  la  proposition  est  donc  déoioii- 
irée. 

2.  Considérons  les  points  de  rencontre  des  sécantes.  Si  les 
deux  droites  données  concourent ,  ces  points  diffèrent  suc- 
cessivement. En  effet,  supposons,  s'il  est  possible  {fig.  91 J, 
que  les  trois  sécantes  AB ,  CD ,  EF  concourent  en  M ,  point 
de  rencontre  des  deux  premières.  Par  B  menons  hdf  paral- 
lèle à  AG,  on  aura  (prop.  22,  liv.  III).  AC:B^::CE:4^, 
donc,  à  cause  de  l'hypothèse,  BD:B^::DF:£^,  et  dh  scnH 
parallèle  à  yT,  ce  qui  n'est  pas.  Ainsi  les  points  de  ren- 
contre se  détachent  successivement  M,  N,  P,  etc.  On  voit 
bien  que  quand  les  parties  proportionnelles  sont  très- 
petites  ,  ces  points  tendent  par  leur  réunion  à  tracer  une 
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coarbe.  J'en  donne  l'équation  plus  loin  (4).  Si  les  droîlës 
coupées  âG  ,  BH  sont  parallèles ,  les  points  de  concours 
des  sécantes  successives  se  confondent  en  un  seul.  En  effet, 
soit  {fig,  92),  M  la  rencontre  des  sécantes  AB,  CD,  et 
le  point  où  la  droite  ME  couperait  BH,  on  aurait  (prop.  22) 
AC:BD::CE:I)f,  donc,  à  cause  de  rbypoihcse,  D/=DF, 
donc,  etc. 

3  Une  suite  de  rapports  égaux  a'.b:\c\d\\e\f  y.gikwQic,^ 
peut  être  placée  sur  deux  droites  concourantes  ou  parallèles 
par  une  suite  de  sécantes  concourantes  ou  parallèles.  Il 
suffira  de  la  connaissance  d'un  rapport  et  de  tous  les  antécé- 
dents on  de  tous  les  conséquents.  Ainsi  pour  placer  cette 
suite  (fig.  93),  à  partir  des  points  A  et  B  sur  les  deux  con- 
courantes AG,  BH,  on  mènera  BA  parallèle  à  AG,  on 
prendra  AC  =  a,  Bd:=b ,  CE==c,  EG=c,  GI=^,  etc.  On 
tirera  AB,  CD  qui  concourent  en  m,  puis  mE,  /nG,  ml,  etc., 
qui  donnent  da=d^  ahz=rf^.,,  avec  des  cercles  du  centre  B 
on  rabattra  rf  en  D ,  /  en  F ,  A  en  H ,  etc. 

PROBLÈME. 

4.  Quelle  est  la  courbe  que  tendent  à  décrire  les  intersec- 
tions consécutives  d'une  infinité  de  sécantes  interceptant  sur 
deux  droites  fixes  données  des  parties  proportionnelles,  lorsque 
ces  parties  sont  très-petites  ?  (fig.  94).  Je  prends  les  deux 
droites  fixes  pour  axes  coordonnés ,  et  je  désigne  par  A 
le  rapport  connu  qui  existe  constamment  entre  les  por- 
tions qu'interceptent  sur  les  axes  deux  sécantes  quel- 
conques. Ilestévidentqn'il  faut  encore  connaître  la  première 
sécante  AB  à  partir  de  laquelle  on  porte  les  parties  très- 
petites  AC ,  BD ,  ..  dont  le  rapport  est  A  ;  car  si  Ton  change 
la  position  de  cette  sécante,  tout  le  système  des  points  con- 
sécutifs d'intersection  change  de  position.  Je  désignerai  cette 

X        Y 

sécante  primitive  par  Téquation  -  +  -=1.  Faisant  croître  « 

a        o 
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d'une  quantité  très-petite  h ,  ^  sera  accru  d'une  autre  qoan- 

k 
tité  très-pelile  k  telle  que  t^= A ,  dé  sorte  qu'on  aura  pour 

la  seconde  sécanteCD.  -^,  +  —-7",  =  *•  P^^  trouver 

a  -J-  a        6  -|-  A/* 

commodément  le  point  de  rencontre  M  de  ces  deux  sécantes , 
on  retranche  leurs  équations  après  en  avoir  fait  disparaître 
les  dénominateurs ,  et  Ton  arrive  à  AAjç4-/ir=AA»+A6+AÀ% 
ou  en  simplifiant  Ajr+^  =  Aa-f  6  +  AA.  Entre  celle  équa- 
tion et  l'équation  de  la  première  sécante,  on  élirame^  et  Von 

trouve  X  =         '^^ \  Mais  comme  h  doit  être  une  quantité 

Aa — 5 

infiniment  petîle  pour  qu'il  y  ait  lieu  à  une  courbe ,  on 
supposera  A = 0 ,  d'où  pour  le  point  M , 

A«"  .  —S* 

Aa  —  6  A» — 5 

obtenu  en  substituant  la  valeur  de  x  dans  Féquation  de  la 
première  sécante.  Telles  sont  les  coordonnées  du  point  de 
rencontre  de  la  première  sécante  AB,  avec  la  sécante  infini- 
ment voisine.  Si  l'on  veut  considérer  maintenant  l'inter- 
section d'une  sécante  quelconque  de  la  suite  de  AB,  par 

exemple  GH...  --^+gjf^^==^  (^  étant  un  accrois- 
sement fini  AG),  avec  sa  sécante  infiniment  voisine,  on 
conçoit  qu'on  y  parviendra  en  remplaçant  dans  les  caknii 
la  première  sécante  AB  par  la  sécante  GH,  et  la  sécante 
infiniment  voisine  de  AB,  par  la  sécante  infiniment  voisine 

deGH.savoir  _^,  +  g-j-^-L^,=l,  A'deTen,nlu« 

quantité  infiniment  petite.  Il  suffira  donc  pour  avoir  le  point 

de  rencontre  de  GH  avec  la  sécante  voisine,  de  remplacer 

dans  les  valeurs  ci-dessus,  «  par  a-\-h  et  6  par  e+AA ,  d'où 

_A(«  +  Ar  -(6+AA)' 

•^~    Aa-e   '      ^~      Aa— 6     • 
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MaiutcDant ,  comme  on  a  rioterseciioii  de  deux  sécantes 
infiniment  voisines  qaclconqoes  de  la  soiie  de  AB ,  il  est 
évident  qu*en  éliminant  la  quantité  finie  h  de  signe  quelcon- 
que entre  les  deux  équations  précédentes,  il  s'agira  des 
intersections  consécutives  de  toutes  les  sécantes  infiniment 
voisines  à  droite  et  à  gauche  de  AB,  c'est-à-dire  qu'on  aura 
l'équation  du  lieu  cherché.  Les  deux  équations  précédentes 
peuvent  s'écrire 

Ax(Aa— e)  =  A'(a-f  A)%       jK(Aa  — S)=l-(6-f  AA)". 

En  les  ajoutant  ensemble ,  on  a 

(Aa— 6)(Ax+j^)  =  A'*'— 6*+2AA  (Aa— 6)  ; 
^lant  le  facteur  commun  Ajc— -6,  et  tirant  la  valeur  de  Ah , 

on  a 

Ax±r-A^ 

enfin ,  remplaçant  cette  valeur  de  A^  dans  l'équation  en  y , 
on  trouve ,  après  réduction , 

(1)  r"+2Ajyr+A'x*+2r(Aa— 6)— 2Ax(Aa-e)+(Aa— 6)'=0 , 

pour  l'équation  du  lieu  cherché,  lequel  est  comme  on  voit 
une  parahole  tangente  à  l'axe  des  x  et  à  l'axe  des  j^,  car  les 
coordonnées  à  l'origine  sont  fournies  par  les  équations 
(Aa:— Aa+6)'=0,  (j^-f-Aa— 6)»=0.  La  droite^=— A-r 
est  un  diamètre  qui  rencontre  la  parabole  en  un  point  dont 
les  coordonnées  sont  les  quarts  des  coordonnées  des  contacts 

avec  les  axes.  Si  Ton  suppose  A=-' ,  c'est-à-dire  toutes  les 

sécantes  parallèles  à  la  première ,  l'équation  de  la  parabole 
devient  [y  +  kxY^^O,  diamètre  de  l'origine.  Gela  n'a  pas 
besoin  d'interprétation. 

5.  On  prévoit  que  toute  droite  obtenue  en  pwtant  à  par- 
tir de  AB  sur  les  axes,  deux  longueurs  dans  le  rapport  A , 
sera  aussi  bien  que  les  axes  et  la  sécante  AB ,  tangente  à 
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la  parabole.  Pour  le  vérifier  par  le  calcul,  j'observe  que 
Véquation  de  la  parabole  trouvée  est  de  la  forme 

(2)        y+2Aa:^  +  A'j:'  +  2mr  — 2Ama:-fin"=Q; 

et  même  c'est  là  la  forme  de  Téqualion  de  toute  parabole  rap- 
portée à  deux  tangentes  comme  axes  coordonnés ,  car  toute 
parabole  ainsi  rapportée  aura  pour  équation 

avec  lès  relations  ^»— 4(?=0,  d*—\f=0^  e'— 4ç/'=0, 
de  sorte  qu'en  éliminant  les  coefficients  c^  d,e^  l'équation 

sera  y  +  bxj^-^  -x'±:2^K/'=F^'^k/*+/=^-  *-es  coeffi- 
4 

cients  dy  et  d'x  peuvent  être  pris  avec  l'un  ou  l'autre  de 

leurs  signes,  parce  qu'en  effet  rien  n'oblige  à  porteries  x  et 

lesj^  positifs  d'un  côté  plutôt  que  d'un  autre  de  l'origine  des 

axes-tangentes  ;  mais  il  faut  les  prendre  ensemble  en  signe 

contraire...   ±^y\//z^bx\/f..,  attendu  qu'en   prenant 

ensemble  les  deux  -f  ou  les  deux  —,  l'équation  serait 

(j^  +  ô  ^^Vf)  =  0 ,  et  ne  représenterait  plus  une  para- 
bole. L'équation  (2)  convient  donc  bien  à  toute  parabole 
rapportée  à  deux  axes-tangentes,  m  et  A  étant  des  nombres 
de  signes  quelconques.  Pour  trouver  les  conditions  aux- 
quelles on  reconnaît  qu'une  droite  ^=  aa:-|- 6  est  tangente 
à  une  parabole  ainsi  représentée,  on  remplacera^  par  ax-\'b 
dans  réquation  (2) ,  ce  qui  donnera 

a:'(A  +  a)'-f  2ar(A6-|-û6— Aw+^2/7i)-f(^-f.m)'  =  0. 

Établissant  que  les  rdicines  de  celte  équation  sont  égales ,  on 
aura  a{b'\-m)'\-K(b^m)  =dz(ât-f-A)  (^+/w).  Le  signe  -f 
conduit  à  une  absurdité  et  le  signe  —  à  la  relation 

fl6 -f- rt/7i -[- A  ^  =  0 , 
pour  la  condition  de  langence  cherchée.  Or  la  sécante  AB  et 
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X  y 

Coûte  aulredesasuite, étant  représentée  par  '^TT^' £rTi{=^^  ^ 

salisfait  à  cette  relation,  car  alors  û= r-r,  6=6+ AA, 
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premières  iangeoies  qu'on  prend  pour  axes  coordonnés  -,  car 
ce  rapport  est  égal  au  rapport  des  sinus  des  angles  de  ces 
deux  tangentes,  avec  le  grand  axe  de  la  parabole.  Il  est 
donc  démontré  que  si  Van  mène  deux  tangentes  quelconques 
d  une  parabole^  toutes  les  tangentes  qu'on  lui  mènera  ensuite , 
intercepteront  sur  ces  deux  tangentes  à  partir  d^une  troisième 
fixée  à  volonté  des  parties  constamment  proportionnelles. 

Observation.  Si  les  deux  droites  du  problème  (4)  sont 
situées  dans  l'espace,  alors  il  est  facile  de  démontrer  que  la 
sécante  décrit  un  paraboloïde  hyperbolique,  engendré  par 
le  mouvement  d'une  droite  qui  s'appuie  toujours  sur  les 
deux  droites  données ,  et  sur  une  troisième  droite  facile  à 
déterminer. 

Il  suffit  de  prendre  pour  plan  des  xjk,  un  plan  parallèle 
aux  droites  et  pour  axe  des  s,  la  direction  de  la  plus  courte 
distance.  Alors  les  équations  des  deux  droites  sont  de  la 
forme 

(  jr  =  ax,  {  jr=:bx. 

Prenant  sur  la  première  droite  un  point  dont  les  coordon- 
nées sont  X  =  a-}-  ^^  ^  =  ûx,  z r=/w  j  et  sur  la  seconde  un 
autre  point  ayant  pour  coordoqnées  x=p-\'lc^  y=àx^  z:=n, 
(a^P,  k,  /,  étant  des  constantes,  et  t  une  variable)  ;  élimi- 
nant t  entre  les  équations  de  deux  projections  de  la  droite 
qui  passe  par  ces  deux  points ,  on  parvient  à  Féquation 
cherchée  : 

(z— /nHa— 6)  (7/— f  A)+(a— m){w— «)  [(A— /ly-f(6^-ait)j:-f- 
+  (a— 6)  (a/— pA:)]+(m— »)"  k  {jr^ax)  =0. 

Faisant  z:=0,  on  trouve  Téquation  d'une  troisième  direc- 
trice. 

La  surface  est  aussi  engendrée  par  le  mouvement  d'une 
droite  constamment  parallèle  au  plan  xy,  et  s'appuyant  sur 
deux  directrices.  Tm. 
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IL  Dans  tous  les  autres  cas,  la  fraction  donnée  n'est  pas 

exactement  réductible  en  décimales  y  et  elle  conduit  d  une 

fraction  périodiqu^e. 

23        76? 
Soit ,  s'il  eal  possible  — -  =  •—--.    La    première  fractîoo 
'  ^  30       1000  "^ 

étaot  irréductible,  les  deux  termes  de  la  seconde  doivent 

être  des  mulliples  de  ceux  de  la  première  ;  doue  1000  serait 

divisible  par  30  ;  ce  qui  est  absurde ,  puisque  30  contient  le 

facteur  3 ,  qui  n'entre  pas  dans  1000. 

23 

Si  donc,  on  procède  à  la  réduction  de  --  en  décimales ,  au- 
cune division  ne  se  fera  exactenlent  ;  et  comme  chaque  reste 
est  moindre  que  30,  il  arrivera  qu'à  la  30*"  division  au  plus, 
on  retombera  sur  un  reste  déjà  obtenu.  Ce  reste  étant  suivi 
d'un  zéro,  donnera  un  dividende  partiel,  un  quotient  et  un 
reste  déjà  obtenus,  etc.  Donc  les  quotients  et  les  restes  for- 
meront deux  suites  périodiques  :  le  nombre  des  termes  de 
chaq%ie  période  sera  moindre  que  le  dénominateur, 

IIL  Si  le  dénominateur  est  premier  avec  iO,  la  période  dé- 
cimale commence  dès  la  virgule. 

4024 

Soit  la  fraction .  Pour  la  réduire  en  décimales ,  on 

21 

divise  4024  par  21 ,  ce  qui  donne  la  partie  entière  de  la  frac- 
tion périodiques  puis  on  écrit  0  à  la  droite  du  reste,  on  di- 
vise par  21  ;  il  résulte  de  là ,  que  pour  opérer  cette  réduc- 
tion ,  OD  divise  par  21  les  quantités  suivantes  : 

4024,     4024X10,     4024X10%     4024x10%...       (A) 

4024 
Xa  fraction  — -  donne  lieu  à  une  période,  donc  les  restes 

fournis  par  les  dividendes  de  la  suite  (A)  doivent  pareille- 
ment former  une  période.  Supposons  que  4024  x  10^  et 
4024  X 10"  soient  deux  dividendes  donnant  des  restes  égaux  ; 
leur  différence  devra  être  divisible  par  21 ,  donc 
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17  17 

Soit  la  Traction  7— -;:  =  -~ — - — zz-  Êw  muUipliant  les 
10500       21X2X5^  *^ 

17X  2'  17x2* 

deux  termei»  par  2\  elle  devient  -n — -z^ — n  =  tt. ^,  = 

^        '  21X2^X55       21X10' 

17X2*         1 
=  — 7:^ —  X  T^i-  Si  Ton  rédait  en  décimales  la  fraction 
21  10' 

17  X  2'        68 

— -r —  =  — ,  on  aura  une   période  commençant  dés  la 

virgule ,  et  non  avant.  Ensuite,  pour  multiplier  cette  quan- 
tité décimale  par  — ^,  il  faudra  reculer  la  virgule  de  trois 

rangs  vers  la  gauche. 

Y..Lehmb.  1^  Si N  6<  A  s(Mt  deux  nombres  premiers  entre 
etiXy  les  restes  qtus  F  on  obtiendra  en  divisant  par  N  les  N — 1 
premiers  multiples  de  Â,  seront  tous  différents  ^ 

2*"  ^t parmi  ces  multiples^  on  ne  prend  que  ceux  qui  sont 
premiers  avec  N ,  les  restes  seront  tous  les  nombres  moindres 
que  N  et  premiers  avec  N. 

Soient  les  nombres  8  et  15 ,  premiers  entre  eux.  Prenons 
les  sept  premiers  multiples  de  15  ;  savoir 
15X1,  15X2,  15X3,  15X4,  15x5,  15X6,  15X7. 

Aucune  division  par  8 ,  ne  se  fera  exactement.  Car  soit, 

15^4 

s'il  est  possible,  — - —  =  entier  ;  le  diviseur  8  premier  avec 

15,  devrait  diviser  4  qui  est  moindre  que  8. 

En  second  lieu ,  si  deux  de  ces  dividendes  donnaient  le 
môme  reste,  leur  différence  devrait  être  divisible  par  8.  Or 
cette  différence  est  un  de  nos  multiples. 

Il  résulte  de  cette  observation,  que  ces  restes  dont  il  s'agit 
seront  les  nombres  1,2,3,4,5,6,7  dans  un  certain  or- 
dre. Et,  en  général,  les  restes  seront  les  entiers  1,2,3,... 
N  —  1 ,  dans  un  certain  ordre. 

Quant  à  la  seconde  partie  du  lemme ,  elle  est  évidente  ; 
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car  si  un  dividende  et  un  diviseur  sont  premiers  entre  eux, 
le  reste  est  premier  avec  le  diviseur. 
Dans  l'exemple  que  nous  avons  choisi ,  les  dividendes  sont  : 
15,     30,     45,     60,     75,    90,     105, 
et  les  restes  correspondants  : 

7,      6,      5,      4,       3,      2,      1. 

Si,  parmi  ces  multiples  de  15,  on  ne  prend  que  ceux  qui 
sont  premiers  avec  8  ;  savoir  : 

15,      45,      75,       105, 
les  restes  seront: 

7,        5,        3,  1; 

et  ces  restes  sont ,  comme  nous  Tavons  énoncé ,  les  nombres 
inférieurs  et  premiers  à  8. 

Soient  encore  les  nombres  14  et  33  premiers  entre  eux. 
Nous  aurons  : 

dividendes:  33X1,  33x2,  33X3,  33X4,   33X5,  33X6, 
restes:  5,  10,        1,  6,        11,        2, 

33X7,  33X8,  33X9,  33x10,  33x11,  33X12,  33X13, 

7,         12,  3,  8,  13,  4,  9. 

Observons  en  passant  que ,  d'après  un  principe  connu ,  les 
termes  de  la  seconde  ligne  se  forment  par  voie  d'addition 
et  de  soustraction.  Ainsi  le  1*'  reste  étant  5,  on  a 

2*  reste  =5  +  5  =  10,    2«  reste  =10+5  —  14=1, 
4«  reste  =1+5=6,    etc. 

Si,  dans  la  première  ligne,  nous  prenons  ces  dividendes 
premiers  avec  14  ;  savoir  : 

33X1,  33X3,  33X5,     33X9,  33X11,  33X13, 

les  restes  seront 

5,  1,  11,  3,  13,  9. 

Ces  restes  sont  inférieurs  et  premiers  à  14. 
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VI.  Si  ie  dénominateur  est  premier  y  la  période  a  un  nom- 
bre de  chiffres  qui  divise  le  dénominateur  moins  un. 

Soit  le  déDominateur  17,  et  supposons  poor  plus  de  sîm 
plîcité,  que  le  namératear  soit  1 .  Les  quantités 

iOXi,       10X2,       10X3,...       10X16, 

donneront ,  étant  divisées  par  17,  des  restes  qui  seront  les 

nombres 

1,  2,  3......  16, 

dans  un  certain  ordre. 

Multiplions  entre  eux ,  tous  les  termes  de  la  première 

ligne,  et  tous  ceux  de  la  seconde  -.  les  produits,  divisés  par 

17 ,  doivent  donner  des  restes  égaux  ;  donc  leur  diOërence 

est  divisible  par  17.  Ainsi , 

10'M.2.3...16— 1.2.3...16  ^.  1.2.3...  16(10'*—1) 

=  entier,  ou   — ^ -'=  entier. 

17  17 

17  étant  un  nombre  premier,  doit  diviser  un  des  facteurs  da 

numérateur.  Les  facteurs  1 ,  2,  3,...  16  sont  moindres  que 

^       10'*— I 
17:  donc — --—  =  entier. 
17 

Si  donc  on  divise  par  17  les  nombres 

1,     10,     10',...     10^....; 

le  reste  1 ,  proyenant  de  la  première  division,  se  reproduira 

à  la  17®.  Autrement  dit ,  quand  on  réduira  —  en  décimales, 

la  période  sera  telle,  que  le  premier  chiffre  décimal  sera 
égal  au  17*,  le  deuxième  égal  au  18%  etc.  Ceci  exige  évi- 
demment que  le  nombre  des  chiffres  de  la  période  soit  an 
diviseur  de  16. 

En  réduisant--  en  décimales,  on  trouve 
17 

0,0588235294117647058...  : 

la  période  a  16  chiffres.  --  donne  0,076923076  ..  :  la  période 
a  6  chiffres,  etc. 
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Ainsi ,  dans  la  réduction  de  —  en  décimales ,  le  reste  t 

o«s 

qni  se  présente  à  la  première  division,  se  rcprésenlen  a  a 
(il  +  ir.  On  conclut  de  là  que  le  nombre  des  chiffres  de  h 
période  décimale  doit  diviser  k. 

Il  sera  démontré  (  XI  )  que  a ,  ^ ,  7 , . . .  désignant  les  lic- 
teurs premiers  inégaux  du  dénominateur  »  ou  a 

«      ^      7 

On  pourra  donc  facilement,  dans  chaque  cas  particulier, 

avoir  une  limite  du  nombre  des  chiffres  de  la  période. 

7 
Par  exemple,  pour  la  fraction  -    »  comme  33  =3  Xft^ 

Ou 

2       10 
^=33  X  -  X  —  =20.  Le  nombredes  chiffres  sera  20, 000 
«j       11 

7 
diviseur  de  20.  Effectivement  —  donne  la  fraction  0,2121. . 

IX.  Généralisation  du  théorème  de  Fermât.  Si  D  est  m 
nombre  premier  par  rapport  à  N,  et  sik  indique  le  nowàn 
des  entiers  inférieurs  et  premiers  â  D ,  on  a 

IN*— 1 

—^ —  =  entier. 

Ce  théorème,  qui  donne  celui  de  Fermât,  quand  Dz=P, 
se  démontre  de  la  môme  manière. 

X.  Problème.  Revenir  d'une  fraction  décimale  périodiqtu 
à  sa  génératrice. 

V  Une  fraction  périodique  simple  est  équivalente  à  one 
fraction  ordinaire,  qui  a  pour  numérateur  la  période,  et 
pour  dénominateur  un  nombre  formé  d'autant  de  9  qu'il  ja 
de  chiffres  dans  la  période  ; 

2^  Une  fraction  périodique  mixte  est  équivalente  à  une 
fraction  ordinaire,  qui  a  pour  numérateur  l'ensemble  de  b 
partie  non  périodique  et  de  la  période ,  moins  la  partie  non 
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périodique,  et  dont  le  dénominateur  est  un  nombre  formé 
d'autant  de  9  qu'il  y  a  de  chiffres  dans  la  période ,  suivis 
d'aataoit  de  zéros  qu'il  j  a  de  chiffires  dans  la  partie  non 
périodique. 

Soit  la  fraction  périodique  0,619047619047...  Cherchons 
la  fraction  ordinaire  qui ,  réduite  en  décimales  conduirait  à 
cette  période. 

Observons  que  les  fractions  r>  — ,  t^, réduites  en 

tl     ""     99tl 

décimales,  conduiraient  aux  fractions  périodiques  0,111... 

0,010101...  0,001001001...  i  donc  la  fraction  — - —  donne- 
'  '  999999 

rait  0,000001000001 Par  suite,  une  fraction  double, 

I 
triple,  de  — -—-,  produirait  une  période  double,  triple,... 

619047 
de  (000001)  ;  et  enfin  ,  réduite  en  décimales ,  donne 

"a«799<l 

rait  la  fraction  périodique  proposée. 
Nous  dirons  alors  que  la  fraction  ordinaire  ^  est  la 

génératrice  de  0,619047619 ,...  et  nous  regarderons  ces  deux 
quantités  comme  étant  équivalentes  {*), 

Soit  maintenant  la  fraction  périodique inixte  0,45652652.. . 
On  peut  la  mettre  sous  la  forme 

0,45  +  0,00652652...=  _  +  _  X  0,652652.... 

Cette  dernière  fraction  périodique  simple  équivaut  à -^. 

^  ,  ^  *^     ,      «52         45X999+652 

Donc     la    proposée  = = = 

F^F^^  100^99900  99900 

_  45000—45+652  _  45652—45 
""  99900  "~      99900 


(')  Dans  un  conrs  d'arilhméliqae,  c'esi  seulement  à  r«irticle  des  Progressions 
par  quotient,  que  Ton  peut  démontrer  ce  que  nous  admettons  ici. 

A?(N.  DB  Mathém.  I.  31 
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XI.  Problèhb.  Trawer  combim  il  y  a,  ptmr  un  nombre 
donné ,  d^enUers  moindres  que  ce  nombre ,  et  première  avec  lui. 

SoU  le  nombre  360=23.3\5. 

Supposons  que  Ton  écrive  la  saite  des  nombres  naturels, 
de  1  à  360.  Si,  dans  cette  suite  de  termes,  on  e&ce  tons 
ceux  qai  ont  des  facteurs  communs  avec  360,  les  nombres 
restant ,  seront  premiers  à  360.  Soit  donc  la  suite 

t,  2,  3,  4,  5,  6.  7,  8,  9,  10,  tl, 360.       (A) 

Commençant  par  la  gauche,  je  marque  d'un  trait  tous  les 

multiples  de  2  ;  savoir 

360 
2Xi,       2X2,       2X3, 2X-T- 

La  suite  (A)  devient  ainsi 

1,  «,  3,  4,  5,  fi,  7,  g,  9,  T0,  il, 3/to.         (B) 

>    Il  est  clair  que  les  termes  restant  sont  premiers  avec  2  : 

360  /        1\ 

leur  nombre  est  360 —  =  360  f  1  —  -  j.  Actuellement 

j'effacede  même  les  multiples  de  3  :  3X1,  3x2,  3x3, 

3X4,...  3x-r-.  Mais  parmi  ces  multiples,  ceux  qui con- 
«s 

tiennent  le  facteur  2 ,  ont  déjà  été  retranchés.  Je  ne  dois 

donc  faire  attention  qu'à  ceux  dans  lesquels  le  multiplicateur 

de  3  est  premier  avec  2.  Ces  multiplicateurs  forment  la  suite 

360 

U      2,      3 —,  (C) 

donc*,  d*après  ce  qui  vient  d'être  dit,  le  nombre  de  ceux 

360  /        1\ 
qui  sont  premiers  avec  2 ,  est  —  (  ^  —  5  )•  Ce  nombre  in- 
dique celui  des  termes  à  eCEaicer  dans  la  suite  (B)  ;  en  sorte 
que  le  nombre  des  termes  non  effacés  sera 

"«('-î)-?(-0=-0-0('-0- 
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En  effet ,  Icè  trois  restes  13,  li,  25  donnent  les  dividende» 
i30  110,  250,  lesquels  étant  divisés  par   49  conduisent  à 
des'qootient»  ?.?''?"  «»*****  ""*"'■''■'•  '"•  P»"^ »«»««, 
130  =49.9  +/•, 
110  =  49.î'  +  '', 
250  =  49.î''+'''- 
Donc  en  ajoutant:  49  X  10=49(î+î'+î")+'-+''+'^' 

ou  io  =  î+5'+î'+^^±^  =  <^^«ï«' «'*"•«"'"''* P"*- 
position  énoncée. 

XIII.  Ne  coMidéroM  dans  la  période  précédente,  que  deux 
restes  dont  la  tomme  soit  49;  par  exemple  13  et  36.  I^J^wè» 
ce  qui  vient  d'être  démontré .  la  somme  des  deux  restes  tuivanti 
doit  être  un  mulHple  de  49 ,  et  comme  ils  sont  chacun  moindre 
que  ce  diviseur ,  leur  somme  sera  précisément  49.  On  observe 
en  effet,  dans  les  deux  lignes  ci-desms,  que  tous  les  termes 
qui  se  correspondetU  verticalement  ont  49  pour  somme. 

En  général,  s'il  existe  deux  termes  dont  la  somme  soit 
«gale  au  diviseur,  la  période  enUère  aura  un  nombre  pair 
de  termes:  chaque  terme  de  la  première  demi-période, 
ajouté  au  terme  du  même  rang  dans  l'autre  demi-période, 
donnera  une  somme  égale  au  diviseur. 

Cette  circonstance  se  présentera  toutes  les  fois  que  la  pé- 
riode ,  provenant  d'un  dénominateur  D,  aura  k  termes  (IX)  -. 
car  alors,  comme  on  doit  trouver  pour  restes  tons  les 
nombres  premiers  avec  D,  il  y  en  aura  au  moins  deux ,  qui 
ajoutés ,  donneront  D.  ^ 

XIV.  Réduisons  en  décimales  la  fraction  —,  dont  le  déno- 
minateur est  premier:  lapériode  des  restes  est  1 ,  tO,  9, 12, 3. 4. 
Écrivons  cette  période  assez  de  fois  pour  obtenir  13 —  1 
termes ,  nous  aurons 

1,  10,  9,  12,  3,  4,  1,  10,  9,  12,  3,  4. 
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ActQcllement ,  décomposons  13  —  1  ou  12 ,  ea  deux  fac- 
teurs ,  par  exemple  en  3.4  :  je  dis  que  si  Ton  prend  dans  la 
suite  ci-dessQS ,  4  termes  de  3  en  3,  ou  3  termes  de  4  en  4, 
on  obtiendra  pour  somme ,  un  multiple  de  1 3. 

Poar  démontrer  cette  propriété ,  prenons  les  termes  iO , 
4,  12  ;  et  nommons  R  le  reste  de  la  division  de  10*  par  13, 
nous  aurons  évidemment 

10.R=M.i3+4, 
4.R=M.13+12, 
12.R=M.13+10, 

en  désignant  par  M.13  un  multiple  de  13,  et  en  observant 
qu'après  le  reste  12 ,  on  doit  nécessairement  retomber  sur 
le  premier  terme  10. 

On  déduit  de  ces  équations 

(^0-i-4-|-12)R  =  M.13 +(10+4  +  12), 
ou  (10+4+  12)  (R-1)=M.13. 

Mais  R  — 1  «st  moindre  que  13  qui  est  premier;  donc 

10+4+12 
— J_! —  ss  entier. 
13 

N 
En  général ,  si  la  fraclion  est  =r ,  si  D  est  premier,  et  si 

D — 1  =  772/1;  la  somme  de  n  termes  pris  de  w  en  m,  est 
multiple  de  D. 

Observation,  l,—  10  est  une  racint  primitive  à  Tégard  de 
7,  c'est-à-dire  que  les  6  premières  puissances  de  10  divisées 
successivement  par  7,  donnent  pour  restes  les  6  nombres 
qui  précèdent  7.  Le  théorème  de  Fermât  donne  10^=7+1. 
Nous  désignons  par  un  point  placé  sur  le  nombre,  un  multiple 
quelconque  de  ce  nombre.  On  a  donc  aussi  10^''s=7+l  : 
or  6.7  est  le  double  d'un  nombre  triangirUi/e.  Ainsi 
6.7  =  2(1+2+3+4+5+6),  donc 

(10.10M0M0M0M0G)^  =  7+1 
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Otanl  les  nmltiples  de  7  qui  se  IrouTeot  dans  le  |Hremier 
membre,  on  obtient  évidemment 

(1.2,3.4.5.6y=74-l, 
d'où 

(1.2.3.4.5.6)*— 1=7, 
(1.2.3.4.5.6  +  1)  (1.2.3.4.5.6-r  1)  =7. 
Or  au  nombre  7,  on  peut  snbslitaer  un  nombre  premier 
quelconque,  et  au  nombre  10 ,  une  racine  primitive  de  ce 
nombre.  On  a  donc  en  général,  P  désignant  un  nombre 
premier  absolu 

(1.2.3...  (P— 1))'=P+1. 
Le  théorème  de  Wilson  {y oit  p.  178),  consiste  en  ce  que 

1.2.3...  (P_i)==P— 1. 
Si  on  pouvait  donc  directement  démontrer  que  le  prodait 
1.2.3...  (P  —  i)\  n'est  jamais  de  la  forme  P+ 1 ,  alors  le 
théorème  de  Wilson  serait  une  conséquence  immédiate  de 
celui  de  Fermât  (*). 

)I. —  Le  mémoire  de  M.  Midy  cité  dan^  le  travail  de 
M.  Catalan  porte  pour  titre:  De  quelques  propriétés  des  nombres 
et  des  fractions  périodiques^  par  M.  E.  Midy,  Paris  1835, 
in-4''  de  21  pages,  chez  Bachelier.  Tm. 

SOLUTION  DU  PROBLÈME  III  (page  122}  ; 


'(H). 
BlèT«  du  collège  de  Louls-le-Grmnd. 


Fig.  100.  Supposons  le  problème  résolu ,  et  que  la  bOle 
aille  de  O  en  F  sur  AG ,  de  F  en  E  sur  BC,  de  £  en  D  sur 
AB  et  revienne  enfin  de  D  en  F,  et  prenons  G  symétrique 
du  point  donné  O  par  rapport  à  AC ,  puis  H  symétrique  de 


(*)  Nous  donnerons  dans  le  prochain  naméro,  d'après  M.  Gauss,  une  démons- 
tration très-simple  da  théorème  de  Wilson  et  d'autres  propriétés  des  nombre». 

Tm. 
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G  par  rapport  à  BC,  et  enfin  I,  symétrique  de  H  par  rapport 
à  AB.  Dans  le  triangle  GFI  on  eonnatt  le  cùté  GI  ;  donc  si 
on  <x>nnai8sait  l'angle  GFI ,  pour  avoir  le  point  F ,  il  suffi- 
rait de  décrire  sur  GI  un  segment  capable  de  GFI ,  on  a 

GFI  =  GFA+AFD, 
ou  bien  GFI  =  CFE+  AFD  ; 

Car  GFA  est  égale  à  son  opposé  GFE.  On  a 

CFÉ  +  CEF=A  +  B, (1) 

et  AFD+ADF  =  B+C (2) 

D'un  autre  c6lé  EDB  (ou  son  égal  ADF)4-DEB  ion 
son  égal  CEF)  =  A  +  C  (3)  ;  si  on  ajoute  (1)  et  (2)  et  qu'on 
retranche  (3) ,  ona  ~ 

CFE+AFD=GFI«2B. 

C'est-à-dire  que  l'angle  GFI  est  le  double  de  l'angle  op- 
posé an  côté  AC  dans  le  triangle  ABC  (*). 


SOLUTION  DU  PROBLÈME  24  (p.  246); 

»A&  M.  MXaUBirX  (ÉHOirABJ»). 


Quelle  est  la  somme  des  angles  solides  dans  chacun  des 
corps  réguliers? 

La  note  IX  des  Élémenis  de  Géométrie  de  Legendre,  ap- 
prend à  trouver,  et  nous  donnons  dans  le  tableau  ci-joint  les 
Inclinaisons  des  faces  adjacentes  dans  chacun  des  cinq  polyè- 
dres réguliers,  soit  en  appliquant  la  formule 

COSa— C0S]3C0S7 


coèazss. 


sin^siny 


(*)  Même  genre  de  solution  pour  un  billard  polygonal.  Tm. 
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a ,  (3  >  7  é^nt  les  an^e»  plans  d'un  trièdre  f)  auquel  appar- 
tient l'angle  dièdre  considéré  a),  soit,  plus  généralement,  en 

cos— 

employant  sin -a  =  ,  m  étant  le  nombre  d'angles 

sin- 
n 

plans  qui  se  réunissent  pour  former  chacun  des  angles  so- 
lides, et  n  le  nombre  de  côtés  de  chaque  face  C*)- 

Or  ces  inclinaisons  ne  sont  autre  chose  que  les  angles  des 
polygones  équiangles  interceptés  sur  la  sphère  décrite  du 
sommet  comme  centre,  et  oonséquemment  la  mesure  de  ces 

,             _.       ma— {m— ^)i8Ù^ 
polygones  M  = ^ — ; ,  en  prenant  peur  unité 

le  triangle  tri-rectangle.  Tous  les  angles  solides  étant  égaux 
dans  chaque  corps  régulier ,  on  a  leur  somme  z,  égale  à  l'un 
d'eux  multiplié  par  leur  nombre,  p-,  ou  z^/^M.  Il  suflSt  donc 
d'appliquer  ces  formules. 

C'est  ici  l'occasion  de  rappeler  les  valeurs  des  autres  par- 
lies  des  cinq  corps  réguliers,  que  donne  M.  Terquem  dans 
son  Maniiel  de  Géométrie  (note  19).  Désignant  le  tétraèdre 
par  l'initiale  T,  Théxaèdre  par  H,  Toctaèdre  par  O,  le  do- 
décaèdre par  D ,  Ficosaèdre  par  I ,  et  posant  le  rayon  de  la 
sphère  circonscrite  R=l  ;  a  étant  toujours  un  angle  dièdre; 
M  la  mesure  de  l'angle  solide  ;  G  le  côté  d'un  quelconque 
des  corps  réguliers  ;  A  l'aire  d'une  face  ;  r  le  rayon  du  cercle 
circonscrit  à  cette  face  ^  S  la  solidité  du  corps  ;  on  peut  for- 
mer le  tableau  suivant  à  double  entrée  : 


C)  Dans  le  tétraèdre,  Thexaëdre  et  le  dodécaèdre  >  c'est  l'angle  solide  même 

Pcosa 
—Y,  et  cos  0» .  Dans  l'octaèdre  et  Ticosaèdrer 
i+cosa 

l'angle  solide  est  formé  par  deux  faces  de  ces  corps  et  un  plan  diagonal  dont  o» 

calcule  l'angle  a. 

1  X 

(••)  Dans  le  tétraèdre,  m— n—3  :  sin —<!:=- col  — 

us 
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SOLUTION  DU  PROBLÈME  31  (page  394). 

Surfaces  algébriques  sur  lesquelles  Fon  ne  peut  tracer  qu'une 
seule  ligne  droite. 


Professear  de  rarlillerie  navale. 


1.  Les  équations  de  ces  surfaces  doivent  être  éTidemmenl, 
d'un  degré  supérieur  au  second ,  puisque  les  surface  réglées 
de  ce  degré  jouissent  de  la  propriété  que ,  par  chacun  de 
leurs  points ,  on  peut  mener  deux  lignes  droites. 

La  forme  la  plus  simple  de  l'équation  d'une  surface  du 
troisième  degré  qui  puisse  satisfaire  à  cette  condition  est 
celle-ci  : 

(A)  aY  +  b*^"^^{nz'—^r), 

dans  laquelle  n  et  m  sont  des  quantités  linéaires  positives , 
ainsi  que  â;  et  6;  il  est  facile  de  prouver  que  cette  surface  ne 
contient  qu'une  seule  ligne  droite  qui  est  l'axe  des  z  dont  les 
équations  sont  j:=0  ,  j^=0;  en  effet  supposons  qu'elle  con- 
tienne une  seconde  ligne  droite  dont  l'équation  de  la  pro- 
jection sur  le  plan  des^z  soit  rz=fr^-{~?'  Substituant  pour 
z  sa  yaleur  tirée  de  cette  équation ,  on  aura 

(B)    y  [a"r'+  (mr^—np*)  or]  --^pqnxy+  b'T^x*—nq^x  =  0. 

Cette  équation,  si  elle  renferme  des  droites ,  ne  peut  repré- 
senter que  le  système  de  deux  lignes  droites  ou  celui  d'une 
ligne  droite  et  d'une  courbe.  Dans  tous  les  cas  le  coefficient 
de  y^  doit  diviser  exactement  cidui  de  j:^et  les  termes  indé- 
pendants de^,  6Va^ — nq^x\  pour  que  cela  puisse  avoir  lieu, 
il  faudrait  que  l'on  eût/?  =  0  ou  9  =0,  et  mr^=:np*',  dans 
le  premier  cas,  il  faudrait  que  b*r*x*^  nqzx  fût  divisible  par 
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aV-fmr'x,  ce  qui  oe  peut  être,  puisque  ces  deux  binômes 
ont  des  signes  contraires  dans  leurs  seconds  termes. 
Dans  le  second  cas,  le  coefficient  de  ^  devient  constant, 

et  Ton  a  —  =  — r  ;  mais  pour  que  Féquation  puisse  être  ie 

^       \/n 
produit  de  deux  Taclcurs  égaux  de  la  forme  y^cx^  il 
faut  nécessairement  que  l'on  ait  9  »  0 ,  et  l'équation  (B)  se 
réduit  à  la  forme 

Les  coefficients  des  deux  termes  étant  de  même  signe,  cette 
équation  ne  peut  représenter  ni  une  droite  ni  deux  droites, 
mais  un  point;  car  pour  être  satisfaite  il  faut  que  l'on  ait 
jr  =  0,  x=0.  Ainsi  les  plans  verticaux  dont  les  équations 
sont  z  \^n-=z±Y  \/m^  coupent  la  surface  suivant  un  point 
qui  est  l'origine  des  coordonnées. 

8.  L'équation  (A)  satisfait  donc  pleinement  à  la  question  ; 
il  en  sera  de  même  de  l'équalion  â'y-|-6*a:'  =  x  {my^ — nx*)^ 
qui  rentre  dans  la  jn-emiére  en  changeant  le  signe  de  x. 

Il  reste  à  faire  voir  que  Taxe  des  x  est  bien  une  ligne  qui 
fait  partie  de  la  surface  et  non  une  ligne  conjuguée  qui  serait 
comprise  dans  son  équation. 

Pour  cela  il  faut  discuter  la  surface ,  et  faire  voir  d'abord 
que  toutes  les  projections  sur  le  plan  xy  des  sections  paral- 
lèles an  plan  des  xy ,  donnent  une  ligne  courbe  passant  par 
Forigine.  En  effet,  si  Ton  fait  z^=q^  ce  qoi  est  l'équation 
d'un  plan  parallèle  à  celui  des  xy^  on  aura  pour  l'équation 
de  la  projection  de  la  section  sur  xy^ 

a  -f-mx 

Cette  équation  nous  fait  voir  que  lorsque  x  =  0 ,  on  a  en 
même  temps  r^O;  on  voit  de  plus  que  pour  que^  soit  réel, 


Digitized  by 


Google 


—  476  — 
les  coordODoées  positiTCS  x  doivent  être  plas  petites  que  -^  , 

et  que  x  aara  toutes  les  yalenrs  de  0  à  -~r  ?  «uquelles 

correspondront  des  valeurs  de  y  ^ales  et  de  signe  contraire; 
Ja  section  correspondante  apx  x  positives ,  sera  donc  une 
courbe  fermée. 

Si  X  est  négatif  en  changeant  son  signe ,  Téquation  dé* 
viendra 

niX''^  a 

Pour  que^  ait  des  valeurs  réelles,  il  faudra  que  l'abscisse 

a"  a* 

négative  x  soit  plus  grande  que  —  /   lorsque  x  =  — ,,  les 

tn  m 

deux  valeurs  dc^  deviennent^infinies,  ce  qui  indique  que  la 

_^« 

parallèle  à  Taxe  des  y  correspondant  à  x  =  -| —  est  une 

m 

double  asymptote  de  la  courbe  ;  à  mesure  que  x  augmeole , 
y  diminue  d'abord,  et  augmente  ensuite,  puisque  x  deve- 
nant très-grand ,  les  ordonnées  de  la  courbe  tendent  à  se 
confondre  avec  celles  de  la  parabole  dont  Téquatton   est 

/       b*x 
y'=  —  ,  qui  en  est  Tasymptote.  La  section  correspondante 

aux  X  négatives  est  donc  composée  de  deux  parties  inCnîes 
séparées  dont  l'une  correspond  aux  y  positives,  et  l'autre 
aux  j^  négatives,  et  il  y  a  deux  valeurs  minima  égales  et 
de  signe  contraire,  comme  il  y  a  deux  valeurs  maxima 
dans  la  section  positive  qui  est  une  courbe  fermée:  les  unes 
et  les  autres  se  trouvent  en  résolvant  l'équation  générale  (1) 
par  rapport  à  x\  elle  donne 

_  nq^—my^±\/{jïq^'^myy^hâ^by 
^'^  'Ibq 

Pour  le  maximum  ou  le  minimum  dc^  le  radical  s  evanouil. 
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et  Ton  a  nq^  '^my'  =  ±i2aby.  Le  signe  ±:  est  relatif  aux 
deux  sections ,  et  donne  les  deux  valeurs 


l/a'b'+mnq^z^ab 


m 
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réel  est  dirigé  dans  le  sens  de  l'axe  des  j;,  et  égal  à  — -^. 

Kl» 
Cette  section  appartient  à  la  nappe  positiye. 

Si  p  est  négatif  en  changeant  son  signe ,  Féqaatioa  de- 
vient 

(4)  (mp—a^y  —  npjr=  by. 

Elle  représente  des  hyperboles  dont  Taxe  réel  dirigé  dans  le 

2bp 
sens  de  Taxe  des  y  est  égal  à  — ,  p  étant  plus  grand 

Vmp  —  q^ 

que  — .  Lorsque  p  sera  égal  a  -,  on  anray  =  -^=^ =-; 

m  m  o 

ce  qui  indique  que  le  plan  j:= — p  est  asymptote  de  la 

surface  dont  il  ne  rencontrera  les  nappes  négatives  qu'à 

des  distances  infinies  ^^=  +  00,^^= — oc.  Si  /^=0,  on 

3^=0,^=0,  et  la  section  se  réduit  à  Taxe  des  x. 

4  Les  sections  parallèles  au  plan  des  xx  correspondant  à 

y^svt  donnent  pour  équation  générale 

(5)  x= — . 

L'équation  de  cette  courbe  tient  tout  à  la  fois  de  la  parabole 
et  de  l'hyperbole  ;  car  elle  a  pour  asymptote  une  parallèie 
à  l'axe  des  z,  puisque  lorsque  ^  =  0,  on  a  2=±:ac,  ce 
qui  indique  une  double  asymptote  correspondant  aux  x  posi- 
tives et  négatives. 

A  mesure  que  x  augmente,  x  diminue  puis  augmente  en- 
suite, car  lorsque  x  devient  très-grand ,  les  ordonnées  de 

la  courbe  tendent  à  se  confondre  avec  celles  de  la  parabole 

b*  X       ifif*^ 
dont  l'équation  est  ^  = 1 ,  qui  en  est  l'asymptote. 

La  section  correspondant  aux  x  positives  est  donc  com- 
posée de  deux  parties  séparées  composées  de  deux  branches, 
une  partie  supérieure  correspondant  aux  x  positives  et  l'au- 
tre inférieure  aux  z  négatives. 

Si  X  est  négatif  en  changeant  son  signe,  l'équation  de- 
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les  premières  seroQl  relalives  à  la  seclion  de  la  nappe  posi* 

lîve,  et  répondront  à  j:  =  y  ;  les  secondes  se  rapporteront 

à  la  section  des  nappes  négatives,  et  répondront  à  x=z  — -•; 

elles  ne  seront  réelles  que  lorsqu'on  aura  r> et  lors- 

m 

qu'on  aura  r= — ,  elles  donneront  j:= ,  comme  on 

^  m  m 

Ta  déjà  vu. 

Dans  le  cas  où  r=  0 ,  la  section  a  lien  seulement  dans  la 
nappe  positive  qui  contient  Taxe  des  z,  et  son  équation  de- 
vient en  divisant  para:, 

"■•  —         ■ 

*•  —       '  I 
n 

c'est  celle  d'une  parabole  qui  est  la  coupe  diamétrale  de  la 
surface  conjointement  avec  l'axe  des  ;squi  répond  à  :r  =0, 
facteur  supprimé. 

Observation,  Faisant  m=0,  les  nappes  dites  négatives  dis- 
paraissent et  la  discussion  devient  plus  simple.  Il  serait  peut- 
être  utile  de  s'occuper  de  la  classification  des  surfaces  du 
troisième  degré ,  à  l'aide  des  cônes  asymptotes.  Tm . 


Note  sur  Vaire  de  Vellips&ide  de  révoltUion. 

S  =  aire  de  Tellipse  -,  cosa  =  petit  axe  divisé  par  le  grand 

axe  ; 

aire  de  rcllipsoïde  allongé  =  2S  f  cosa-f  -^  )» 
Id.  aplati  ==  âS^séc  «H —  \ 

Pcul-on  parvenir  à  ces  résultats  sans  employer  le  calcul  in- 
tégral ?  Laquelle  de  ces  expressions  est  la  plus  grande?    Tm. 
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QUESTION  D'EXAMEN, 

PA&  X.  XXBT, 
Ancien  proretsenr  d«ns  les  Collèges  royaux  (*). 


I.  Problème.  Trouver  le  lieu  des  points  milieux  de  foules 
les  sécantes  que  l'on  peut  mener,  dans  an  plan,  d*an  même 
point  à  une  courbe»  ou  ligne  donnée  du  second  degré. 

Solution.  Supposons  d'abord  que  la  courbe  soit  une  el- 
lipse. Rapportons-la  à  ses  axes  et  soit  son  équation 
«y  +  é'-r*  — a»6'=0.  (1) 

Appelions  (x',  y) ,  les  coordonnées  du  point;  l'équation  do 
la  sécante  sera 

y—y:z^m{x—X^).  (2) 

On  en  tire 

Et  cette  valeur  de  ^  étant  mise  dans  (1)  il  viendra ,  en  or- 
donnant par  rapport  à  x , 

(a'm^+é*) x'— 2a' (mV— /»/) x+a'[{y—nu/)*—b*'iz=zO.  (3) 
L'abscisse  du  point  milieu  de  la  sécante  considérée  étant 
la  dc^mi -somme  des  racines  de  cette  équation,  en  désignant 
cette  abscisse  par  x ,  Ton  aura 

a'{m*jc^ — my) 

ddi 

X  (aW+i')  —a*  {/uV—  m/)=c:0. 

En  ordonnant  par  rapport  à  m ,  il  vient 

Et  en  mettant  dans  cette  équation  la  valeur  de  m^  tirée  de 

n  Actuellemenl  professeor  au  collège  de  Sorèze. 
Ami.  ns  MatbAii.  I.  32 


Digitized  by 


Google 


—  482  — 
(2) ,  OQ  trouve,  réduction  faite,  l'équation 

^>  (  J^  —y)  4-  **-r  (X  —  jr')  =  0 , 
qu'on  peut  écrire  ainsi 

«y  -  ayy+b'x'-^  b'xa/=  0.  (4> 

C'est  celle  d'une  ellipse ,  semblable  et  parallèle  à  l'ellipse 
donnée,  et  qui  est  le  Uea  demandé. 

II.  Cette  équation  s'obtiendrait  plus  promptement  en  re- 
tranchant de  l'équation  (1),  l'équation 

^yy  +  b^^ra:'—  a^b^  =  0 ,  (5) 

qui  est  celle  de  la  polaire  du  point  donné  (j/,  y)  ;  d'où  il 
faut  condure  qu'en  supposant  ce  point,  que  nous  nommerons 
M ,  extérieur  à  l'eUipse  BDCE  (fig.  96) ,  l'ellipse  (4)  passera 
par  les  points  de  contact  T, ,  T, ,  des  deux  tangentes  qu'on 
peut  mener  du  point  à  la  courbe  II  est  facile  de  vérifier 
qu'elle  passe  de  plus  par  l'origine ,  par  le  point  donné  et  par 
le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  l'axe 
des  x.  Cette  équation  (4)  équivaut  à  celle-ci  : 


„.(,_g+.(,_0=«y:+^. 


(6) 


Sous  cette  forme  on  voit  de  suite  que  le  centre  est  au  milieu 
de  la  droite  MA. 
De  plus ,  on  désignant  les  demi-axes  par  A  et  B ,'  l'on  aur<> 

♦*'  f  A*       a* 

«y+àV      d'oùilsuitque  ^,=^i 

*  =  — *â-—  ) 

ou  que  les  deux  ellipses  ont  leurs  axes  proportionnels.  De 
plus  ces  ases  sont  parallèles.  Il  suit  de  là  que  la  droite  MA 
passant  par  k*s  deux  centres,  cout)era  les  deux  ellipses  en  des 
points  homologues  M  et  K.  11  sera  donc  facile  de  construire 
la  courbe  demandée. 
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IIL  Quand  le poinlMestextériearàrelUpse donnée BDGE, 
Ions  les  points  de  Tare  intérieur  T,  et  T,  de  la  nouvelle 
ellipse  contiennent  évidemment  à  la  question.  Il  s'agit 
d'expliquer  comment  les  points  de  Tare  extérieur  T.AT.  y 
conviennent  aussi. 

Supposons  d'abord  que  â=  b ,  ou  que  l'ellipse  (1)  soit  un 
cercle;  faisons  de  plus  y  =  0;  hypothèse  qui,  dans  le  cas 
actuel ,  n'altère  pas  la  généralité  de  la  question. 

Alors  réquation  (4)  devient 

Elle  représente  un  cercle  dont  le  diamètre  est  AM  {fig.  97) , 
et  qui  est  le  lieu  des  sommets  de  tous  les  angles  droits  qui 
s'appuient  sur  cette  droite.  D'ailleurs  le  résultat  est  indé- 
pendant de  â,  ou  du  rayon  du  cercle.  Lit  circonférence  AM 
est  donc ,  ce  qui  est  évident  d'ailleurs ,  le  lieu  des  points  mi- 
lieux de  toutes  les  cordes  ou  sécantes  passant  par  le  point  M 
de  toutes  les  circonférences  qui  ont  pour  centre  commun  le 
point  A. 

Revenons  maintenant  à  Tellipse  primitive.  Remarquons 
que  les  valeurs  trouvées  pour  A*  et  B'  ne  changent  pas , 
lorsqu'on  suppose  que  x'  et  y  étant  invariables,  a  et  b  va- 
rient proportionnellement.  L'ellipse  (4)  reste  donc  la  même 
pour  toutes  les  ellipses  semblables  à  Tellipse  (1) ,  et  sembla- 
blement  placées ,  qui  ont  pour  centre  commun  le  point  A  ;  et 
c'est  ce  qui  explique  pourquoi  l'analyse  a  donné  pour  ré- 
ponse à  la  question,  l'ellipse  entière  MT.AT,. 

lY.  Quand  on  supposer'  et  y  infinies,  Téquation  (4)  se 

réduite 

ayy+b'xa/  =  0, 

d'où  Ton  tire 

ôqualioQ  du  diamètre  conjugue  de  celui  dont  la  direction 
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passe  par  le  poinl  M.  Mais  alors  les  sécantes  MAt  parallèles; 
de  là  cette  propriété  connue  qac ,  dans  l'ellipse,  les  points 
milieax  des  cordes  parallèles  sont  sar  le  diamètre  conjugué 
de  celai  qoi  est  parallèle  à  ces  cordes. 

y.  En  changeant  6*  en  —  fr\  tout  ce  qui  vient  d'être  dit 
ponr  Tellipse,  s'appliquerait  à  l'hyperbole.  Le  lien  cherché 
serait  donc  encore  une  seconde  hyperbole  dont  les  aies  se- 
raient proportionnels  et  parallèles  à  ceux  de  la  première; 
donc  une  des  branches  passerait  par  le  point  donné,  et  Faatre 
par  le  centre  de  la  courbe  (*)-  Cette  hyperbole  resterait  la 
même  pour  tontes  les  hyperboles  semblables  parallèles  et 
concentriques  à  la  première,  ou  qui  auraient  les  mêmes 
asymptotes  qu'elle.  Elle  ne  changerait  donc  pas  pour  Thypei^ 
bole,  limite  de  toutes  celles  que  nous  venons  dlndiquer; 
c'est-à-dire,  pour  celle  qui  se  confond  avec  les  deux  asynsp- 
foies  elles-mêmes.  On  voit  donc  que  le  cas  de  deux  droites 
qui  se  coupent  est  compris  implicitement  dans  celui-ci. 

YI.  Pour  le  montrer  directement.  Soient  ABC  Ifig.  98) 
l'angle,  et  M  le  point  donné  ;  BC  l'une  des  onrdes  et  1  non 
point  milieu.  Prenons  les  côtés  AB ,  AC ,  pour  axes  des  jc  et 
des  ^.  Appelions  toujours  -r',  y,  les  coordonnées  du  point 
M,  et  soient  de  plus  AB^z ,  AÇ  =  ji. 
L'équation  de  BÇ  sera 


(1) 


le  point  I  sera  sur  les  droites 


x  =  l.         (2)  y=L  (3) 

L'élimination  de  a  et  (3  entre  les  équations  (1),  (2)  et  (3) 
donne  en  réduisant 

2xr — xy  — yx  =  0 ,  (4) 

pour  l'équation  du  lieu  demandé.  C'est  celle  d'une  hyperbole 

n  Geile  hyperbole  n'ei (  semblable-A  l'byperbole  donnée-,  que  lorsque  le  poim 
U  f  ilué  dani  l'angle  des  asymptotes.  M. 
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passant  par  lo  point  M  et  par  rorigioe,  et  dont  ]es asymptotes 
ont  poar  équations 

représentant  deux  droites  parallèles  aux  deux  côtés  de  Fan- 
gle.  Cette  hyperbole  est  donc  semblable  à  toutes  celles  qui 
auraient  pour  asymptotes  les  deux  droites  données  AB ,  AC, 
puisque  le  rappprt  des  axes  serait  le  même.  Ce  qu'il  fallait 
démontrer. 

VU.  On  trouvera  aisément  que  si  la  courbe  donnée  était 
la  parabole  représentée  par 

y_2/7x  =  0,  (I) 

le  lieu  cherché  aurait  pour  équation 

riy—y)  —p  {x—^) = 0 ,  (2) 

qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 


(-9"-'['-(^-ç)]=»- 


(3) 


OU ,  en  déplaçant  l'origine  sous  celle-ci  : 

y^—px=Q.  (4) 

Ainsi  ce  lieu  est  une  parabole  parallèle  à  la  parabole  donnée 
et  d'un  paramètre  deux  fois  moindre  ;  donc  le  sommet  est 

y 

distant  de  l'axe  de  la  première  d'une  quantité  égale  à  --  et 

de  la  tangente  au  sommet  d'une  quantité  égale  à  x'  —  — . 

La  quantité*^,  est  facile  à  construire,  car  soient  VAU 
4p 

(fig.  99)  la  parabole  et  M  le  point  donnés.  Menons  MR  pa- 
rallèle à  AX  et  rencontrant  la  courbe  en  R.  Abaissons  de  ce 
point  la  perpendiculaire  RQ  sur  Taxe,  nous  aurons  par 

y*  •  1 

cette  construction  AQ  =^  ;  donc  en  prenant  PGr  =  -  AQ, 

Zip  À 

le  point  S  déterminé  par  l'intersection  de  SG,  parallèle  à 
MP  et  de  SZ  parallèle  à  AX  et  distante  de  cette  droite  d'une 
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quantité  égale  à  -  MP,  sera  le  sommet.  La  parabole  (3), 

éà. 

T.MSPT, ,  dont  le  paramètre  est  connu,  est  donc  complète- 
ment déterminée. 

Si  Ton  imagine  que  la  parabole  donnée  YAU  glisse  sur  son 
axe  de  manière  que  son  sommet  A  prenne  une  position  ar- 
bitraire A',  la  quantité  AQ  restera  invariable  de  grandeur, 
puisque  Fordonnéey  du  point  M,  et  la  quantité  2p  vl^  varie- 
ront pas.  P6  sera  donc  constant,  et  par  conséquent  la  parabo- 
le (3)  sera  invariable  pour  toutes  les  paraboles  considérées. 

VIII.  On  sait  que  l'équation 

qui  représente  l'ensemble  de  deux  droites  parallèles  à  Taxe 
des  X  et  de  plus  également  distantes  de  cet  axe  »  n'est  qu'un 
cas  particulier  de  la  parabole. 

Alors,  en  prenant  pour  axe  des^  une  perpendiculaire  à 
celui  des  x  passant  par  le  point  M,  l'équation  de  la  sécante 
sera 

y—y=^mx,  (2) 

La  substitution  dans  (i)  de  la  valeur  de  y  prise  dans  (â) , 
donne 

m'jr»-f-  2myx+y' — a'  =  0.  (3) 

L'abscisse  du  point  milieu  sera  donc  déterminée  par  la 
relation 

x=-^.  (4) 

m 

Faisant  le  produit  des  équations  (â)  et  (4),  on  trouve 

ou  l'aie  des  x  pour  le  lieu  cherché. 
Le  problème  est  donc  complètement  résolu  (*). 

(*)  Pour  une  ligne  ou  une  furface  du  degré  m,  le  lien  cherché  esl  du  degré 
ms — - —  et  s'obtient  par  le  même  genre  de  calcul,  qui  consiste  à  chercher  um 
équation  à  la  somme  des  racines  prises  2  à  2.  Tm. 
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ftSTras  Bs  M.  c 

Profenear. 


J'ai  vu,  dans  votre  numéro  d'aoi) 
M.  Pury,  dans  laquelle  il  montre 
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J'aî  lu  aussi  nue  remarque  qui  termine  une  lellre  de 
M.  Fink,  insérée  dans  le  même  numéro. 

Je  n'ai  rien  à  y  répondre,  sinon  que  je  n'avais  pas  en  l'oc- 
casion de  lire  sou  ouvraee ,  et  que  son  travail  sur  les  ap- 
proximations ,  comme  je  rai  vu  depuis ,  diffère  complètement 
du  mien  pour  les  opérations  principales. 

Puisque  je  me^trouve  amené  à  vous  entretenir  de  ma  note 
sur  les  approximations ,  je  la  compléterai  par  deux  remar- 
ques. 

1 .  J'ai  indiqué  généralement  pour  chaque  opération  un 

moyen  d'avoir  le  résultat  approché  par  défaut  à  •;7  près.  Si  on 

veut  avoir  ce  résultat  par  excès  à  r;,  on  suivra  exactement 
dans  chaque  cas,  la  méthode  indiquée  pour  l'avoir  par  dé- 
faut; ce  résultat  une  fois  obtenu,  on  l'augmente  de  -r,  et  on 

0 

Fa  ainsi  par  excès  avec  l'approximation  demandée. 

2.  Parmi  les  questions  d'approximation  on  peut  faire  celle- 
ci.  En  remplaçant  dans  un  calcul  une  ou  plusieurs  quantités 
incommensurables  par  leurs  valeurs  approchées  à  moins 
d'une  quantité  «,  par  exemple,  quelle  est  l'approximation 
avec  laquelle  le  résultat  Quai  est  obtenu? 

Il  est  évident  que  cette  limite  e,  connue  dans  cette  ques- 
tion ,cst  celle  que  l'on  cherche  dan^  les  questions  traitées  dans 

ma  note,  tandis  que  -  est  actuellement  le  nombre  à  trouver. 

0 

Par  suite  en  dégageant  -r  dans  chaque  inégalité,  on  en  déduit 

o 

facilement  une  limite  supérieure  de  l'erreur  -  commise  sur 

o 

le  résultat  final  de  l'opération  que  l'on  considère. 
Exemple:  Pour  la  multiplication,  on  trouve  la  formule 

eS«.i<-;.  Dans  la  question  actuelle  e  est  connu ,  on  sait  ce 

0 

qu'il  faut  mettre  pourS„-.i;  à  cause  de  rinégalité  ->eS«.i, 

on  volt  que  eSm-i  est  une  limite  supérieure  de  l'erreur 
commise  sur  le  produit,  lorsqu'on  emploie  pour  chaque 
facteur  une  valeur  approchée  à  e  près.  Application  numé- 
rique: supposons  que  chaque  facteur  soit  pris  à  0,01  près, 

dans  le  produit  it.\/3.  Kl  2.  L'erreur  commise  sur  le  pro- 

1  26 

duit,  sera  moindre  que  —  X(i.2 +4.3 +  2.3)  ou  — . 
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{x\  y  y  coordonnées  d*on  point  quelconque  pris  sur  le  pkn 
de  la  courbe). 

Observation,  m  et  L  ne  varient  pas  avec  Torigine. 

III.  IdentUéê. 

it'— /m=4AL;        2A)t'-(-2m/i=— 4BL;         A'»— fmrriCL; 

Jf/-f-Jt/i=2DL;     kt+k'n  ^2EL;     w'— /r=4FL; 

C/— A/ +EA+mF  =  L  ;       A/'— C/+DA'4-mF = L  ; 

aa+Bif+Em^O;        2kk+Bk+J}m=0, 

(A— Cr  +  [B-2AC087]  [B— 2CC0S7]=:N^+ 

+m8in'7  =:(A— C)'8in  ^+  [B— {A+C)C087]'; 

(  2Aj^4-Rr-f  D  )• — (2Cx+^r+Er  =  (If  u:'— 2itjc+ /)— 

—  (/wr— 2Ar+r), 

1 V .  Coordonnées  du  centre,-  diamètre  passant  par  l'origine, 

k  k 

x=— ,  r=— »  coordonnées  du  centre  ;   ky — A'arsO, 

mm  '^  ' 

équation  du  diamètre  passant  par  Torigine,  pour  les  trois 
coniques. 

y.  Caractères  analytiques  des  coniques  et  de  leurs  variélés. 

m  <  0  ;  L>0,  ellipse  ;  L  =  0,  point  ;  L  <  0,  ellipse  ima- 
ginaire ; 

m=:Oi  L>0,  parabole;  L  =  0  ;  deux  droites  parallèles 
pouvant  se  confondre;  L<0,  ou  /<0,  parabole  inuiginaire; 

m>0;  L>0y  hyperbole;  L=0,  deux  droites  convergen- 
tes ;  L<0,  hyperbole ,  un  des  deux  diamètres  conjogoés  aux 
axes  où  aucun  des  deux  ne  rencontre  la  courbe  ; 

m  =  ±:  oc,  une  droite. 
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ObservaHan.  Si  on  fait  yarier  un  des  trois  premiers  coef- 
ficients A,  B,  C  de  l'équation  (1),  et  reg^ardant  comme  con- 
stants les  cinq  autres  coefficients  ;  il  est  évident  que  m  passe 
par  tons  les  états  de  grandeurs ,  et  la  courbe  par  toutes  les 
formes  possibles  ;  et  lorsque  m  devient  infini  positif  ou  néga- 
tif, Fhyperbole  limite  est  une  droite,  ainsi  que  Tellipse  li- 
mite. En  eflet,  les  extrémités  d'une  droite  peuvent  être  con- 
sidérées comme  des  foyers ,  et  tous  les  points  situés  sur  la 
droiteentre  ces  extrémités  apparti^inent  à  une  ellipse,  et 
ceux  qui  sont  sur  les  prolongements,  à  une  hyperbole  ;  cette 
dernière  courbe  est  encore  représentée  par  une  droite  éleyée 
perpendiculairement  sur  le  milieu  d'une  autre.  La  discussion 
qu'on  rencontre  dans  les  auteurs  ne  donne  pas  les  cas  où  ces 
deux  courbes  se  réduisent  à  une  droite  unique,  parce  qu'on 
omet  de  parler  des  valeurs  infinies  de  m, 

Laplace  trouve  les  lois  du  mouvement  rectiligue  d'un  point, 
attiré  vers  un  centre  fixe,  en  raison  inverse  des  carrés  des 
distances,  en  considérant  la  droite,  comme  une  ellipse  infi- 
ment  aplatie.  (Mée.  céi^  1. 1,  p.  197.) 


P 

0 

n 

p 

0 

H 

P 

E 

X 

= 

• 

h 

H 

I 

I 

Ce  tableau  à  double  entrée  contient  tous  les  cas  possibles  $ 
les  lettres /i,0,n signifient  positif^  zéro,  négatif.  H,PjEsont 
les  lettres  initiales  des  noms  des  trois  coniques;  I  veut  dire 
imaginaire. 
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VI.  Équalùm  générale  rapperUt  m  uiUre. 
Ranplaçaut  dans  Féquation  (i),  a?  eij^  par  ^+—i  ^ 

y  4-  il ,  et  faisant  attention  aux  identités  9"«,10™«  et  11™. 

m 
on  obtient  de  suite,  pour  l'équation  au^centre  : 

ScHOL».  S<Mt  C  positif  et  m  négatif;  la  courbe  est  une  d- 
lipse  et  restera  toujours  teUe ,  lorsque  G  augmentera  înd^ 

finiment  ;  pour  C= oc ,  -derient—  .-77;  ;  et  l'équation  se  ré- 

dut  à  ar'=0 }  l'ellipse  devient  une  droite  ;  tien  est  de  mène 
pour  l'hyperbole  en  supposant  G  négatif. 

YII.  Systèmes  de  diamèires  conjugués  aux  axes  eoorionméSy 
angles  de  ces  sgHèmes  et  valeurs  des  demi-diamétres. 

L'équation  générale  étant  rapportée  au  centre  (2),  00  a , 
par  la  résolution  del'équatîon  2C-r+^r =^  5  r = ^  ;  sys- 
tème de  diamètres  conjugués,  dont  le  second  est  parallèle  i 
Taxe  des  x. 

4G*sin*7 
Garrédu  sinus  de  l'angle  de  ces  diamètres  ==^^-|-jj^==aln> 

L 
Carré  du  i  diamètreparallèleàraxe  ^=^—7^  • 

Garrédu  i  diamètre  conjugué = g— 5 [m4.4GN]. 

Changeant  A  en  G ,  et  vice^ersâ,  on  obtient  les  expressions 
analogues,  relatives  au  diamètre  conjugué  à  l'axe  desj^. 

ScHOLiB.  Ge  'système  de  diamètres  conjugués  étant  ainsi 
connu  de  position  et  de  grandeur,  on  peut  construire  la  courbe. 
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CoRotL.  4.  Pour  que  la  oouiqae  devienne  une  hyperbole 
équilatère,  la  partie  rationnelle  de  z  doit  s'évanooir,  Ton  a 
donc  N=0,  condition  unique. 


CoROLL.  5.  Eliminant  L  et  L' on  obtient 


msin  7        m'sin^ 


IX.  ^^Mifon  aykx  paramètres  des  deux  diamètres  principaux. 

z/etz"  étant  les  racines  de  réquation  (3);  -T^et-V,  sont 

z  z 

deux  racines  de  Téquation  suivante  en  u,  dont  le  calcul  n'of- 
fre aucune  diflSculté,  car  le  dernier  terme  est  z'z",  et  le  coeflB- 

z'^-l-a"'     fz'-4-z"V' 
cient  du  second  terme  est     T"»  =    "L^  ^  Si^f-^z"), 

zz  z  z 

m'8in,\u'— 4LN[3  msin'v— 4N']a— 4L'sin'7=0.       (I) 

Les  deux  racines  de  cette  équation  sont  les  carrés  des  demi- 
paramètres  des  axes  principaux;  lorsque  m^O,  un  de  ces  pi* 

Lsin^ 
ramètres  devient  inGni  et  l'autre  a  la  valeur  nniett=    ,^^  ; 

4-N* 

on  voit  donc  que  la  relation  du  coroll.  2  exprime  que  les  deux 
paramètres  sont  égaux. 

ObservcUiùn,  Les  équations  (3)  et  (4),  calculées  pour  les 
diamètres  principaux,  s'adaptent  à  des  diamètres  conjugués 
quelconques.  Il  suffit  de  diviser  le  dernier  terme  par  le  carré 
du  sinus  des  diamètres  conjugués  que  l'on  considère;  les  ra- 
cines de  l'équation  (3)  expriment  alors  les  carrés  des  demi- 
diamètres  conjugués  qui  répondent  à  cet  angle  ;  et  Téquation 
(4)  fait  connaître  les  paramètres  de  ce  système.  Ce  sont  des 
conséquences  immédiates  des  raisonnements  employés  pour 
parvenir  à  ces  équations  ;  il  s'ensuit  que  dans  la  parabole,  tout 
système  d'axes  conjugués  a  deux  paramètres,  l'un  de  gran- 
deur finie  et  l'autre  infini  :  proposition  qu'on  ne  démontre 
ordinairement  que  pour  les  diamètres  principaux. 
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X.  Équation  aux  rapporté  des  diamètres  principaux. 

Calculant  réqaation  qui  a  pour  racines  -,  el  --;-,  on  trouve 

z       z 

•■•+4=-+']+'='""«*'^=!^?-'-»- 

^/TlSin  7  -J  2  s  2  2 

CoROLL.  1 .  Il  suffit  donc ,  pour  que  deux  coniques  soient 

W  F" 

semblables  que  Fon  ait — .-.  =    ,  .  ,  ,  ;  mais  cette  relation 
^  msin7     fn'sinV 

IJV     L'N' 
jointe  à  celle-ci  — r= — ir  i  ^^bUt  l'égalité  des  deux  coni- 
ques. 

GoROix.  2,  De  quelque  manière  qu'on  change  le  système 
de  coordonnées  rectiUgnes  d'une  conique  douée  de  centre,  les 

..X    LN  N'  .        .  .,       . 

quantités  -^  et  — r-r     restent  myariables;  donc    aussi 

m  //isin'y 

L 
^3  .  ,  ' ,  qui  convient  aussi  à  la  parabole. 

GoROLL.  3.  Lorsque  m=0,  on  a  (/  =  0  et  ^  =  oc,  ainsi  que  ' 
cela  do  t  être  dans  la  parabole. 

XI.  Équation  appartenant  à  un  système  de  diamètres 
conjugués. 

Soit  réquation  (2)  de  la  courbe  rapportée  au  centre  ;  et 
jr  =px^  y  =  qx^  le  système  de  deux  diamètres  conjugués, 
on  a  la  relation 

^kpq  +  B(/7  +  5F)  +  2C  =  0.  (5) 

On  parvient  à  cette  relation ,  en  cherchant  le  lieu  géométri- 
que des  milieux  des  cordes  menées  parallèlement  à  Tun 
quelconque  des  diamètres  ;  le  système  des  deux  diamètres  est 
représenté  par  l'équation  [y—px)  {y — qx)—(i  ;  éliminant  ^, 
il  vient 

j^\2A/i+B)  +  2a:^(C— A/.^)-y7x'(2C+B/;)=0,      (6) 
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Observatûm.  La  relation  (5)  oonTient  aussi  à  la  parabole , 
oomme  il  est  facile  de  s'en  assurer  en  cherchant  le  lien  géo- 
métrique des  milieux  d'an  système  de  cordes  parallèles. 

Apollonius  définit  le  diamètre ,  une  droite  qui  divise  en 
parties  égales  un  système  de  cordes  parallèles  (déf.  10).  Cette 
définition  est  plutôt  l'objet  d'un  théorème.  Apollonius  lui- 
même  démontre  ce  théorème ,  à  diverses  reprises.  Le  milieu 
d'une  corde  est  le  point  de  moyenne  distance  de  ses  points 
d'intersection  avec  la  courbe  ;  sous  ce  point  de  vue ,  le  théo- 
rème est  général  et  s'applique  à  une  courbe  algébrique  queU 
conque;  il  est  dû  àNev?ton.  Le  moyen  de  démonstration  est 
le  même  que  pour  les  coniques. 

XII.  Éqfioiion  appartenant  au  système  d'axes  principaux. 

Pour  les  axes  principaux ,  il  faut  joindre  à  la  relation  (5), 
la  suivante,  qui  exprime  que  l'angle  des  diamètres  est  droit  : 

«+W+(/H-'^)cos7  =  0.  (7) 

Éliminant  j9  et  q  entre  1^  trois  équations  5,  6, 7,  il  vient 

j-T:2Ac0S7— B]+2:cj-(A— C)-fx»[B— 2CcoS7]=0  (8) 
équation  qui  donne  les  directions  des  axes  principaux,  dans 
les  trois  coniques.  Résolvant  cette  équation ,  on  trouve 

^(2Acos7-B)+a:(A— C)  =±x  \/N'+msin*7. 
Remarque.  Une  coniqae  étant  donnée  par  son  équation , 
on  peut  donc  la  construire  de  suite  sans  résoudre  l'équation. 
On  détermine  les  coordonnées  du  centre  par  les  formules  IV; 
l'équation  (8)  donne  les  directions  des  axes;  l'équation  (3), 
les  valeurs  des  axes  principaux  ;  mais  il  reste  à  savoir  com- 
ment on  doit  porter  les  axes  principaux.  Nous  montrerons 
dans  l'article  suivant  comment  on  fait  disparaître  cette  am- 
biguïté ;  de  même  comment  on  détermine  le  sommet  de  la  pa- 
rabole ,  nécessaire  pour  construire  cette  courbe. 

(  La  suite  prochainement.) 
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2.  Considérons  le  cas  particulier,  le  seul  dont  nous  aorons 
besoin ,  où  Ton  a 

a'=:a"=a'",        et       P' =  0"=(3"'  =  O; 

delà, 

V        r         r 

*  a  a  a 

donc  réquation  (4)  donne 

comparant  les  termes  semblables ,  il  vient 

relation  qu'on  peut  déduire  facilement  de  (XYI) 

nouvelle  relation  que  nous  désignons  par  (XX). 

Ce  procédé  ingénieux ,  qui  peut  s'étendre  à  un  nombre 
quelconque  d'équations  de  la  forme  (I),  a  été  employé  par 
Lagrange  et  par  Poisson  (Corresp.  sur  l'École  poljt.,  tome  I, 
p.  237,  édit.  de  1808). 

3.  Soit  maintenant  5r'r'j:'+/?Vy  4-^y  a*  =ip*q*r*^  l'équa- 
tion d'un  ellipsoïde  rapportée  à  trois  diamètres  conjugués 
qudconques  ;  soient  p',  q\  /^  les  longueurs  de  trois  autres 
demi -diamètres  conjugués,  dont  les  extrémités  ont  pour 
coordonnées  respectives  x', y ,  z'  5  x",  y,  z"  ;  x"' ,  y,  z'"  ; 
substituant  les  valeurs  de  ces  coordonnées  dans  l'équation  de 
l'ellipsoïde,  on  obtient  trois  équations  de  la  forme  (I),  mais 
où  x' est  remplacé  par  qrx'-,  y  par  pry-y  z'^^lt  pq^\  x" 
par  ^rx",  etc.  a  =r  a"=a'"=pY''*  ;  'es  demi  -  diamètres 
p\q\T^é{dXïi  conjugués,  après  avoir  remplacé  x\x\x'*^  etc. 
Ainsi  qu'il  a  été  dit ,  Ton  a  0'  =  g"  =  3"'  =  0  ;  donc,  on  a  le 
cas  particulier  du  paragraphe  précédent  ;  ainsi  ç'==p^  W  ; 
r'  =  ^/7W';  r=/y^'^Va/",ctc.;  \^p\^r^  (XI  et  XVIII). 
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4.  Théorème  I.  Si  on  projette  an  système  de  trois  diamè^ 
très  oonjogués  sur  un  quatrièiiie  diamètre  parallèlement  aa 
plan  conjugué  à  ce  diamètre ,  la  somme  des  carrés  des  pro- 
jections est  égaleau  carré  dece  quatrième  diamètre.  (Chasles, 
Aperçu  historique^  p.  8i4.  1837.) 

Car  la  relation  j/'-f-^'*  +  ^"'*  =  «'  -,  trouvée  ci-dessus , 
donne,  après  aroir  remplacé  x\jtf\x*'\  par  les  yalenrs  in- 
diquées, 

j/*J^x"*+2f"'  =/  j  C.Q.F.D. 

5.  Théorème  II.  La  somme  des  carrés  de  trois  diamètres 
conjugués  est  constante.  Supposons  les  axes  rectangulaires , 
on  aura 

ajoutant  ces  équatioos  membre  à  membre ,  et  ayant  égard  au 
théorème  précédent,  on  a 

donc ,  etc. 

6.  Théorème  III.  La  somme  des  carrés  des  projections  or- 
thogonales d'un  système  de  trois  diamètres  conjugués  sur 
une  droite  fixe  quelconque  est  constante.  (  Chasles,  Aperçu 
Aiston^,p.  824.) 

Désignons  la  droite  fixe  par  5,  les  axes  étant  rectangulai- 
res, on  a  les  formules  connues 

/COS  (p\s)  =:  J/COS  (5,^)-hrC0S(^,^)  +  2'cOS(^,r)  ; 
X  y'  a' 

car     -  =  cos(/,/>')  ?  ^  =  cos  (  p',q)  ;  -7  =  ^^  (P^>^) y 

où  cas {p\s)  désigne,  d'après  une  notation  adoptée, le  cosinus 
de  Fangle  des  droites/^'  et  5,  et  ainsi  des  autres.  Le  premier 
membre  est  la  valeur  de  la  projection  du  demi-diamètre  p' 
sur  la  droite  s.  On  a  deux  équations  semblables  pour  les  pro- 
jections de  q\r  sur  la  même  droite  s.  Elevant  chaque  mem->. 
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bre  au  carré,  les  ajoutant ,  en  ayant  égard  à  la  relation  (XX) , 
il  Tient 
p"cofi'  {p\s)  +^"C08'(^',#) +r^'coeV,*)  =p'ooB\s,p)+ 
+ç*C08V,^)+r^C08'(#,r), 

le  second  membre  est  une  quantité  constante ,  donc,  etc. 

Ce  tbécMrème  III  peut  encore  s'énoncer  ainsi  :  la  somme  des 
carrés  des  distances  orthogonales  des  extrémités  de  trois 
demi'diamétres,  conjugués  à  un  plan  diamétral  fixe^  est 
constante. 

7.  Théorème  lY .La  somme  des  carrés  des  distances  des  ex- 
trémités de  trois  diamètres  conjugués  à  un  diamètre  fixe,  est 
constante. 

Cette  somme  est  évidemment  égale  à  la  somme  des  carrés 
des  trois  demi  -  diamètres  conjugués ,  quantité  constante, 
moins  la  somme  des  carrés  des  projections  de  ces  demi-dia- 
mètres sur  le  diamètre  fixe ,  quantité  Clément  constante 
(théorème  III);  donc  ce  théorème  peut  s'énoncer  ainsi  :  la 
somme  des  carrés  des  projections  de  trois  diamètres  conju- 
gués sur  un  plan  fixe ,  est  constante. 

8.  ThéoremeY.ÉUkui  donnés  deux  ellipsoïdes  quelconques, 
la  somme  des  carrés  de  trois  diamètres  conjugués  du  premier 
ellipsoïde,  divisés  respectivement  par  les  carrés  des  diamè- 
tres qui  leur  sont  parallèles  dans  le  second  ellipsoïde,  est  une 
quantité  constante.   (Aperçu  historique^  pag.  824.)  Soit 

-,-f-^   H — ;•  SX  1,  l'équation  d'un  ellipsoïde  rapportée 

aux  axes  principaux  ; 

AV+A'y+A"'a'H-Frz+B"xz+B'"jy— 1  ^  0» 

l'équation  d'un  second  ellipsoïde,  concentrique  an  premier  ; 
/,;'/ demi-diamètres  conjugués  dans  le  premier  eUipsoide  ; 
jp',  y^z'  les  coordonnées  de  l'extrémité  éep'  ;  a/'y  ,a",  etc.  ; 
^j  *î  f-i  r*f**®s  des  demi  -  diamètres  p\  j',  /^,  inlercep- 
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tèes  par  le  second  ellipsoïde ,  et  s,  coordonnée  de  Textré- 
mité  de  <f ,  on  a  donc 

car  le  diamètre  y  a  ponr  éqaations>'=^  z,  j:=-7^,  d*où 
en  faisant  attention  à  la  rdation  (XX) ,  l'on  tire 

le  second  membre  est  constant ,  donc  etc. 

9.  Théorème  YI.  La  somme  desTaleors  inrerses  descarrés 
de  trois  diamètres  rectangulaires  d'an  ettipsdkle  est  con- 
stante. - 

n  suffit  de  supposer  que  le  premier  dlipsoide  est  une 
sphère;  si  le  second  ellipsoïde  est  une  sphère,  on  retombe 
sur  le  théorème  II. 

10.  Les  équations  YII  sont  similaires  aux  équations  let 
II ,  les  projections  des  arêtes  jc',  y,  t'  ;  j^\  y,  z"^  etc.,  sont 
remplacés  par  ç^,  S",  i"\  projections  des  aires  des  faces  du 
parallélipipède  construit  sur  les  trois  arêtes;/^  g' y  /^  ;  on  a 
donc  pour  ces  faces  des  théorèmes  analogues  à  ceox  qu'on 
Tient  de  démontrer  pour  les  arêtes,  et,  sans  nouveau  calcul , 
on  conclut. 

Théorème  YII.  Un  parallélipipède  étant  construit  sur 
trois  demi-diamètres  conjugués  d'un  ellipsoïde,  si  l'on  pro- 
jette ses  faces  sur  un  plan  fixe ,  parallèlement  au  diamètre 
conjugué  à  ce  plan ,  la  somme  des  carrés  de  ces  projections 
est  constante  (correspond  au  théorème  I). 

Théorème  YIII.  La  somme  des  carrés  des  aires  de  ces  faces, 
est  constante  (correspond  an  théorème  II). 

Théorème  IX.  La  somme  des  carrés  des  projections  ortho- 
gonales de  ces  faces  sur  un  plan  fixe  est  constante  (Théo- 
rème III). 
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il.  Théorème  X.  Lcvolamedu  parallélipipède  construit 
sur  trois  diamètres  conjugués  est  constant* 

Les  aïes  étant  rectangulaires  et  mettant  dans  Fexpression 
X,  qrjc\  pr)r\  pqz'j  etc. ,  pour  x\  y\  %\  etc,  on  a  xya^^- 
etc .  ^pqr  ;  car  Xasp*^  V  ;  or  le  premier  meml^e  est  le  Tolnme 
du  parallélipipède  et  le  second  membre  est  constant,  donc. 

12.  Théorème  XI.  Etant  donnés  dans  rdlipsoide  deux 
systèmes  de  diamètres  conjugués,  si  Ton  construit  un  paral- 
lélipipède avec  trois  quelconques  de  ces  diamètres,  il  est 
équivalent  au  parallélipipède  construit  sur  les  trois  dianiè- 
tres  constants. 

Si  l'on  prend  trois  diamètres  appartenant  au  même  sys- 
tème, on  revient  au  théorème  précèdent.  11  faut  donc  prendre 
deux  diamètres  dans  le  premier  système,  et  le  combiner  avec 
un  autre  du  second  système ,  nous  conserrons  pour  le  pre- 
mier système,  la  même  notation  qu'au  paragraphe  3 ,  et  nous 
prenons  les  mêmes  lettres  pour  le  second  système,  mais 
Taccent  étant  placé  en  bas.  On  a 

tfoùx;(yV'-z'y'0=J^(^;V--2;y;'');  on  a  encore 
deux  équations  semblables  pour  x"  et  x"'  ;  réunissant  ces 
équations  en  une  seule,  le  premier  membre  exprime  le  vo- 
lume du  parallélipipède  contruit  sur  les  diamètres/»,  q  ^  p,; 
et  le  second ,  le  volume  du  parallélipipède  construit  sur  p,  » 
q,,p.  C.Q.F.D. 

13.  Ces  théorèmes  convenablement  modifiés,  ont  lieu 
aussi  dans  les  byperboloïdes ,  il  suffit  de  rendre  négatif  le 
carré  d'un  des  diamètres  conjugués  dans  l'hyperboloïde  à 
une  nappe,  et  les  carrés  de  deux  de  ces  diamètres,  pour 
rbyperboloide  à  deux  nappes. 

14.  Si,  à  Vaide  du  parallélipipède  fait  sur  trois  diamètres 
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oonjogoés,  on  imagine  on  second  parailélipipède  ayant  soii 
sommet  au  centre,  et  les  trois  arêtes  propwtionnelles  aux 
faces  do  premier  parailélipipède,  et  faisant  respectivement 
les  mêmes  angles  arec  les  axes,  ce  second  parailélipipède 
jouit  des  mêmes  propriétés  qae  le  premier;  c'est  one  consé- 
quence de  lasimilitode  des  équations  YIII  et  I.^Les  angles 
dièdres  de  ce  second  parailélipipède  sont  les  suppléments  des 
angles  plans  dn  premier,  et  vice  versa.  Poor  obtenir  ce  second 
parailélipipède,  il  suffit  d'élever  par  le  centre  des  droites  res- 
pectivement perpendiculaires  apx  faces  du  premier  parailéli- 
pipède. Avec  les  quinze  quantités X',  X",  X'",  Y...  A'...B'... 
on  peut  former  de  nouvelles  équations  semblables  aux 
équations  I  ^  II ,  III  ;  on  en  déduirait  de  nouvelles  relations  et 
de  nouveaux  parallélipipèdes  et  ainsi  indéfiniment;  mais  les 
arêtes  des  parallélipipèdes  n'ont  que  deux  directions  diffé- 
rentes. (Binet,  /otim.  de  VÉc.  polyteckn.,  cah.  XYI,  p.  313). 
15.  Les  théorèmes  II,  X  et  YIII,  ont  été  démontrés  pour  la 
première  fois  par  M.  Livet  {Journal  de  PÉcok  polytech- 
nique, cahier  XIII ,  p.  281 ,  1806)  ;  le  théorème  YII  est  dû 
à  M.  Binet ,  qui  l'a  inséré  dans  un  très-beau  mémoire,  riche 
en  résultats  analytiques  et  géométrique  (Journal  de  V  École 
polytechnique j  cahier  XYI,  p.  280,  1813).  Ces  théorèmes 
sont  fondamentaux.  Les  autres  sont  de  M.  Chasles,  qui  les 
a  établis  facilement  ainsi  que  les  quatre  précédents,  à  l'aide 
d'un  certain  mode  de  transformation  de  surface,  moyen  eu- 
ristique  que  le  célèbre  géomètre  désigne  sous  le  nom  de 
méthode  homographique ,  et  dont  nous  parlerons  à  une  autre 
occasion  ;  ces  propositions  sont  toutes  renfermées  dans  les 
relations  de  Lagrange  et  dans  les  propriétés  de  la  formule 
cramérienne^  formule  connue  aussi  sous  le  nom  de  résul- 
tante ,  qui  a  été  étudiée  par  les  analystes  les  plus  éminents , 
dans  cet  ordre  des  temps:  Yandermonde,  Laplace,  Lagrange, 
Monge,  Binet,  Jacobi,  Cauchy.  Nous  tâcherons  de  donner 
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uoe  idée  de  ces  importants  travaux ,  dans  Tarticle  stur  TèK- 
mioatioDCy.  125). 

16.  Il  est  presque  inatile  de  remarqua  que  la  plupart  de 
ces  théorèmes  existent  aossi  poor  les  courbes  da  second 
degré  et  qa'on  les  obtient,  en  rendant  nulle  one des  trois 
coordonnées  ;  mais  nous  croyons  pour  com|déter,  deroir 
consigner  ici  les  belles  relations  que  Monge  a  énoncées,  sans 
démonstration,  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  de  1784. 
(p.  85  )  ;  Encke,  le  célèbre  astronome,  en  a  donné  une  dé- 
monstration assez  longue  et  fondée  sur  la  trigonométrie 
sphériqne  (Berlinisches  Jahrbuch,  18  32,  et  Gorrespondanee 
mathématique,  tome  VU  >  p.  273 ,  1832).  Il  serait  à  désirer 
qu'on  pût  retrouver  les  considérations,  sans  doute  fins  \ 
pies  ^  employées  par  MongCé 

Dans  les  équations  I  (p.  388) ,  faisons 

(k=a'  =  a"=l,       p  =  p'  =  l5"  =  0, 

posons  ensuite 

l+o/— y— 2'"=2N, 

I— ^r'-fy— a'"=2P, 

1— a:'— y'+z"'=2Q; 
on  aura 

j/'=V/NP— |/MQ, 
a/'  =  V/NQ+KMP> 

z'  =\/nq-1/mf, 
z"  ^  \/pQ-f-  ym, 
y''=:V/pQ— |/mn. 

D'ailleurs,  la  vérification  est  très-facile  ;  car  on  a 

et  M-fN+P-f.Q=2. 
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QUESTION  D'EXAMEN. 
9AWL  m. 


On  a  n  prismes  de  même  hauteur  drcoosoilsà  on  tétraèdre 
régulier  dont  l'arête  est  a,  et  superposés  :  on  demande 
de  tronyer  leur  somme.  En  fusant  n  =  oc  ,  on  trouTe  la 
mesure  du  tétraèdre  {fig,  95  bis). 

Le  premier  prisme  a  pour  base  le  triangle  équilatéral  ABC, 

et  pour  hauteur  x  =  -  :  le  côté  de  ABC  est  a. 

Le  deuxième  a  pour  base  A'ffC,  et  la  même  hauteur  ;  le 
côté  de  A'B'C  est  «'=«-^111 . 


n < 

Le  troisième a"=« • 


Ainsi  de  suite. 

La  surface  de  ABC  est -a' 1/3  ;  le   volume  du  pren^er 

prisme  sera  — —  ,   mats  A=v  a—-  =-ûK6j  donc 

!•'  pnsme V= — ~ = — ; — ' 

12n  4i» 

2e  prisme,  aremptacé  par  a  — ,  n  du  div'.  par  («—!),  t; r-» 

«  "^  4(11 — 1)      «* 

3- a^ («-2),  ^.(îlrl):, 

n  ^        "   4(n— 2)      n» 

«(n— 3)  •      n»    ■ 
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la  somme 

^="1^  +-4„,    ((»-l)-+(«-2)-+ +2'+l ji 

or  la  somme  des  carrés  dès  n  V"  uombresS,=^^^"^  i  "  '    ■: 

donc  on  anra ,  en  remplaçant  n  par  (n— 1),  la  quantité  entre 

parenthèses  égale  &  } — — ^ ,  et 

p 

~     4i»      "^       12  8rt    "*"   24«*  ■ 

Qnaod  on  fait  n  =  œ ,  on  a  le  volome  du  tétraèdre 

V=f!^^:  en  effet  V  =ABC.  '-  =  4Vs.^-^=. 
12  3         4 


4,^  U 


DÉMONSTRATION  DU  THiX)REME  36  (p. 395). 

FAa  V.  ▲.  TAOl 


MF  MF' 
PMiptett  *aperiofe(^.10l),— On  doit  avoir  NT=—jj—. 

La  tangente  MT  a  pour  équation 

donc  on  aura  0T=  -7 . 

a: 

La  normale  MN  a  pour  équation 
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Bonc     NT  =  OT-ON=  —^^=- ^— ^ 

=  Mg^.  C.Q.F.D. 

Parabole  {fig.  102).  —  On  doit  avoir         NT  =  2MF. 
La  tangente  MT  a  pour  équation     ^y  ^p{x  +0/) , 
donc  AT=~j/. 

y 

La  normale  MN  a  pour  éqoatîon     y-'y^= (j^-J^)î 

donc  AN=/?-f-^'. 

Or  NT  =  AN- AT,  car  AT  est  négatif.  Donc 

NT=/i+2x' =2  (^ -1/1+ J:'^  =  2MF. 


THÉORÈME  DE  GÉOMÉTRIE. 

FAA  K.  &.  ▲.  £B  OOIVTB  , 

Professeur  de  malbéniAtiques. 


Si  ondivfae  one  demiMsiroonférence  ABCDEFGH  (/i^.l05), 
en  un  nombre  impair  de  parties  égales,  par  exemple  en  7»  et  si 
B,GfD^E,F,G,  étant  les  points  de  division ,  on  mène  les  cor- 
des BG,  CF,  DE,  qui  sont  toutes  parallèles  au  diamètre  AH, 
puis  si  Ton  mène  les  deux  rayons  OD,  OE,  qui  aboutissent 
aux  extrémités  de  la  corde  DE,  qui  est,  parmi  toutes  les  cor- 
des qu'on  vient  de  mener,  ceUe  qui  est  la  plus  éloignée  du 
centre ,  je  dis  qu'on  aura 

DE+KL+MN  =  R, 
en  représentant  lerayon  OA  par  R,  et  KL,MN  étant  les  par- 
ties des  cordes  GF,BG,  interceptées  entre  les  deux  rayons 
OD.OE. 
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DémantirtUian.  Soient  F^C^iy^E'  les  points  syméCriqueades^ 
points  B,C,D,E  par  rapport  aa  diamètre  AH.  Alors,  le  rayon 
OD  prolongé  passera  par  le  point  F,  et  de  même  les  deux 
points  Ejy  seront  sur  un  même  diamètre.  Menons  les  denx 
cordes  DC',Giy  qui  se  conpent  en  un  point  P,  et  joignons  le 
point  D  ao  point  V,  et  le  point  G  au  point  G.  Lesdeox  trian- 
gles DPiy,  GPC  sont  semblables  et  de  plos  isocèles  ;  donc  si 
dn  point  P  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  Diy,  cette 
perpendiculaire  passait  par  le  point  miliea  de  DIV,  passera 
par  le  centre  du  cercle  -,  et  de  plus ,  comme  elle  divise  l'angte 
DPiy  en  deux  parties  égales ,  elle  sera  aussi  bissectrice  de 
l'angle  DOIX,  puisque  GIX  est  parallèle  à  OD  et  DC  à  OE. 
Donc  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  P  sur  Diy  n'est 
antre  que  le  diamètre  AH  ;  donc  le  point  P  de  rencontre  des 
deux  cordes  GD',  DC  est  sur  AH.  De  même ,  si  Ton  mène  les 
deux  cordes  BC,  CB',  leur  point  de  rencontre  Q  sera  situésur 
AH.  Enfin  menons  la  corde  AB,  qui  est  parallèle  à  OE. 

Les  triangles  ODP,  PGQ,  QBA,  sont  tous  semblables  au 
triangle  ODE,  de  plus  le  triangle  ODP  est  égal  au  triangle 
ODE,  le  triangle  PGQ  est  égal  au  triangle  OLK,  et  enfin  le 
triangle  QBA  est  égal  au  triangle  ONM  ;  d'où 

DE=OP,        KL=PQ,  MN=rQA. 

D'où  enfin  DE+KL+MN = OA  :^  R.  C.Q.F.D. 

On  voit  clairement  que  le  mode  de  démonstration  que. 
nous  Tenons  d'employer  est  applicable  au  cas  où  la  demi- 
drconférence  serait  partagée  en  un  nombre  impair  quel? 
conque ,  de  parties  égales. 

GOBOLLAIRB.  Ou  a 

1  ,    n  n 

-MN  =  sio-.taiig- , 
-KL  =  sin2.^.1ang:p^, 
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d'où 

i 


sin--+sin  2.^  +  sin  3.  -=  âtang^, 

rafainiit  le  rayon  égal  à  Tunité. 

Comme  le  théorème  d-4cs$as  est  vrai ,  qaand  même  on  par- 
tagerait la  demi-circonféreDce  en  on  nombre  impair  quel- 
conque,  2n-|-l ,  de  parties  égales ,  il  en  résulteqn'on  a  la  série 
connue  : 

sin  rA-r+8'n2.r-^^+sin3.r-^+sin4.-7^^     

2»+!^  2«+l^         ân-f-l^         2»-|-l^ 

1 


•2«+l ^2««+i)- 

En  effet  j  elle  est  une  conséquence  de  cette  autre  série  qui  a 
été  donnée  par  Euler  (IiUrod^etio  in  analytin  infiniUnrum, 
tome  Io%page218}, 

sina  +  sin(a+*)  +  sin(tf+26)+sin(tf +3*)+ , 

m(a^nb  jsin -(«+1)6. 

4-sin  (a+«6)  = 

sin-  * 
2 

Si ,  dans  cette  série ,  nous  faisons  As  a,  il  tiendra 
sina-t-sin2a-}-sin3a-j-sin4a-f -f  sin  (n+Da 

^a?  (»+a)sin|(«+l) 

sm- 

par  conséquent  on  aura 

smA  + sin  2a  4- sin  3a -{-sin  4a-}- -fsinna 

sin  -(«+i)sin^.n 


sin- 
2 
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Or,  on  tait  qa'on  a  la  fomide 

BÏttp.  sin  q  —  -cos  (/»— y)— jCosC/j+î-), 


d'où 

sin^  (n+l).iiB- «  =  2«»  2  -  2«*  2  (*"+*^'^ 

etfpar  oonséqaent, 

8ina-|-8iD2a  +  nn3a-|-sin4a4- -f-ginna 

^  co«|(2«+l) 


â  tang  -  2sin  - 


d'où 


**"2;3ri+^«»2-2£M  "^^^  'sl^t  ^**"*  S^i  +• 

4-fsaïn^    ,.=as — ; 


^•"«â^M^) 


car,  C06^  (2/t+i)  deTientégai à  cos^ ,  c'est-à-dire  devient 

nul  quand  a  =  — ^ ,  tandis  que  sin  -  ne  devient  pas  nal. 
2n+*  2 


CONDITION  DE  RÉALITÉ 
Des  radnet  deféquatimdu  iroiriémé  degré. 


VAA  K.  ROOHX, 

de  MontpeUiw. 


Soit  x^+ax'+bx+c=zO. 

Cette  équation  a  trois  racines,  dont  une  nécessairement 
réelle.  Soit  a  cette  racine  supposée  connue.  En  divisant  la 
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premier  membre  de  réqoation  par  a:  —  a,  on  obtiendrait  mie 
équation  da  second  degré,  qui  donnerait  les  deux  antres  ra- 
cines par  une  formule  de  la  forme 

et  suivant  la  valeur  de  R,  ces  racines  seront  réelles,  égales  oo 
imaginaires. 

Or,  si  l'on  désigne  par  Q  =  0,  la  condition  pour  que  la 
proposée  ait  deux  racines  égales,  R  sara  nécessairement  égal 
àBQ,et 

x=:A±V/BÔ,  (I) 

B  étant  une  quantité  de  signe  constant.  Car  si  B  devenaitin- 
uni  pour  certaines  valeurs  des  coefficients,  la  proposée  aurait 
alors  des  racines  infinies^  ce  qui  ne  peut  être  puisque  le  coef- 
ficient de  Jt^  est  l'unité.  B  ne  -peut  pas  non  plus  passer  pour 
zéro,  car  si  cela  était,  B  entrerait  comme  facteur  dans  la 
condition  d'^alité  de  deux  racines.  Donc  B  a  toujours  le 
même  signe. 

Quant  à  la  condition  d'égalité  Q=0,  elle  est  facile  à  calculer 
par  la  méthode  suivante.  Désignant  par  0  la  racine  double, 
le  tbéorème  sur  la  composition  des  équations  donne  : 

a+2p  =r  —a,  a»3+0*  =  by  a^"  =  — 'C, 

et  réiimination  de  «  et  p  entre  ces  trois  relations  conduit  à  la 
condition  cherchée  qui  est 

3{9c^abf^2a{9c^abi  (2a*— W)  -f  b  (2a"-^A)*  =0. 

Reste  à  déterminer  le  signe  de  B,  et  liuisqu'il  est  toujours 
le  même,  il  suffit  de  prendre  un  cas  particulier,  par  exemple 
celui  où  a  =  0  et  c =0  ;  on  trouve  alors  pour  les  racines 
X  =  0  et  x=  ±:  \/^  ;  et  commealors  Q =S6*',  onen 

conclut  B=:—  — T-, ,  B  est  donc  négatif.  Donc  pour  qae  les  ra- 
cines (1)  soient  réelles,  il  faut  que  Q.  soit  négatif.  Ainsi  la 
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ooDditîoii  de  réalité  des  racines  de  réquation  proposée  est 

Prenons,  comme  vérification  ,  réquationj::^4-i''^+î  =  ^» 
en  faisant  ^=0,  b=:p^  ^=9 y  nous  trouvons  la  condition 
connue  4p'+27^"<0. 

Observation,  Bans  une  équation  de  degré  m,  il  faut  m — 1 
conditions  pour  que  toutes  les  racines  soient  ^ales  (v.p.  90); 
et  d'après  le  théorème  de  Sturm ,  il  faut  généralement  autant 
de  conditions  pour  que  toutes  les  racines  soient  réelles.    Tm. 


EXTRAITS  DE  JOURNAUX. 
COMPTES  BENDUS  DE  L'AGABAmIR,  tWi. 

Perturbation  i'Uranus. 

MM.  Delannay  (Gh.)  et  Le  Verrier.  Polémique. 

Séance  du  7  mars ,  M.  Hansen  de  Gotha ,  ayant  découvert 
dans  la  longitude  d'l|ranus  deux  nouveaux  termes  de  l'ordre 
du  carré  de  ta  force  perturbatrice  ^  M.  Delaunay  à  vérifié 
ces  termes  et  en  a  constaté  l'existence  ;  l'un  d'une  période  de 
1608  ans ,  et  l'autre  de  88  ans  et  demi  j  et  a  de  plus  signdé 
un  troisième  terme  d'une  période  de  80  ans. 

14  mars.  M.  Delaunay  signale  deux  nouveaux  termes  ; 
mais,  cette  fois,  du  premier  ordre,  l'un  de  73^*^,2  et  l'autre 
de  98,6  y  et  d'après  cela ,  croit  nécessaire  de  soumettre  à  une 
révision  complète  les  tables  d'Uranus« 

28  mars.  M.  Le  Terrier  essaye  de  démontrer  que  de  deux 
nouveaux  termes  signalés  par  M.  Delaunay,  le  premier  est 
effectivement  nouveau ,  mais  n'existe  pas;  le  second  existe, 
mais  n'est  pas  nouveau ,  vu  qu'on  en  a  tenu  compte  dans  les 
calculs  de  la  Mécanique  céleste. 
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18  ayril.  M.  Ddauiuiy  eiiaje  de  réfuter  les  i 
de  M.  Le  Verrier  et  joatient  que  lea  ieux  inégalités  existeni, 
et  sont  nouvelles ,  yq  qu'dies  ne  stmi  pas  données  explicUe- 
mené,  dans  la  Mécanique  céleite;  mais  il  reconnaît  qu'elles  j 
sont  implieiiemmt  et  qu'on  en  a  tena  compte  dans  la  con- 
stmcUon  des  taUes. 

8  mai  (p.  660).  M.  Le  Terrier  prend  acte  de  FaTeo  de  son 
adversaire,  relatiTement  à  la  méthode  de  calcul  de  la  Méca- 
nique céleste^  et  U  rqtousse  les  attaques  dirigées  contre  la 
construclion  des  tables  d'Uranns.  Il  y  a  deux  moyens  de 
calculer  la  longitude  d'une  planète  ;  le  premier,  en  partant 
du  mouvement  moyen  considéré  conmie  uniforme ,  oo  a 
égard  aux  inégalités  elliptiques  de  la  planète ,  et  ensuite 
aux  perturbations  dues  à  l'action  des  autres  planètes;  ce 
moyen  n'est  pas  cdui  qu'on  a  suivi  dans  la  construction,  des 
tables ,  et  c'est  celui  dont  M.  Pelannay  s'est  servi  ;  le  second 
moyen  recommandé  spécialement  par  Laplace  pour  le  calcul 
d'Uranus,  prend  pour  point  dedépart»  le  mouvement  moyen, 
mouvement  perturbé  ;  c'est  celui  qu'on  a  suivi  dans  la  cou- 
struction  des  tables  d'Uranus,  et  dont  M.  Delaunay  ne  s'est 
pas  servi  ;  il  n'est  donc  pas  surprenant  qu'il  soit  parvenu  k 
des  résultats  différenls;  M.  Le  Verrier  fait  observer  encore 
que  la  longitude  perturbée  n'est  autre  chose  que  la  quantité 
angulaire  dont  la  planète  s'écarte  de  sa  position  elliptique  i  ne 
pouvant  calculer  cet  écart  par  un  seul  terme,  on  le  décom- 
pose en  plusieurs  ;  que  cette  décomposition  est  un  problème 
indéterminé  ;  pourvu  que  la  somme  des  parties  représente 
l'écart,  le  reste  est  arbitraire;  cbacim  peut  trouver  odKbiium 
d'autres  termes  composants,  c'est  le  terme  résultant  qu'on 
juge.  Dire  donc  avec  M.  Delaimayqu'imtel  terme  composant 
existe ,  mais  que  les  astronomes  ne  s'en  servent  pas ,  ce  n'est 
rien  dire:  9ub  judice  lis  est. 
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ArénairedArchimède;  M.  CiiAstus. 

11  avril.  Personne  ne  peut  mieux  connaître  le  bnt  qne  se 
propose  Archimède,  dans  cet  onyrage,  qn'Archimède  lui 
même.  Il  débute  ainsi:  «Plusieurs  pensent, 6  roi  Gélon,  que 
le  nombre  des  grains  de  sable  est  inflni  :  non  pas  de  celui 
seulement  qu'on  trouve  aux  environs  de  Syracuse  et  dans 
toute  la  Sicile,  mais  de  celui  qui  est  répandu  dans  toutes  les 
parties  de  la  terre  habitée  et  non  habitée.  D'autres  bien  qu'ils 
ne  regardent  pas  ce  nombre  commâ  inflni,  pensent  qu'il 
n'existe  pas  de  grandeur,  qu'on  ne  peut  dire  le  nom  d'une 
grandeur  surpassant  la  multiplicité  de  ces  grains.  Par  là  il 
est  évident  que  les  personnes  de  cette  opinion  ,  si  elles  ima- 
ginaient un  tas  de  sable  capable  de  remplir  et  de  niveler 
toutes  les  profondeurs  de  la  mer,  toutes  les  cavités  de  la 
terre,  jusqu'aux  sommets  des  plus  hautes  montagnes ,  sou- 
tiendraient encore  bien  plus ,  qu'il  est  impossible  d'assigner 
on  nombre  supérieur  aux  grains  d'un  tel  tas.  Mais  moi ,  je 
vais  essayer  de  faire  voir  le  contraire  par  des  démonstrations 
irrécusables ,  au  moyen  desquelles  tu  pourras  reconnaître 
que  quelques-uns  des  nombres ,  dénommés  dans  mes  livres 
adressés  à  Zeuxippe  O,  surpassent  non-seulement  le  nombre 
des  grains  de  sable  qui  puissent  remplir  tonte  la  terre ,  mais 
encore  la  masse  de  sable,égal  en  volume  à  tout  l'univers  C).  » 

Ce  mot  univers  désigne  chez  Archimède  la  sphère  des  pla- 
nètes ,  celle  qui  a  pour  diamètre ,  celui  de  l'orbite  solaire , 
ou  du  Zodiaque.  D'après  des  observations  qui  portent  Tem- 
preinte  de  son  génie ,  Archimède  conclut  que  le  diamètre  de 
l'univers  est  moindre  que  dix  millions  de  Stades  (180000  my- 
riamètres),  et  d'après  des  mesures  comparées,  il  trouve 

qu'un  grain  de  pavot  a  un  diamètre  moindre  qu'un  —  de 


(')  Ces  livres  sont  malheureusement  perdus. 

(")  Siculi  enumerari  non  pottunt  iiellœ  cœli  et  meiiri  arena  maris.  Jer.33,32' 
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doigt  (0»,000468)  y  et  qae  ce  même  graia  de  pavot,  équivaut 
2(dix  mille  grains  de  sable.  Maintenant,  il  a  tons  les  éléments 
de  la  question.  Il  s'agit  seulement  de  trouver  une  dènomina-' 
iwn  courte  pour  exprimer  le  nombre  de  fois  qu'une  spbére 
ayant  pour  diamètre  486.10'^,  est  contenu  dans  une  sphère 
d'un  diamètre  égal  à  18. iO^  mètres.  Or  les  Grecs  conmie 
tous  les  peuples  anciens  se  servaient  d'une  numération  par- 
lée, décuple,  et  employaient  cinq  mots,  savoir:  unité,  di- 
zaine, centaine,  mille,  myriade;  ensuite  dix  myriades, 
cent  myriades,  mille  myriades ,  et  myriades  de  myriades, 
et  ^insi  de  suite,  en  répétant  sans  cesse  les  mêmes  mots. 
Pour  éviter  ces  fastidieuses  répétitions,  Archimède  a  recours 
à  un  expédient  qui»  moins  la  notation,  a  tous  les  avantages 
de  nos  exposants.  Il  établit  une  progression  géométrique 
ayant  Tunité  pour  premier  terme  et  ^n  myi^iade  (100  Fwr 
rais(m,  et  partage  cette  progression  eu  groupesdebuit  termes, 
en  octades.  Ce  moyen  permet  déjà  d'exprimer  des  nombres 
très-considérables  ^  Arcbimède  n'en  reste  pas  là  ;  de  cent  mil- 
lions d'octades,  il  compose  une  première  période;  de  cent 
millions  de  ces  périodes ,  une  seconde  période  ;  de  sorte  que 
pour  exprimer  le  nombre  énorme  de  l'unité  suivie  de  huit 
cent  millions  de  zéros,  il  lui  suffit  de  dire  que  c'est  le  pre- 
mier terme  ou  l'unité  de  la  deuxième  période.  A  cette  occa- 
sion ,  il  fait  la  remarque,  devenue  si  célèbre,  que  dans  une 
telle  progression ,  le  produit  des  termes  peut  s'obtenir  par 
l'addition,  premier  germe  de  la  théorie  logarithmique.,  Enfin» 
après  diverses  évaluations,  il  conclut  que  le  nombre  de  grains 
de  sable  que  peut  contenir  l'Univers,  est  moindre  que  le  hui- 
tième terme  de  la  huitième  octade ,  c'est-à-dire  moindre  que 
l'unité  suivie  de  soixante-trois  zéros  ou  que  10^. 

«  Je  sais  bien ,  6  roi  Gélon ,  dit-il  en  terminant ,  que  cela 
paraîtra  incroyable  au  vulgaire,  à  ceux  qui  sont  inexpéri- 
mentés dans  les  sciences  mathématiques  ;  mais  que  cela  pa- 
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rattra  saflBsammcnt  croyable,  yu  lespreuves,  à  oeax  qui  s'y 
sont  essayés  et  qui  ont  fait  des  redierches  sur  les  distances 
des  corps  célestes,  sur  la  grandear  de  la  Terre,  du  Soleil, 
de  la  Lune  et  de  l'Uniyers  entier ,  c'est  pour  cela  que  je  n'ai 
pas  jugé  inconvenant  de  consacrer  à  cet  objet  quelques  mé^ 
dilations  » 

En  faisant  une  excellente  et  lumineuse  analyse  de  l'Aré- 
naire,  M<  Cbasies  a  eu  pour  but  de  montrer,  que  cet  ou- 
Trage  ne  pouvait  jeter  aucun  jour  sur  la  question  de  savoir 
si  les  anciens  faisaient  aussi  usage  dans  les  calculs  d'une  nu- 
mération éerUe,  décuple;  en  d'autres  termes,  les  anciens  se 
servaient-ils  d'un  caractère  analogue  à  notre  zéro,  en  rem- 
laissant  les  fonctions?  toute  la  question  est  là.  CarM.  Cbasies 
a  parfaitement  établi  que  les  abaques  servaient  à  traiter  les 
unités  décuples»  coonne  des  unités  complexes  ;  mais  l'exis- 
tence même  de  ces  abaques  semble  prouver  l'absence  du  zâro, 
et  quand  le  zéro  a  paru  avec  la  numération  indoue-arabe , 
les  abaques  ont  disparu. 

25  avril.  Rapport  sur  un  compas  propre  à  tracer  toutes 
sortes  d'ellipses,  par  M.  Puissant.  Les  inventeurs  de  compas, 
MM.  Hamann  et  Hempd  ont  pris  pour  base  de  leur  con- 
struction ce  théorème:  soient  OA,  OB,  le  demi-grand  axe  et 
le  demi-petit  axe  d'une  ellipse;  du  point  O  comme  centre, 
soient  décrites  successivement,  avec  les  rayons  OA ,  OB  deux 
circonférences.  Menons  un  rayon  quelconque  ON  à  la  grande 
circonférence,  coupant  la  petite  au  point  M.  Sur  MN  comme 
diamètre  décrivant  une  circonférence,  elle  coupe  l'ellipse  en 
un  point  P  tel  que  la  corde  MP  sera  parallèle  au  grand  axe, 
et  l'arc  MP  soutendu  par  cette  cordé  est  le  double  de  l'arc 
MB,  de  la  circonférence  inscrite.  Par  là,  on  comprend  fa- 
cilement, que  si  un  point  décrit  une  circonférence  et  qu'un 
second  point  tourne  autour  du  premier  et  dans  le  même  plan, 
avec  une  vitesse  angulaire  double  et  dirigée  dans  le  sens  op- 
posé, ce  second  point  décrira  une  ellipse.  Par  exemple,  si  la 
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Terre  déGriTail  one  drooDCèrenoe  aatoar  da  Soleil,  d'un 
moayeineQt  uniforme  d'occident  en  orient ,  en  860  joors  si- 
déraux ,  et  si  la  Lune  décrivait  autour  de  la  Terre  une  cir- 
conférence dansie  même  plan^  d'un  mouvement  unifinme, 
d'orient  en  occident ,  en  180  jours  sidéraux;  alors  la  Lune 
décrirait,  dans  Fespace  absolu,  une  ellipse. 

Le  compas  dlipsographe  se  compose  :  l"" d'une  roue  dentée, 
horizontale  fixe,  surmontée  à  son  centre  d'un  manche  ver- 
tical ;  2«  ce  mauche  est  traversé  perpendiculairement  d'une 
verge  portant  à  son  extrémité  un  pignon  horizontal  mobile, 
dans  le  plan  de  la  roue  et  ayant  un  rayon  moitié  moindre ,  et 
ce  pignon  aune  tige  horizontale,  dansie  prolongement  de  la 
y«rge;  cette  tige  porte  verticalement  un  crayon  ou  un  tire- 
ligne;  3""  la  roue  et  le  pignon  engrènent  avec  une  crémail- 
lère horizontale,  posée  dans  les  gorges  de  deux  roulettes  à 
ressort,  qui  tiennent  toujours  la  crémaillère  appliquée  contre 
la  roue  et  le  pignon.  Faisant  tourner  le  manche  autour  de 
son  axe ,  il  communique  un  mouvement  de  rotation  à  la  roue 
fixe,  de  rotation  et  de  translation  àla  crémaillère;  lecentre 
du  pignon  aura  même  vitesse  angulaire  que  la  roue  fixe  et 
les  points  de  sa  circonférence  auront  une  vitesse  angulaire 
double  en  sens  opposé;  ainsi,  en  vertu  de  ce  double  mouve- 
ment, le  crayon  tracera  une  ellipse  dont  les  dimensions  de- 
pendent  des  distances  du  crayon  aux  centres  du  pignon  et  de 
la  roue,  distances  que  l'instrument  permet  de  faire  varier. 

On  a  omis  de  mentionner  une  donnée  décisive,  le  prix  de 
l'instrument  f). 

3  mai  (  p.  654).  J.  Binet.  Note  sur  l'usage  du  calcul  des 
variations  pour  l'intégration  des  équations  à  dérivées  par^ 
tielles  du  premier  ordre,  renfermant  un  nombre  quelconque 
do  variables  indépendantes. 

Le  mémoire  du  profond  géomètre  a  pour  but  de  simplifier» 

OEn  1839,  M.  Michel  Léninn,  ingénieur  russe ,  a  iAf  enté  un  elliptograpbe 
fondé  sorie  même  prineipe* 
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k  Taide  de  la  métbode  des  rariatioiis,  les  résultats  obtenue 
fiar  nUostre  M.  Jaoobl.  Un  cas  particulier  aratt  déjà  été 
traité  par  M.  Biaet  dans  le  Jourkal  de  FÉcote  Polytechnique 
(t.  xyill  La  même  analyse  est  généralisée,  dans  cette  note, 
qui  sera  développée  dans  un  mémoire  spécial. 

3mai  (p.  6S4).  Blancfaet(P.-H.).  Sur  les  ondes  snecessifes. 
Note. 


THEOREMES  ET  PROBLEMES. 


42.  Lien  des  foyers  des  paraboles  qui  ont  une  tangente  com^ 
mnne  etnne  corde  commune ,  parallèle  à  eette  tangente^ 

43.  Lien  du  sommet  d'un  angle  droit ,  dont  les  côtés  sont 
normaux  à  une  ellipse  dcfnnée. 

44.  Par  le  foyer  d*une  parabole,  on  mène  un  rayon  vecteur 
qudconqne  et  une  perpendiculaire  à  ce  rayon;  puis,  sur  ces 
deux  droites  comme  côtés,  et  avec  la  normale  au  point  pris 
sur  la  parabole,  comme  diagonale,  on  construit  un  rectangle. 
Qael  est  le  lieu  du  sommet  opposé  au  foyer  ? 

45.  Trouver  le  lieu  des  intersections  successives  de  toutes 
les  ellipses  ayant  un  diamètre  donné  de  grandeur  et  de  posi- 
tion ,  et  son  conjugué ,  donné  de  grandeur  seulement. 

46.  Théorème.  De  toutes  les  pyramides  ayant  môme  angle 
polyèdre  an  sommet,  et  même  hautear,  la  plus  petite  en  vo- 
lume a  pour  centre  de  gravité  de  sa  base ,  le  pied  de  sa 
hauteur.  (Catalan.) 

47.  Par  un  point  O,  donné  dans  un  angle  droit  BAC ,  on 
mène  une  droite  quelconque  NP,  terminée  aux  côtés  de 
langle.  On  construit  sur  NP  un  triangle  MNP  semblable  à 
un  triangle  donné.  Quel  est  le  lieu  du  sommet  M  ? 
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48.  TMofime,  Deux  nombres  entiers  consécatifs ,  antres 
que  Set  9; ne  peuvent  être  des  pnissancesexactes.  (Catalan.) 

49.  Combien  Féqnation  transcendante  2(1— oosx)=cjniar» 
admet-elle  de  racines  réelles  positives  ? 

50.  Une  corde  étant  inscrite  dans  one  parabole ,  le  pro- 
duit des  distances  des  extrémités  de  cette  corde,  à  un  dia- 
mètre quelconque  est  égal  à  la  partie  de  ce  diamètre  inter- 
ceptée entre  la  courbe  et  la  corde,  multipliée  par  le  para- 
mètre de  Taxe  principal. 

51.  Soit  un  carré  divisé  par  des  lignes  horizontales  et 
verticales  en  i»'  petits  carrés ,  ayant  chacun  2  unités  de  lon- 
gueur pour  côté,  tenons  deux  côtés  adjacents  du  grand 
carré  pour  axes  coordcmnés.  Les  coordonnées  du  centre  d'un 
petit  carré  sont  exprimées  par  des  nombres  oitiers  nnpaks; 
et  les  cowdonnées  des  sommets  par  des  nombres  pairs, 
désignons  par  (A ,  p)  le  centre  d'un  petit  carré  ayant  h  pour 
abscisse  hcnrizontale  et  m  pour  ordonnée  verticale;  foisant 
passer  une  droite  par  (A,  v)  et  {h\  »/) ,  quels  sont  les  cairés 
que  cette  droite  traversera,  et  quels  sont  les  centres  et  les 
sommetsdes  carrés  situés  sur  cettedroite?  Étant  données  ks 
équations  de  deux  droites  passant  chacune  par  deux  centres, 
quelles  relations  doivent  exister  entre  les  coordonnées  des 
quatre  centres  ;  l»  pour  que  les  deux  droites  soient  paral- 
lèles ;  2°  pour  qu'elles  se  coupent  à  angles  droits;  3*  pour  que 
le  point  d'intersection  soit  le  centre  d'un  cinquième  carré? 
(Analyse  indéterminée). 

52.  a^  bjC  étant  les  trois  côtés  d'un  triangle  qdiérique, 
et  e  l'excès  spbérique ,  l'on  a 

1+2 1  cos2^i-fcos26-|-cos2c-f-cos*  -  acos'--  6cos*  â^c^*â«l 

=COS(a-f6-fc)-H30S(fl-f6— c)-fcos(^ï+c— i)-f-cos(6-{-c— a). 

53.  Théorème.  Soit  un  Taiscean  de  n  droites  convergentes 
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ao  point  0,  et  n—  1  points  X,,  X,,  X,,m.  Xn^i ,  en  ligne 
droite ,  le  toat  dans  un  même  plan  ;  prenez  snr  OA.,  la  pre- 
mière du  faisceau,  arbitrairement  les  points  A, ,  B, ,  G, ,  etc., 
en  nombre  quelconque  ;  du  point  X^  comme  centre,  projetez 
ces  points  sur  la  seconde  droite  du  Taiscean  en  A, ,  &,  G.,  etc.  ; 
du  point  X,  comme  centre,  projetez  ces  dernières  sur  la  troi- 
sième ligne  du  faisceau  en  A,,  B,,  G.,  etc.;  du  point  X, 
comme  centre,  projetez  ces  dernières  sur  la  quatrième  ligne, 
et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  que  tous  les  points  X,,  X„ . . .  X«»^i 
aient  été  employés.  Soient  A»,  Bu,  Ci» ,  etc. ,  les  dernières 
projections  obtenues  du  point  Xn-i  comme  centre  ;  les  droites 
A,A|| ,  B,Fii ,  C,Gii»  etc.,  concourent  en  un  même  point  situé 
8nr]adrdteX,Xi^i  {fig.  103). 

Si  n  =:  3  et  X^  restant  fixe,  on  suppose  que  X,  décrive  une 
conique ,  quel  sera  le  lieu  décrit  par  le  point  de  concours 
des  droites  A,A,,  B,B„  C,C,,  etc.  ?  (Finck). 

54.  Trouver  une  surface  algébrique  sur  laquelle  on  ne 
puisse  tracer  qu'une  seule  et  unique  circonférence. 

55.  L'exposant  du  binôme  de  Newton  étant  de  la  forme 
a' — 1 ,  oùa  est  un  nombre  premier  eip  un  nombre  entier  po- 
sitif quelconque,  aucun  coeflBcient  du  binôme  n'est  divisible 
par  a;  si  l'exposant  est  /i',  tous  les  coefficients  (les  deux 
extrêmes  exceptés) ,  sont  divisibles  par  a, 

56.  Théorème.  Étant  donné  un  système  de  lignes  .droites , 
situées  dans  l'espace  d'une  manière  quelconque ,  on  peut 
mener  une  infinité  de  plans  dont  chacun  coupe  toutes  les 
droites. 

57.  Étant  données  sur  un  plan,  les  projections  cylindriques 
ou  coniques  ABC ,  A'B'C^,  des  intersections  d'un  cône  quel- 
conque par  deux  plans,  et  la  projection  O  du  sommet  du 
cône ,  menez  un  rayon  vecteur  quelconque  OBB',  et  les  tan- 
gentes en  B,  B'j  ce  rayoniournant  autour  de  (X,.qael  siTa  le 
lieu  du  point  X,  intersection  dès  tangentes  (fig.  104)?  (Finck.) 

Am.  DR  MATBta.  1.  .      3^ 
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f^ORMULE  GÉNÉRALE 


Pour  la  conversion  des  fractions périodiquessimples  ou  mixtes 
en  fractions  ordinaires  ou  â  deux  termes. 


RépéUtoar  «a  GoHége  de  Henri  IV. 


Soit  dans  un  fiystème  de  numération  dont  la  base  est  B,  une 
suite  de  chiffres  abc.., g' en  nombre  A,  après  lesquels  d'autres 
chiffres pqrs.., if ^  en  nombre  h\  se  reproduisent  indéfiniment 
dans  un  ordre  constant. 

On  sait  qu'une  telle  suite,  appelée  fraction  périodique, 
est  le  résultat  de  la  division  d'un  nombre  n  multiplié  par  une 
certaine  puissance  de  B,  par  un  nombre  m  qui  a  des  facteurs 
premiers  à  la  fois  avec  n  et  avec  B.  On  propose  de  retrouver 

la  fraction  à  deuiK  termes  —,  qui  a  fourni  la  suite  pârlodiquc, 

ou  autrement  de  convertir  la  fraction  périodique  en  fraction 
ordinaire. 

On  distingue  généralement  deux  espèces  de  fractions  pé- 
riodiques ,  les  unes  appelées  simples ,  dans  lesquelles  la  vir- 
gule,  indiquant  le  rang  de  l'unité  principale,  est  immédia- 
tement à  la  gaucbe  du  premier  chiffre  périodique  p^  les  au- 
tres appelées  mixtes  dans  lesquelles  il  y  a  entre  la  virgule  et 
le  chiffre/?,  un  nombre  A  de  chifltes  non  périodiques. 

Je  me  propose  de  donner  une  formule  générale  convenant 
également  aux  deux  cas. 

Pour  plus  de  simplicité,  je  supposerai ,  comme  on  le  fait 

toujours ,  qu'il  n'y  ait  pas  de  partie  entière.  Soit  donc  la 

suite 

0,  abc.,égpqn...ifpqn,..ifpqts„.i',,.^  etc. 


Digitized  by 


Google 


—  523  — 

Qacl  que  Mrit  le  rang  du  chiffre  auquel  ou  s'arrête  dans  ce 
quotient,  on  a  toujours  un  reste,  dont  il  est  facile  d'avoir 
une  expression.  Supposons  qu'on  s*arréle  après  un  nombre 
ade  périodescomplètes  (conditionqui  n'est  pas  indispensable)» 
le  reste  sera  égal  à  celui  qui ,  divisé  par  m ,  a  donné  le  pre- 
mier chiffre  p  de  la  première  période.  Or  le  nombre  des  ohiC- 
fres  non  périodiques  étant  A  et  ces  chiffres  étant  abc,..gy  le 
reste  est  évidemment  /txB*  —  mx.abc...,g\  par  conséquent 
après  un^iombre  complet  de  périodes ,  on  doit  toujours  ajou- 
ter au  quotient  un  terme  complémentaire  de  la  forme  frac* 

.    «XB*  —  my,abc.,.g     ^  .  i.      .        ^ 

tionnaire    • 2  -  et  comme  le  nombre  des  pé-» 

m 

riodes  est  a,  celui  des  chiffres  périodiques  étant  V,  le  nombre 
total  des  chiffres  est  h-^-rhl  ;  Tordre  d'unité  du  terme  com- 
plémentaire est  donc  p^  ^  ^^,  . 
Par  conséquent  on  a  l'égalité 

Multipliant  tout  par  mxB*^*'^' 

n^V^^"^  ^mXabc...gpqrs...vp\..'\'  nx,hk'^m'X,abc,.,g. 

Retranchons  de  part  et  d'autre  a  X  B^ 

nX(B^^--B^)=mXabc...gpqrs..,tfpqrs,..vp,,. — akc.^gy 

Divisons  les  deux  membres  par  m  et  par  B*+«*' — B* 

n      abc,,.gpqrs,,,ifpqrs,,.\^p,., — abc,  ,g 
m~""  B*+««*'— B*  ' 

La  partie  non  périodique  abc, g  ayant  à  sa  droite  un  nom- 
bre xh'  de  chiffres,  de  même  la  première  période  étant  suivie 
de  (a— 1)A'  chiffres,  la  seconde  de  (a — ^2)^'  chiffires....  etc...., 
le  4iumérateur  peut  s'écrire 

^6c...^xB**'+/?5rr5...i/X(B(«-*)*'+BC*-2)*'+...+l)  -^abc.g. 
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on  bien 

et  le  dénominatear  peut  se  mettre  ions  la  forme  B*(B«^ — ^ly. 

Noos  poaYonsalon  diviser  le  toat  par  B«^' — i,  etmalti- 
plier  et  diviser  la  partie  non  périodique  par  B^ — 1 ,  nous  au- 
rons alors 

n  ,   abc,,,gÇBf^ — \)'\-pqrs.,.i^ abcg...pqr8.,M — abç^..g 

m""  B*(B*  — 1)  ""  B^CB**— i)  : 

Nota.  Cette  formule  est  indépendante  de  a ,  par  conséquent 

la  valeur—  est  indépendante  du  nombre  de  périodes.  Tra- 
m 

dnite  en  langage  ordinaire,  elle  donne  la  régie  connue  pour 

les  fractions  périodiques  mixtes. 

Si  l'on  a  une  fraction  périodique  simple,  la  partie  abc.  ..g 

n'existe  paset  il  faut  faire  A=0,  d'où  B*=  I ,  et  l'on  a 

n  pqrs,...if 

qui  donne  encore  la  rgle  connue. 

On  peut  même ,  si  l'on  vent ,  se  servir  de  cette  formule 
pour  une  fraction  finie  ;  car  on  peut  supposer  que  la  frac- 
tion est  suivie  d'un  nombre  indéfini  de  0,  auquel  cas  h 
partie  pâriodique  se  compose  d'un  seul  chiffre  qui  se  répète , 
et  ce  chiflre  est  0.  En  appliquant  la  formule  on  tombe  sur  une 
fraction  qui  simplifiée  (et  elle  peut  toujours  se  simplifier) 
donne  la  même  fradion  que  la  régie  ordinaire. 


ReetifUaiim  (p.  480}.— Aire  de  rellips^iide  aplati 
2S  I  séc.  ct-f-cot.alog.tang.45*+  -«  Y 
Four  l'dllipsoïde  terrestre,  on  a  à  peu  près 

a==5M4'40";  aplatissement  =r  -— . 
(  roir  Legendre,  F,  elUpt.y  1. 1 ,  p.  35Ï.) 
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danftés  iÊ%e  circtmférûncê  4e  cerch  éê  royo»  U  §i  un  point  HHU  dans 
le  plan,êi  dan$  i'inUriêÊi4r  éê  cêilê  cireonférenee d  «ma  disUmee  a  du 
eenire  :Hon  r$gùrdê  h  point  donné  ûomme  une  bilie  infiniment  petite 
et  la  circonférenee  comme  une  ligne  matérielle  parfaitement  élastique , 
de  mamiére  fue^  quand  la  bitte  9a  la  frapper^  eUe  se  relève  touiours  en 
faisant  l'angle  d'ineidenee  égal  d  Vangle  de  réflexion  ;  Wou/eor  suénamt 
quelle  direction  il  fasU  lancer  celte  iille  pour  quelle  revienne  au  point 
de  départ^  après  deux  réflexions  successives  sur  la  circonférence,  par 
M.  L.  Anne. M 

Dans  tout  quadrilatère  circonscrit  d  un  cercle  ou  à  une  ellipse ,  la 
droite,  qui  joint  les  milieux  des  diagonalss,  passe  par  le  centre  de  la 
courbe.  Démonstration  de  M.L.  Anne •  .    186 

Prohléne  sur  deui  cercles  :  Par  le  point  d^interseetion  A  de  deux  circon- 
férences données,  wtener  une  corde  commune  BAC ,  telle  que  le  rectangle 
fait  sur  une  partie  de  la  corde  compriu  par  V%ne  des  cireonférenees,  et 
une  ligne  donnée  m,  plus  le  rectangle  fait  sur  f  autre  partie  de  la  corde, 
et  une  autre  ligne  donné  n,  égale  un  earré  donné  p  t,  par  feu  M.  Lévy.  .    I«l 

Deux  problèmes  sur  une  pyramide  pentaédre  à  base  de  irapèie,  par  M.  Ter- 
quem  S96 

On  an  prismes  de  mémehauteur  circonscriU  dun  tétraèdre  régulier  dont 
tarile  est  û  ^  et  superposés,  on  demande  de  trouver  leur  sowunaiion»  Bn 
faisant  n»«,  on  trouve  la  meswre  du  tétraèdre.  Solution  de  M.  Va- 
chette     S06 

t.  Algèbre  élémentaire. 

!•  Déterwàiner  le  nombre  des  arrangements  avec  répétition,  que  Vonpeut 
faire  avec  m  lettres  prises  ndn.%» Déterminer  le  nombredewtots  que  l^on 
peut  former  avec  18  consonnes  et  s  vogelles,  chaque  wtot  étant  composé 
de  S  consonnes  et  de  2  voyelles;  en  excluant  tous  les  mots  renfermant 
8  consonnes  de  suite.  Solutions  de  M.  Guiimin 44 

Solution  d'une  question  sur  les  probabilités,  par  feu  M.  Lévy 179 

•    3.  Algèbre  supérieure. 

lo  Etant  donnéeune  tf^iMKon^  (x)»o  du  degré  m  d  cœ^cients  indéterwU- 
nés,  trouver  les  relations  qui  doivent  exister  entre  ces  eocf^eients,  pour 
que  deux  racines  de  la  proposée  salis faucnt  d  P  équation  d  deux  incon- 
nues py  +  qi—  r,  el  déterminer  ces  racines,  lorsque  les  conditions  dont 
il  s'agit  seront  remplies.  2o  Trouver  les  relations  qui  doivent  exister 
entre  les  coeffieienU  indéterminés  d'une  équation  9  (x)  —  o,|NH»r  que 
deux  de  ses  racines  soient  dans  le  rapport  de  i  d  q;  puis  pour  qu'elle 
ait  n  racines  en  progression  par  quotients.  Solutions  de  M.  Cirodde.  .    101 

|o  Trouyer  les  conditions  de  réatiti  des    trois   racines  de   Véquation 


Digitized  by 


Google 


—  532  — 

Pag. 
&  s-f-pi+q  «-  0  ;  Ui  ^09flMen$ê  p,  q  é4tmt  $uppotét  rMf  .!•  Déiermit^er  la 
rehlion  qui  doit  exister  entre  les  eoeffieients  de  Véquatûm  x»  +  px  +  q 
'  »  o,  d  coefficients  rMSy  pour  que  eetts  équation  admette  le  plus  grand 
nombre  possible  de  racines  réelles.  Solotion»  de  M.  Rogoet isi 

ft.  Application  de  l'algèbre  à  la  géométrie. 

VétcrtmnarUs  dimansions  d^un  segment  sphéri^tue  dont  le  vahune  et  Paire 
soient  respectivement  égaux  d  ceux  d^une  sphère  et  d'un  eeréle  donnés. 
Soialion  de  H.  Cirodde 97 

i.  Trouver  le  lieu  géométrique  des  sommets,  des  kgperboles  qui  ont  une 
asgmptote  et  un  foger  eomms^ns.-^  2.  Un  eordoin  parfeitewtent  flexible 
et  sasu  poids^  est  attaché  par  une  de  ses  extrémités  d  un  point  flxe^  et 
passe  sur  une  poulie  flxe^  sur  laquelle  il  peut  librement  glisser;  on  sus- 
pend sur  un  point  du  cordon  un  poids  mobile ,  au  mogen  tPun  asmeau 
que  le  cordon  traieerse;  quel  est  le  Usu  géométrique  du  point  de  euepen- 
eioUy  dans  les  différentes  poeitions  d^équilibre  du  poids^  lorsque  le  cor- 
don glisse  sur  la  poulie.  Solutiont  de  II.  Rogoet 15S 

i}uelles  sont  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  les  longueurs 
des  trois  côtés  d'un  triatigle  rectangle  soient  exprisnéee  par  des  notabres 
comtnensurables.  Solation  de  M.  L.  Anne 183 

I.  Cireonserire  d  une  ellipse  un  rectangle  équivalent  d  un  carré  donné.  — 
2.  Quelle  est  la  courbe  engendrée  par  le  sommet  d'une  pèarabole  de  ferme 
invariable  qui  se  meut  en  restantconstamsnent  tas^gente  à  deux  droites 
rectangulaires  données.  Solution  de  M.  Cirodde 3M 

fiolalions  de  questions  sur  les  propriétés  eommunes  aux  coniqaes  eempri- 
ses  dans  une  mémo  équation,  ayant  un  ou  plusieurs  coefficients  fonc- 
tions d'un  même  variable,  par  M.  Guilmin ao4 

Problèmes  sur  les  polaires,  par  M.  Midy SM 

Solution  d'un  problème  par  écrit,  proposé  à  Paris  aux  examens  de  1842, 
pour  Tadmisslon  A  l'Ecole  polytechnique,  par  H.  Terquem. 400 

Lieu  des  poinu  milieux  des  cordes  à  une  ligne  dn  second  degré,  pas- 
sant par  un  point  fixe,  par  M.  Midy. 480 

XI.  Solutions  de  problèmes,  démcmstrelioiis  de  théorèviea  proposés 
dama  le  journal. 

U  Géométrie  élémentaire. 

Pémoostration  dn  théorème  i  (p.  57).  Si  dons  un  triangle  reetiligne^ 
deux  bissections  angulaires  intérieures  sont  légale  longueur,  le  trian- 
gle est  isofélCy  par  M.  Rougerin i38 

Seconde  démonstration  du  même  théorème,  par  M.  Grout  de  St  PaSr.  ;    Sii 

Solution  do  problème  8  (p.  59).  Exprimer  Paire  alun  triangle  rectiligne, 
en  fonction  des  trois  médianes,  par  M.  Lévylier iSO 

Démonstration  du  théorème  2  ( p.  57  )  sur  le  triangle  èquilatéral  inscrit.  .  .    147 

Démonstration  du  théorème  26  (p.  247).  Les  bissectrices  des  deux  angles 
extérieurs  d^un  quadrilatère  complet  étant  prolongées  jusqu^à  ce  qu*elles 
coupent  les  côtés  du  quadrilatère,  les  milieux  des  portions  de  ces  bis- 
sectrices interceptées  dans  le  quadrilatère  et  les  milieux  des  diagonales 
du  quadrilatère  sont  sur  une  même  droite ,  par  M.  Pury 357 

Solution  du  problème  23  (p.  246).  Déduire  des  propriétés  du  triangle 
rectangle  que  le  module  de  la  somme  des  deux  types  imaginaires  est 
plus  petit  que  la  somme  des  modules  de  ces  deux  types,  et  plus  grand 
que  leur  différence,  par  M.  fi.  Merlieux 360 

Solotion  du  problème  3  (p.  132).  On  donne  un  triangle  ABC  et  un  point 
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O  dam  Vintériewr  de  ep  (riangte,  U  point  0  itamt  eomidéré  ^ammê 
urne  biUô  in^niment  pelitê,  et  le  périwUtre  dm  triangle^  e(mme  «m  U- 
gné'mfitérieUe  parfaitement  ilattique;  an  propote  de  déterminer  tnr  le 
côté  ÂG  du  triangle^  un  point  F  tet  qne  la  biUe  dirigée  de  0  tert  P,  r«- 
vienne  d  ee  même  point  F,  aprét  s'être  réfUcUe  enùeettivement  mr  iej 
deux  autres  eûtes,  AB,  BG,  du  triangle,  par  M.  H.  Bertol. 470 

S.  Trigonométrie  rectillgoe. 

Solation  du  problème  30  (p.  248)  :  Trouver  la  loi  du  développement  de 
sin.  («j  +  «j  +a^..  +  a^).  et  de  cos.  (o^  +  a^  +  a^..  +  a^).   En  déduire 

les  formules  connues  pour  sin.  lui  et  coi.  na\  par  M.  Vachette Sis 

Démonstration  do  théorème  i  (p.  122)  Si  les  distances  des  trois  sommets 
d^un  triangle  au  centre  Sun  cercle  inscrit,  sont  proportionnelles  aux 
dUtanises  des  trois  sommets  d'un  autre  triangle  au  centre  du  cercle  in- 
scrit dans  ce  triangle,  lesdeux  triangles  seront  semblables-,  par  M.  Louia 

Roux 42» 

Solution  du  problème  24  (p.  246;  :  Quelle  est  la  somme  des  angles  soUdes 
dans  chacun  des  cinq  corps  réguliers?  par  M.  Ed.  Merlieux 471 

S.  Géométrie  descrtptiTe. 

Solution  dn  problème  7  (p.  58)  :  On  donne  les  projections  d'une  droite  AB , 
et  celles  de  deuxpoints  C,  D,  non  situés  dans  un  même  plan  avec  la  droite; 
construire  tes  projections  d^un  point  situé  sur  la  droite  AB,  et  tel  que  les 
sommes  de  ses  distances  aux  deux  points  dqf^nés  C  D,  soit  un  minimum'; 

;  par  M.  Bd.  Meriieux i4S 

i.  Algèbre  supérieure. 

Sololion  du  problème  6  (p.  58)  :  Démontrer  que  la  limite. des  racines 
positives  d'une  équation  de  degré  m  ayant  Vunité  pour  coefficient  du 
premier  terme ,  est  la  somme  des  deux  plus  grandes  des  quanUtés  : 

f/T,    y  If,    ^C,    etc;  l'iquation  ayant  pour  termes  négatifs: 


-  Ax'"  '',-Bx"^\-Cx       ,ate.;parM.PBrj 24S 

5.  Géométrie  analytique  à  denz  dimensions. 

Démonstration  du  théorème  3  (p.  57)  :  Si  d^un  point  A  d^une  ellipse,  on 
abaisse  des  perpendiculaires  AU,  AN,  sur  les  diamètres  coivit^s  égaux, 
la  diagonale  AP  du  parallélogramfne  construit  sur  AU  et  AN,  est  nor- 
male à  VeUipse  en  A  ;  pêT  M.Haet 142 

Seeonde  démonstration  du  mémo  théorème;  par  M.  Vidal AT» 

Solution  du  problème  5  (p.  Si)  :  Étant  donnée  une  équation  algébrique  à 
eoeffkients  réels,  eha^reieine  peut  être  considérée  comme  ta  racine  d^un 
are  réel  ou  imaginaire.  Démontrer  que  la  somme  des  ares  est  réelle  et 
trouver  cette  somme  à  l'aide  des  tables t45 

SoluUon  du  problème  9  (p.  59)  :  Inscrire  dans  une  ellipse  une  corde  teUe 
que  la  somme  de  sa  longueur  et  de  la  distance  de  son  milieu  au  centre 
de  l'ellipse  soit  un  maximqm • t4f 

Solution  du  problème  1 1  (p.  59)  :  Inscrire  dasis  une  ellipse  un  triangle  seasr 
blableàuntryangledonné **» 

Solution  du  problème  io(p.  59)  :  Labase  AB  Sun  triangle  rectUigne  ABC, 
est  donnée  de  grandeur  et  de  ponHon;  la  somme  des  deux  côtés  AG,  BG, 
du  triangle  est  égale  à  une  droite  donnée  ;  on  suppose  que  ce  triangU 
tourne  autour  Sun  axe  rectUigne  tracé  sur  son  plan;  déterminer  le 
sommet  C  du  triangle  de  manière  que  la  somme  des  surfaces  décrites  par 
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Pag» 
Ui  dHue  eâêéi  AG,  BG  miftMnti  à  h  btue ,  wit  «n  maKimum  cm  bUn  un 
iniDinium;par  M.  ▲  de  Beansaeq. 2M 

Solution  du  problèmo  12  (p.  &9)  :  Déterminer  ViqueUon  dPvm  Ugme  iette^ 
q^m  M  menétU  urne  tmigenle  M  «m  point  qnekonqne^la  partie  de  eetU 
UmgetUe  eompriie  dtmê  Fintérienr  é^un  angle  donnée  ieit  eomtawtoieni 
égaleànneéroiledonnéeypeTM,W,lietl\etti. 26S 

Démonstration  du  théorème  29  (p.  248)  :  Par  wn  point  A  titmi  dan$  te  plan 
éPune  tonique,  on  wiêne  un  êiamétreyUne  êeeonàe  droite  conjuguée  à  ce 
diamètre  et  une  troisième  droite  quelconque  rencontrant  la  courbe  en 
deux  pointt;  wtenant  deux  tangentee  par  cee  deux  pointé,  eUec  eoupeni  la 
ieeonde  droite  en  deux  pointe  également  distante  dupoint  A;  par  M.  Pury.    3S6 

Solution  dn*problème  8  (  p.  t2S)  :  Décrire  une  hyperbole  équUatére  tangente 
à  qùaire  droitet  données;  par  M.  Louis  Roux 421 

Démonstration  du  théorème  S6  Cp.  895)  :  La  normale  et  la  tangente  menées 
par  le  point  é^une  conique  interceptent,  sur  >unaxe  principal,  une 
longueur  égale  au  produit  det  rayons  vectewre  paseant  par  ce  point, 
divisé  par  la  distance  du  point  au  teeond  axe  principal;  dans  la  parabole 
cette  longueur  est  égale  au  double  du  rayon  vecteur  ;  par  M.  Vachette,    sot 

0.  Géométrie  analyticpie  b  trois  dimensions» 

Solution  du  problèmes  (p.  123.).:  <?««<  cet  le  plus  court  chemin  d'un 
peint  d  un  autre,  en  passant  par  deux  droites  situées  dat^s  PeepmeeP 
par  M.  Ed.  Merlieuz 248 

Solution  du  problème  81  (p.  391).  Surfaces  algébriques  sur  lesquelles  on 
ne  pe%t4  tracer  qu'une  »iule  ligAe  droite  ;  par  M.  Roebe •  •  •  •    474 

7.  Problèmes  non  résolus.  Théorèmes  non  démontrés. 

4  (p.  ST);  2,  4,  8,  7  (p.  122  et  128);  2  Cp.  I«6)  ;  2S,  27,  28  (p.  24T);  12,  83, 
34,  35,  37,  89,  40,  41  (p.894,  89S  et  896.);  42,  48,....  S6,  ST  (p.  520»S21)i 

ZIX.  BztraSU  de  Jouriiaiiz. 

SitraiU  du  Journal  de  CreÙe,  1841-1842 ,  t.  23;  par  M.  Terquem i83 

EstraiU  du  Journal  de  Crelle,  I84i ,  t.  22,  i»  cahier;  par  M.  Terquem.  .  .  21 3 
EztraiU  des  Coa^ptes  rendus  de  PAeadémiede  Berlin  iBerichtuberdie  eU.), 

CaofM,  septembre,  octobre  ibii JperU.  Terquem 220 

Extrait  des  CompUs  rendus  de  l'Académie  des  sciences  de  Paris   (n.  1, 

janvier  J  par  M.  Terquem 447 

Extraits  des  Comptes  rendus  de  V Académie  des  sciences  de  Paris^  1842;  par  • 

M.  Terquem Si3 

ZZn.  Analyses  ^'ouTreges. 

Analyse  des  leçons  dfariUuméHque  de  P.-L,  Ctredde  ;  par  M.  Terquem.  .  .  49 
Analyse  de  Solution  oftke  qmâiraiure  of  ike  eircle,  bg  JT.  Maccook^  par   ! 

M.  Terquem .- 1 19 

Analyse  de  la  Théorie  des  paraOèles  de  P.  Durand  de  Monestral;  par 

M.  Terquem 2ie 

Analyse  des  ÉlémenU  de  géométrie  de  Eugène  lÀontiel  ;  par  M.  Gèrono.  481 
Analyse  du  CompUwwnt  de  Géométrie  anaigtique  de  C-B.Pagei  psr 

M.  Terquem 304 

Analyse  de  VÀpplieation  de  ta  méthode  des  prcjeelions  4  la  recherche  de 

certaines  propriétés  géométriques ,  par  L.-A,  Perriot  ;  par  M.  Terquem .    40 
Analyse  des  Théoriee  générales  de  géométrie  analgttque  appliquées  d  U 

discussion  det  courbes  algébriques  de  degrés  supérieurs  à  Putagè  des 

candidate  d  ¥éeole  polgteehstique,  par  B.  Gouré  ;p»r  M.  Terquem.  ...    404 
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RéfolaUoD  de  la  MwMniiralûm  <f  m»  nowoeoH  ^iMrème  de  Mécanique  té- 

leitedeM  Peutot;  par  M.  Terquem 60,  12» 

Analyse  des  Bhidei  tur  Ui  ftropriélét  de  quelquee  foneiiont  et  ewr  la  re- 
préeenUtêion  det  raeimee  dee  équatiane ,  for  dee  HUereecêUme  de  eourbei, 

par  M.  E,  Prouhet;  par  M.  Terquem 438 

Analyse  de  la  NimwUe  eoermologie  ra/iummée  de  M,  J.  laeexsart  ;  par 

M.  Terquem 407 

JCIV.  ÉUtièree  dÎTOTMt. 

Problèmes  à  ré>oudre.~Tliéorèmet  A  démontrer.  ....  57, 122, 105, 246,  610 

Annonces  d'ouvrages 60, 12S,  167,  248,  825 

Af  is  aux  lauréats  des  concours  des  collèges 248 

Sxament  de  1842^  powr  Vadminiion  d  VBeUe  po^fteehnifue^  queilUmi, 

Géométrie  élémentaire 34T 

Trigonométrie 849 

Statique.  ;  .  . ^ 849 

Géométrie  descriptive , 886 

Analyse „  . 350,  886 

Géométrie  analytique 3i9,  386 

Questions  proposées  par  écrit \  .' 385 

Avis  relatif  aux  examens 3i9- 

€hrand  concoure  de  1842.  Questiont  propoeéee 352,  885 

Concoure  d^enlrée  A  VBeole  normaie  (août  1842). 

Questions  de  Mathématiques .  .  .  ^  .  .  898 

Questions  de  Physique 894 

Errata 53i^ 
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Finck,  119. 
Foncenex ,  440^ 
Gauss,  441. 
Girard  (A), 21  s. 
Gùichard ,  448. 
Nuddes,  125. 
Jacobi,5i9. 
Lagrange ,  387. 
Lamherg,  168. 
Landen ,  168. 


Laplace,  168. 
Le  François ,  422. 
LeibniU,37i. 
Lévy,  179. 
Lhuillier  (S.),  199. 
Liouvilie ,  327. 
Midy,  47,0. 
Moivre,438. 
Monge,  504. 
Newton,  125,402, 
Poncelet,264,  423,  427. 

gnetelet ,  422. 
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Servois.  207. 
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ERRATA. 


Page    8i,  ligne  7,  en  remontant,^*,  liseM  .•  p^. 
Page  144  «  ligi^c  ^<  en  Temontant ,  DG,  /ixex  .*  IVC. 
Page  io5,  ligne  5,  en  descendant ,  — »p,  lises  :  —yp. 
Page  170,  ligne  9,  enramontant,  Kjt-^  /ûm  .*  Kjc"^' 

Page  180,  ligne  4 1  en  remontant,  ^UêtMs  — r— . 

Page  io4«liffn6  4>en  remontant ,  séc.  —  ,  lit9»  *  séc-r;. 
"      *^     "  10  10 

Page  198,  ligne  6,  en  remontant,  centre  da;  vjfàe^M, 

{   Page  ^M>5 ,  ligne  1 1 ,  en  descendant ,  et  à ,  lit9z  s  de. 

Page  aoj,  ligne  5,  en  remontant,  sitnés  trois,  litt»  s  sitaés  Mr  troiti 

Page  a3o,  ligne  14  •  page  56  ^  Uses  :  paare  Sg. 

Page  a63 ,  ligne  dernière ,  ajoutes  t  fig.  59. 

Page  2G7,  ligne  16,  en  descendant,  / 1/^%  /£f«s.*  ^/^. 
Page  270,  ligne  la,  en  remontant,  composons,  lises  .*  comparons. 
Page  971,  ligne  5,  en  remontant,  explication,  lises:  application. 
Page  372,  ligne  5,  en  descendant,  pourrait.  Uses:  pouvait. 
Page  3o4,  ligne  a,  en  descendant,  6*cos'*",  lueMs  &'cos*«'. 
Page  3ii,  ligne  a,  en  descendaût,  théorème  a,  lises:  théorème  1. 
Page  3 16,  ligne  10,  en  remontant,  faisceaux,  lites:  axes. 

JPage  33 1,  ligne  la,  en  descendant ,         ^  ,  lisent  ^  . 

y  r 

Page  333,  ligne  10,  en  descendant,  yt0^,  Uses  r  tJ^jè. 

Page  3471  ligne  11,  en  descendant,  1720,  lises  t  1701. 

Page  38i,  ligne  dernière,  qualités,  Uses:  quantités. 

Page  391,  ligne  a,  en  dôoendant,  s'»\  Uses  :  s^^. 

Page  391,  ligne  i5,  en  descendant ,  )g"^",  lises:  0"P\ 

Page 39a,  ligne 3,  en  descendant.  SWW^W\  Uses:  OM'M"M'''. 

Page  39a,  ligne  i4f  en  descendant,  - ,  liges  :  -  * 

Page  39a,  ligne  3 ,  en  remontant  «,  lises  :  c. 

Page  4o5,  ligne  4f  en  remont.,  démontration,  lises:  dëmoilstnition. 

Page  ^09,  ligne  8,  en  descendant,  pas,  effaces. 

Page  44 1«  ^i^ne  3,  en  remontant  d,  Uses:  h. 

Page  44'»  ligfne  i,  en  remontant,  4«  Uses  :  L. 

Page  44'*  li^n^  ^*  en  descendant,  4»  Uses  :  L. 

180^  180^ 

Page  443*  ^fpi^e  3,  en  descendant,  —,  lises  :  3 . 

m  m 

Page  443,  note,  t.  3,  1837.  ^^*"'  ^.  '*  ?!  ^7^*  '^^' 
Page  44^>  ligne  8,  en  remontant,  d'annés.  Uses:  d*années. 
Page  449*  ligne  3 ,  en  descendant,  porportionnelles.  Uses  f  propor» 
tionnelles. 

PARIS.  —  IMPRIMERIE  DE  FAIN  ET  THUNOT, 

lUPRIUBURS    nS    L'ONITBRSITi    aOTALI    DB    FKAlfCB, 

Rue  Racine,  28,  prés  de  rOdéon. 
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